Numerikus modszerek
epitomeérnokoknek
Matlab-bal

Dr Laky Piroska

Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Epitémérnoki Kar

2018



TARTALOMJEGYZEK

Tartalomjegyzék

1.

3.

MATLAB/Octave alapoz6
Matlab Munkakornyezet, alapok
Segitség (help, documentation)
Néhany hasznos parancs
Ertékadas, valtozé tipusok, fliggvény hasznalat
Script irasa
Egyszeri plottolas
Flggvények
Felhasznal¢ altal definialt egysoros fuggveények
Flggvények kulon fajlban
Program kommentek, 'help’ irasa sajat fuggvényekhez
Matlab Hibauzenetek
Kiegészités Octave hasznalatahoz
symbolic csomag telepitése
Segitség (help, documentation)
Hasznalt MATLAB figgvények

. MATLAB elagazasok, ciklusok, fajlmiveletek

Elagazasok, ciklusok
Kétiranyu feltételes elagazas - if, elseif, else
Tobbiranyu elagazas - switch, case
Szamlalassal vezérelt ciklus - for
Feltétellel vezérelt ciklus - while

Formazott szévegek (fprintf, sprintf)

Fajimaveletek

Import Data tool, Table, Structure, cell array adattipusok

Egyszer( adatbeolvasas/kiiras (load, save)
Formazott kiiras fajlba (fprintf)
Soronkénti beolvasas (fgetl, fgets)
A fejezetben hasznalt uj fliggvények
Szamitasok hibai
Bevezetés a numerikus modszerekbe

Kerekitési hiba, lebegbpontos szamabrazolas

10
11
12
13
15
15
16
18
18
19
19
20
20
22
22
22
23
24
24
25
26
26
27
30
30
33
34
34
35



Tartalomjegyzék

Abszolut és relativ hiba 37
Stabilitas, kondiciészam 37
Stabilitas 38
Kondicidészam 39
Csonkitasi hiba 40
Teljes hiba 41
A fejezetben hasznalt uj fliggvények 44
4. Nemlinearis egyenletek gyokei 45
Csatorna méretezési példa 45
Zart intervallum modszerek 47
Intervallum felezés médszere (bisection method) a7
Hurmodszer (regula falsi method) 48
Intervallum felezés és hurmédszer Matlab-ban 48
Csatorna méretezés zart intervallum modszerekkel 48
Nyilt intervallum modszerek 49
Newton modszer (Newton's method) 49
Szel6 mddszer (Secant method) 50
Newton modszer Matlab-ban 50
Csatorna méretezés Newton modszerrel 51
Beépitett Matlab fiUggvény - fzero 51
Brent modszer (inverse quadratic interpolation) 51
Csatona méretezés fzero alkalmazasaval 52
Egyvaltozos algebrai polinom gyokei 53
Féfeszlltségek meghatarozasa, sajatérték feladat megoldasa 53

A fejezetben hasznalt uj fuggvenyek 56
5. Linearis egyenletrendszerek 1. 57
Megoldasok létezése és egyértelmisége 58
Létezik és egyeértelmi a megoldas 59
Gauss-eliminacio, haromszog matrixok, visszahelyettesités, permutacio 59
LU felbontas 61
Megoldas LU felbontassal 62
Racsos tarto6 ruder6i LU felbontassal 62
Cholesky felbontas 63
Matlab beépitett fUggvények (inv, linsolve, \ - midivide) 64



Tartalomjegyzék

A fejezetben hasznalt uj fuggvenyek 66
6. Linearis egyenletrendszerek 2. 67
Végtelen sok megoldas van 67
QR felbontas 68
SVD felbontas 70
Matlab beépitett fuggvények (linsolve, , pinv) 71
Nincs megoldas (legkisebb hibaju megoldas) 72
QR felbontas 73
SVD felbontas 74
Matlab beépitett figgvények (linsolve, , pinv) 74
Iterativ modszerek (Jacobi, Gauss-Seidel) 75
lteraciés modszerek Matlabban 77

Uj figgvények a gyakorlaton 79
7. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa 80
Egyenletrendszer vektoros jeldlésmddja 80
Poziciomeghatarozas mobiltelefonnal 81
Tobbvaltozés Newton modszer 82
Tdébbvaltozés Newton-mdodszer matlab-ban 83
Megoldas Newton-mddszerrel 83
Megoldas numerikusan fsolve segitségével 85
Megoldas szimbolikusan solve segitségével 86
Gyakorlé feladatok 87

A fejezetben hasznalt uj fuggvenyek 89
8. Regresszio 90
Regresszio mindsitése 90
Egyenes illesztés 91
Parabola illesztés 94
Polinom illesztés matlab beépitett figgvényeivel (polyfit, polyval) 96
Nemlinearis regresszio linearis alakba irassal 97
Nemlinearis egyenlet tipusanak kivalasztasa 100

A fejezetben hasznalt uj fUggvények 100
9. Gyakorlo feladatok 1. 101
Linearis egyenlet rendszerek 101
Nemlinearis egyenletek/egyenletrendszerek 103



Tartalomjegyzék

Regresszio 105
Numerikus modszerek minta zarthelyi 109
10. Interpolacio 110
Interpolacio egyetlen polinommal 110
Lagrange és Newton interpolacios polinomok 112
Lagrange interpolaciés polinom 113
Newton-féle interpolaciés polinom 113
Tarozo jellegorbe interpolacioja 114
Spline interpolacié 115
Linearis spline interpolacio 116
Négyzetes spline interpolacio 117
Kobos masodrendi spline interpolacio 117
Kobos elsérendi spline interpolacio 119

A fejezetben hasznalt uj fuggveények 120
11. Kétvaltozos interpolacid, regresszio 121
Tobbértékl gorbék interpolacidja 121
Kétvaltozds interpolacio szabalyos racson adott pontok esetén 123
Kétvaltozos Regresszid 126
Kétvaltozos interpolacio szabalytalan elrendezésl pontok esetén 129
A fejezetben hasznalt uj fuggvenyek 130
12. Numerikus derivalas 132
Véges differencia kdzelités 132
A véges differencia kozelitések hibai 133
Magasabb rend differencia hanyadosok 134
Differencia hanyadosok alkalmazasa 135
Derivalas fuggvényillesztéssel (szimbolikus derivalas, polinom derivalasa) 137
Ontozdviz tarold parolgasi, szivargasi veszteségei 138
Derivalas tobbvaltozos esetben 142
A fejezetben hasznalt uj fliggvények 144
13. Feltétel nélklli optimalizacio 145
Egyvaltozos fuggvény szélséérték keresése 146
Lehajlas vizsgalat 146
Intervallum modszer (Ternary search) 146
Aranymetszés mdodszere (Golden-section search) 148



Tartalomjegyzék

Newton-modszer 150
Matlab Beépitett fliggvény alkalmazasa (fminsearch) 151
Tobbvaltozés fuggvény szélsberték keresése 152
Pozicié meghatarozas tulhatarozott esetben 152
Tobbvaltozés Newton-modszer 154
Tobbvaltozés Newton-modszer Matlab-ban 155
Pozici6 meghatarozas tobbvaltozos Newton-modszerrel 155
Matlab beépitett figgvény alkalmazasa (fminsearch) 156
Maximum keresés 157
Gyakorlé feladat 158
A fejezetben hasznalt uj fliggvények 160
14. Numerikus integralas 161
Numerikus integralas trapéz szabalyt alkalmazva 161
Numerikus integralas Simpson-szaballyal 162
Tobbdimenzids integralok szamitasa szabalyos tartomanyon 164
Tobbdimenzids integralok szamitasa szabalytalan tartomanyon 165
Terulet szamitas Monte-Carlo modszerrel 165
Monte-Carlo médszer altalanositasa 167
Lehullott csapadékmennyiség szamitas Monte-Carlo médszerrel 168
Gyakorlé feladat numerikus derivalashoz, integralashoz 169
A fejezetben hasznalt uj fliggvények 172
15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma 173
Elsérendii kozdnséges differencialegyenlet- kezdetiérték probléma 174
Euler-modszer 174
Elsérendi differencialegyenlet megoldasa Euler-médszerrel 175
Euler médszer javitasai (Heun-, K6zépponti-, Runge-Kutta-modszer) 176
Elsérend differencialegyenlet megoldasa Runge-Kutta-modszerrel 177
Elsérend differencialegyenlet rendszer megoldasa 178
Masodrend( differencialegyenletek 180
Masodrend( differencidlegyenlet megoldasa Matlab-ban 181
Magasabb rend differencialegyenletek 184
Magasabb rend( differencialegyenlet rendszerek 185
A fejezetben hasznalt uj fuggvények 186
16. Differencialegyenletek - peremérték feladatok 187



Tlzérségi moédszer (Shooting method)
Tuzérségi mdédszer alkalmazasa
Peremeérték feladat megoldasa a Matlab beépitett flUggvenyével
Elsérendi differencialegyenlet rendszer megadasa (odefun)
Peremértékek fliggvényként megadva (bcfun)
Kiértékelend6 tartomany, ismeretlenek atlagos értéke (solinit)
Megoldas bvp4c paranccsal
Flggbleges mozgas modellezése bvp4c fliggvényt hasznalva
Gyakorl6 példa peremeérték feladatokhoz
A fejezetben hasznalt uj fliggvények
17. Gyakorlo feladatok 2.
Megoldasok
Felhasznalt irodalom
Mellékletek
1. melléklet —Matlab fliggvények témakdoronkeént

2. melléklet —Sajat fliggvények témakdronként

Tartalomjegyzék

188
188
191
192
192
193
194
196
196
197
198
205
213
214
214
220



Tartalomjegyzék

1. MATLAB/OCTAVE ALAPOZO!

A numerikus modszerek gyakorlatok soran Matlab matematikai kornyezetben mutatjuk
meg a meérnoki problémak megoldasahoz hasznalhaté kulonb6z6 numerikus
eljarasokat. Otthoni gyakorlashoz hasznalhatdé, 2017 marciusatol ingyenesen, a
Matlab szoftver a BME egyetemi licenccel (http://www.bme.hu/hirek/20170330/
Matematikai_es_muszaki_megoldasok egyszerubben_es_gyorsabban). Jo alternativ
megoldas lehet az Octave matematikai kornyezet is, ami egy ingyenes, nyilt
forraskddu program, ahol lényegében ugyanazokat a parancsokat hasznalhatjuk,
mivel az Octave készit6i torekednek a Matlab kompatibilitasra. Még a grafikus felllet
is nagyon hasonlo6 a két programban, tetszés szerint atrendezhet6 ablakokkal (lasd 1.,
2. abra). Az Octave a https://www.gnu.org/software/octave/ oldalrél téltheté le, jelenleg
a 4.4.1 valtozat, ami 2018. augusztus 9-én jott ki.

A Matlab oldalan létre lehet hozni egy MathWorks account-ot (célszeri BME-s email
cimet hasznalni, ha az Online Matlab-hoz is szeretnénk hozzaférni). A MathWorks
account-tal lehetéség van megoldani a Matlab Onramp-ben talalhaté alap gyakorld
feladatokat, ezt mindenkinek ajanlott végigcsinalni (kb. 2-3 6ra). Tovabbi jo, online
gyakorlasi lehet6ségek vannak a Matlab Cody oldalan.

O T O CumentFolder D\Dropber\oktatas\matisd _foldmero\matist - )
Shortcuts 2] How to Add 2] What's New
ent Foide w-0noeox [ phox,chtatas\matiab_¢ atiaby\hoe_te S - L “0 e x
- 9 > LR B -O% | Seack i (m] x HpSsy Stack B sel
TE 11 0, Meme~  Value Mn M
1 tasa EH are n 206 A
2 £
4
S radius=input ('Kor sugara ):
6 area=pi*radius”?
7= fprintf('Egy %.2f m sugaru kor terulete %.2f m* n',radius,area) ;
oo ox
3
cle
! - kor_ terulete
 Command Window. Caaniad 3

>> kor terulete

Kor sugara: 3

Egy 3.00 m sugaru kor terulete 28.27 m*2.
S>> |

4 Start

1MATLAB GRAFIKUS KORNYEZETE

1 A segédlet készitése soran felhasznalva: Todd Young and Martin J. Mohlenkamp: Introduction to
Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers, Department of Mathematics, Ohio Univer-
sity, July 24, 2018, http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf
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https://matlabacademy.mathworks.com/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/cody/
http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf
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e e T G S - —

Fle Ede Debug Window Help News

=) wrrent Dvectory: : \Dropbos oktatasmated_foldmeroymatiss ~ ¢ [l

* et
v - & v Fle Edn View Debug Run Hep P

Nev - | l
hor_terdete.n [ ares double 11
.......

radius~input ('Kor sugara
6 area-pi*radius®
fprintf ('Bgy %*.2f m sugaru kor terulete %.2f m*2.\n', radius, area

Double-chck a command to transfer & to

20CTAVE GARFIKUS KORNYEZETE

the termunal

MATLAB MUNKAKORNYEZET, ALAPOK

A grafikus fellilet fontosabb részei: az éppen aktualis kdnyvtar, ahova mindent ment a
program (current folder), a parancssor (command window), a munkakoérnyezet
(workspace) az éppen hasznalt valtozokkal, az eddig futtatott parancsok (command
history) és a szerkeszt6 (editor). Az adott panel nevére kattintva, lenyomva tartott bal
eger gombbal athuzhatoéak a panelek, és a mozgatas soran a kékre szinezett teruletre
helyezhet6ek. Célszerl lehet rogziteni a szerkeszt6t (dock editor), ezt az Editor ablak
jobb felsé részén lévé nyilra kattintva tehetjuk meg.

A késbdbbiekben amire mindig figyeljink, hogy a Matlabban hasznalt fajl nevek nem
kezdbédhetnek szammal €s ne legyenek benne ékezetes karakterek, sz6kozok se! A
program mindig azokat a fajlokat, fUggvényeket tudja éppen hasznalni, amik a beallitott
aktualis kdnyvtarban vannak.

SEGITSEG (HELP, DOCUMENTATION)

Nagyon sokat tanulhatunk a dokumentacié helyes hasznalatabdl is, persze kellé
angoltudas fuggvényében.

Ha csak egyszerlien begépeljik a help parancsot, akkor a Matlab kilistazza a
kilénb6z6 beépitett fuggvények kategoriait. Itt vagy duplan rakattintunk a kategoéria
neveére, vagy begépelhetjuk pl. (> jel jelzi a Matlab-ba begépelendé parancsokat, ezt
a jelet nem kell begépelni!)

> help elfun

Ami ki fogja irni az ’Elementary math functions’-t, vagyis az alap matematikai
fuggvényeket, pl trigonometriai, exponencialis, komplex és kerekitd fuggvények listaja.

Ha tudjuk egy adott figgvény nevét, akkor hasznalhatjuk kovetkezét:
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> help 'parancsnév'
Ez megadja az adott parancs leirasat, hasznalatanak madjat. Pl.:
> help rand

Megadja, hogy a rand parancs 0-1 kozotti egyenletes eloszlasu véletlen szamot
general, megadja a hasznalatanak mdédjat, hogy lehet egy vagy tobb bemenettel is
hivni és megadja a kapcsol6édd parancsokat is (pl. randn, ami standard normalis
eloszlasu véletlen szamokat general 0 varhato értékkel és 1 szorassal).

A doc parancs a help-hez hasonléan mikaodik, csak egy jéval részletesebb leiras az
adott parancsrol, sok példaval. PI.
> doc randn
Prébaljuk ki a pwd parancsot! Kérdezzuk le help-pel ez mit is csinal!
Masik hasznos parancs a lookfor utasitas. Ezzel parancs részletekre is

rakereshetlnk, vagy barmilyen széra, ami a parancs leirasban szerepel. Probaljuk ki
a kovetkezot:

> Jookfor rand

Ez minden parancsot kilistaz, aminek a nevében, vagy a rovid leirdsaban szerepel a
rand szo. Ha tul sokaig tartana a keresés, akkor megszakithatjuk a parancsot a CTRL
+ ¢ billenty kombinacioval.

NEHANY HASZNOS PARANCS
clc — kitorli a command window ablak tartalmat
clear — kitorli a valtozokat (lasd workspace)
close — bezarja az aktualis abrat, vagy az 6sszeset (close all)
CTRL+c  —félbeszakitja az adott parancsot (kilépés pl. végtelen ciklusbal)
% — megjegyzés (a program figyelmen kivul hagyja ami ez utan van a sorban)

; — parancs végén a ; hatasara nem jelenik meg az eredmény

'"TAB' GOMB ES A NYILAK HASZNALATA A PARANCSSORBAN

Nagyon hasznos a 'tab' hasznalata. Ha nem tudjuk pontosan egy adott parancs nevét,
csak az elejét, és elkezdjik begépelni a parancssorba pl, hogy pref, majd utana
nyomunk egy tab-t ha csak egyféle pref kezdetli parancs van, akkor kiegésziti, ha
tobb, akkor megadja a lehetséges parancsokat. Itt tobb parancs is van ezzel a
kezdettel pl. prefdir (annak a konyvtarnak a neve, ahol a beallitasok, history stb.
talalhatd) vagy a preferences, ami megnyitja a beallitasok ablakot.

Szintén nagyon hasznos a nyilak hasznalata a parancssorban, amivel korabbi
parancsokat lehet ujra el6hozni, lefuttatni, modositani. A korabbi parancsokat ujra le
lehet futtatni a command history-t hasznalva is, dupla kattintassal az adott
parancson.

10



Tartalomjegyzék

ERTEKADAS, VALTOZO TiPUSOK, FUGGVENY HASZNALAT

> %% Ertékadas, valtozdétipusok

> % Egyszerl értékadas (0.01 haromféleképpen)
> a=0.01

> b = le-2

> ¢ = 1d-2;

>  a+cC

> clear a % kitorli az 'a' valtozot

> clear % vagy 'clear all' kitorli az O0sszes valtozdé értekét
> pi % beépitett érték (3.14)

> e =exp(l) % erl =e =2.71

> b = eA-10 % hatvanyozas

Néhany megjelenitési, formazasi lehetéség:

> format Tong % tobb tizedes jegy megjelenitése
> e, b

> format short % rovidebb megjelenités

> e, b

A Matlab alap objektumai a matrixok. A vektorok specialis matrixok, pl. 1xn-es
sorvektorok, vagy mxl-es oszlopvektorok. Matrix/vektor definidlasahoz szogletes
zardjelet hasznalunk. Az elemeket egy soron belll vesszével, vagy szokodzzel
valasztjuk el, sorok kozott az elvalasztd a pontosvesszo.

> z = [1 3 45 33 78] % sorvektor

> z = [1,3,45,33,78] % sorvektor masképp megadva
> t = [2; 4; 22; 66; 21] % oszlopvektor

> M= [1,2,3; 4,5,6] % 2x3-as méretl matrix/tomb

Le lehet kérdezni egy vektor tetszdleges elemét, kerek zarojelbe téve az elem
sorszamat:

> t(2) % eredménye: 4
> M(2,3) % eredménye: 6
> z(end) % z utolsd eleme: 78

Vagy felll lehet irni barmelyik elem értékét:

>  t(2)=47
> p =[] % lures vektor
> z(3)=[]; % kitorli a 3. elemet, utana z = 1 3 33 78

Le lehet kérdezni egy részét a vektornak, matrixnak:

> t(2:4) % eredménye az el6z6 parancs utan: 47 22 66

> t(1:29 % elgépelés esetén hibalizenet
t(39
?

Error: EXxpression or statement is incorrect--possibly unbalanced (, {, or
L.
> t(1:29) . ) .
Index exceeds matrix dimensions.

> M(1:2,2:3) % eredménye: [2,3; 5,6]
Vektor, matrix transzponaltja:

> tt =t' %t transzponaltja, sorvektor
> Mt = M' % eredménye: [1,4; 2,5; 3,6]

11
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Vannak hasznos parancsok, amelyekkel egyszerien lehet vektorokat el6allitani:

x1 = 1:10 % sorvektor 1-10-ig egész szamok

x2 = 1:0.3:10 % sorvektor 1-tol 10-ig, 0.3 osztaskozzel

x3= (1:0.3:10)"' % oszlopvektor 1-tol 10-ig, 0.3 osztaskozzel
x4 = Tinspace(1,10,4) % 1 és 10 kozott 4 pontot vesz fel

vV V. V V

Kénnyl o&sszeflizni vizszintesen, flggblegesen azonos sor/oszlop szamu
vektort/matrixot.

X rand(2,3) % 2x3-as [0,1] kozti véletlen szamokbdél allé matrix
Y = ones(2,4) % 2x4-es egyesekbdl allo matrix
Z = eye(3) % 3x3-as egységmatrix
W = zeros(2,4) % 2x4-es nullakbol allo matrix
XY = [X, Y] % 2x7 elemd matrix, vizszintesen Osszeflizve X és Y
XZ [X; z] % 5x3-as matrix, figgélegesen Osszeflizve X, Z
> XY2 = [X; Y] % hibauzenet
Error using vertcat
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.
> XZ2 = [X,z] % hibalizenet
Error using horzcat
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.

V V. V. V V V

Sorok oszlopok levalogatasa

XY(1,:) % XY els6 sora (: az adott sorban az Osszes elem)
XyY(end,:) % XY utolsé sora (: az adott sorban az dsszes elem)
XY(:,1) % Xy elsé oszlopa (: az adott oszlopban az O6sszes elem)

XY(:,end-1) % XZ utolsdé el6tti oszlopa (: az adott oszlop Osszes
eleme)

vV V. V V

Szdvegek, mint karakterekbdl allé vektorok

> s = "p' % szoveges/karakter (string) tipusu valtozo 1x1 méretd
> me = 'Mlszaki Egyetem' % string tipusu valtozo 1x15 méretl
> bme = ['Budapesti ',me] % Budapest Mliszaki Egyetem
> bme(13:17)
SCRIPT IRASA

Eddig parancssorbdl dolgoztunk, de egy bonyolultabb szamitast, programot mar nehéz
parancssorban megirni, szukség esetén javitani. Célszeribb lehet egy fajlba
O0sszegydjteni a hasznalt parancsokat, ez a script fajl. Itt is hasznalhatunk minden
korabbi Matlab fliggvényt, de egyszer(ibb a javitas, futtatas. A Matlab alapértelmezett
fajl tipusa a *.m fajl, ez egy egyszert szovegdfajl, amit barmilyen szévegszerkesztdvel
szerkeszthetlnk. Ezen kivul az ujabb Matlab verziokban mar hasznalhatjuk a livescript
fajltipust is (*.mlx), ez utobbiban vegyesen hasznalhatunk Matlab utasitasokat és
formazott szovegeket, képeket, illetve lathatjuk rogton az eredményeket is. Ez viszont
a Matlab sajat formatuma, amit csak Matlab programon belll tudunk megnyitni.

A script fajlokat futtathatiuk a nevik begépelésével, de egyszeribb az FE5
megnyomasaval, ez rogton menti és futtatja a programot. Figyeljink, hogy a fajlnév ne
kezdddjon szammal és ne legyenek benne szokozok, ékezetek! A fajinevek csak
betlivel kezd6dhetnek, és csak az angol abc betli, illetve szamok és alulvonas
szerepelhet bennuk.

Amennyiben nem akarjuk az egész programot lefuttatni betehetliink egy return
parancsot valahova, és akkor csak addig fog lefutni a program. llletve az EF9

12
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lenyomasaval csak a kijelolt rész fog lefutni. Masik megoldas, ha szekciokra osztjuk a
fajlt dupla % jelek hasznalataval (%%) és utana egy szekcié cim megadasaval. Egy
bizonyos szekcioban 1évé parancsokat a CTRL+Enter billentylk megnyomasaval
tudunk futtatni. Kezdjink egy uj script fajlt a bal felsé sarokban a plusz jelre kattintva
(new), és ezzel megnyilik az Editorban egy Ures lap. Mentsik el az aktualis
konyvtarunkba gyakl.m fajl néven! A tovabbiakban ebbe fogunk dolgozni.

EGYSZERU PLOTTOLAS

Nézzik az alabbi tablazat adatait egy betonacél fesziltség-fajlagos alakvaltozas (o-€)
diagramjabal:

£ [%] 002 |2 |20 |25

o [N/mm2=Mpa] |0 | 300 |285 |450 | 350

1. TABLAZAT BETONACEL FESZULTSEG-FAJLAGOS ALAKVALTOZAS DIAGRAMJA
irjuk be a gyak1.m script fajlba:

> %% Betonacel alakvaltozasa
> X [0,0.2,2,20,25] % kiirja a képernyb6re a tartalmat
>y [0,300,285,450,350]; % nem irja ki a képernydre a tartalmat

Futtassuk vagy az F5 paranccsal az egész fijlt, vagy egy kijeldlt részt az F9-cel, vagy
CTRL+Enter-rel a szakaszt!

Ha beirjuk a script fajlba, parancssorba egy létezd valtozé nevét, akkor kiirja az
aktualis tartalmat, még akkor is, ha az el6z6 parancsnal az y utan ; szerepelt, ezért ott
ugyan nem irta ki a képernyére a valtozé értékét, de a workspace-be elmentette!

> X, VY
Vektor formatumban 1évé adatokat a plot paranccsal rajzolhatunk ki:
> plot(x,y)

Ez egy vonallal 6ssze fogja kotni a pontokat. Ha a pontokat szimbolumokkal
szeretnénk jeldlni, probaljuk ki a kovetkez6ket:

> plot(x,y, 'x")
> plot(x,y, 'o-")
> plot(x,y, 'r*-")
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Hasznos paraméterek:

Line Style Description
- Solid line (default)
-- Dashed line
: Long Short RGE
Dotted line Name Name Triplet
- Dash-dat line 'yellow' e (11 a]
o 'magenta’ | 'm' [1@& 1]
Marker Description
‘cyan' C [@ 1 1]
o Circle
'red’ r' [1 @ a&]
+ Plus sign
‘green’ 'g' [@ 1 @]
Asterisk
"blue’ 'b’ [@ @ 1]
Faint
'white’ ‘W' [111]
x Cross _
'black’ k' [ @ a]
z Square
d Diamond
Upward-painting triangle
v Downward-pointing triangle
3 Right-pointing triangle
£ Lefl-pointing triangle
p Pentagram
h Hexagram
LineWidth vonalvastagsag
MarkerEdgeColor | pont szimbélumok hatarolé vonalanak a szine
MarkerFaceColor | pont szimbdlumok kitdltése
MarkerSize pont szimbélumok mérete

Hasznalata, pl.:

> plot(x,y, " '--gs', "Linewidth',2, '"Markersize',10,...

> 'Markeredgecolor','b"', '"MarkerFacecolor',[0.5,0.5,0.5])
Elnevezhetjik a tengelyeket, vagy jelmagyarazatot, cimet is flizhetlink hozza:

> xlabel('Fajlagos alakvaltozas')
> ylabel('Fesziiltség')
> title('Betonacél fesziltség-fajlagos alakvaltozas diagramja')

Vagy bezarhatjuk az abrat:

> close % abra bezarasa
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FUGGVENYEK

Nagyon sok matematikai és egyéb beépitett fliggvény van, ezek megismeréséhez
célszerl a help-et, dokumentaciot bongészni. Nézzik meg néhany fuggvényt az alap
matematikai figgvények kézul (Elementary math functions) — Id. help elfun

A fuggvények valtozéi mindig kerek zardjelben vannak. A trigonometrikus
fuggvényeknél az alapértelmezett szogegység a radian!

\

sin(pi) % értéke 0 a szamabrazolas pontossagan belil
cos(pi) % -1

tan(pi) % végtelen helyett egy nagy szam

Tog(100) % természetes alapu Togaritmus

T10g10(100) % 10-es alapu logaritmus

3Ad % értéke: 81

sqrt(81) % 9

abs(-6) % 6

exp(0)

Az exp(0) az e°, értéke természetesen 1.

VVV VVYVVYV

A beépitett figgvények nem csak szamokon, hanem vektorokon is mikddnek.

> x = linspace(0,2*pi,40)
> y = sin(x)
> plot(x,y)

Tovabbi beallitasok lasd help plot!

FELHASZNALO ALTAL DEFINIALT EGYSOROS FUGGVENYEK

Tobbféleképp lehet Matlab-ban sajat flggvényeket megadni, az egyszeriibb
esetekben leginkabb az egysoros fuggvényeket hasznaljuk (ezt az angol nyelven
‘anonymous function'-nek nevezik, ami nincs elmentve kulén programként, csak egy
valtozohoz van hozzarendelve), pl definialjuk a cos(2x) fuggvényt!

> f = @(x) cos(2*x)

Itt el6szor egy @ szimbolum utan meg kell adni a fluggvény fluggetlen valtozoéit, majd
utana jon a formula. Rajzoljuk fel az el6bb felrajzolt szinusz figgvény mellé ezt is, most
nem elére megadott pontparokat hasznalva, hanem szimbolikusan az fplot vagy
ezplot paranccsal! (Megj.: Octave-ban és régebbi Matlab verziéba az ezplot parancs
hasznalhat6, ujabb Matlab-ban az fplot).

> hold on

> fplot(f,[0,2%pi])
A hold on parancs nélkll, ha egy Uj rajzolasi parancsot adok ki, akkor letorli az el6z6
abrat és ugy rajzolja fel az ujat, hold on esetén megtartja a régit, és mellé rajzolja az
ujat. A hold off paranccsal visszaallithaté az alapértelmezett mod. Az fplot esetén
meg lehet adni az intervallumot, ha nem az alapértelmezett tartomanyon szeretnénk a
fuggvényt megjeleniteni.

Az abra torlését, grafikus ablak bezarasat a kovetkez6 parancsokkal tehetjuk meg:

> cl1f % Clear current figure
> close % Close figure
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Allitsuk el6 sajat fliggvényt hasznalva 1-10-ig a szamok négyzetét!
> fl = @(x) xA2

Ellenérizzik le egy adott x értékére:
> f1(3) % értéke: 9

Allitsuk el8 az f fiiggvényt hasznalva 1-10-ig a szamok négyzetét!

1:10;
f1(x)

Erre hibalzenetet kapunk:

> X
>y

Error using A
One argument must be a square matrix and the other must be a scalar. Use
POWER (.A) for elementwise power.
Error in gyakl>@(x)xA2
Error in gyakl (Tine 100)
y = f0O
Miert? Azért mert az x valtozonk egy sorvektor, négyzetre emeléskor pedig két
sorvektort probalunk Osszeszorozni, ami matematikailag helytelen. Ha nem
vektor/matrix miveletet szeretnénk végrehajtani, hanem azt szeretnénk, hogy
elemenként hajtodjon végre a miivelet, akkor egy pontot kell tenni a miveleti jel elé.
> f1l = @(x) x.A2
> y=f1l(x) %1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Mivel vektorok/matrixok esetén az dsszeadas, kivonas, skalarral valdé osztas/szorzas
eleve elemenként torténik, ezért ezekben az esetekben nem kell pontot tenni a
maveleti jel elé, csak a szorzas, osztas és hatvanyozas esetén: .*,./,. .

A Matlabnak az egyik er6ssége a vektorokkal, matrixokkal valé miveletek végzése,
igy sok esetben elkerulhetjik a lassabb ciklus miveletek alkalmazasat.

FUGGVENYEK KULON FAJLBAN

A Matlab alapértelmezett fajltipusa a *.m kiterjesztésl szdveges fajl. Ennek két 6
tipusa van, script fajl és fuggvény (function). Az el6bbit mar hasznaltuk az eddigi
munkank soran, nézzik meg miben kulonbozik ettél a fliggvények irasa!

A flggvények kulon fajlba torténé megirasanak egyik elénye, hogy nem csak abbdl a
script fajlbol hasznalhatjuk, ahol épp dolgozunk, hanem barmely fajlbél meghivhatéak,
igy ha van olyan feladat, ami gyakran ismétlédik, akkor azt célszerli egy kulén
fuggvényben megirni. Az egysoros fuggvényekkel szemben sokkal bonyolultabb
szamitasok, mulveletek  elvégzésére hasznalhatjuk  Oket, konnyebben
paraméterezhetjuk, hogy hany ki és bemenete legyen, magyarazatokat flizhetliink
hozza.

irjuk meg kiildn fiiggvény fajlba az elébb megadott négyzet fliggvényt! Kattintsunk a
bal felsé sarokban a plusz jelre (new), és megnyilik az Editorban egy ures lap. irjuk be
a kovetkezdket, majd mentsik el negyzetfv.m néven az aktualis kdnyvtarba. Fontos: a
flggvény neve (ami vastaggal van irva a kdvetkezd kdédban) meg kell egyezzen a fajl
nevével, kuldnben nem lehet meghivni!
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function y = negyzetfv(x)
% Kiszamolja a bemenet négyzetét
y = X.A2;

vV V. V V

end

A fuggvények néhany fontos tulajdonsaga:
e function szoval kezd6dik
e Van legalabb egy-egy kimenet és bemenet

e A kimenet, a fuggvény neve és a bemenet az elsé sorban talalhato, és a
figgvény neve meg kell egyezzen az *.m fajl nevével

e Aflggvény belsejében valahol értéket kell adjunk a kimenetnek

e Afluggvény belsé valtozai lokalis valtozok, nem fognak megjelenni a workspace-
ben, és a fuggvény sem fér hozza a workspace-ben 1évé valtozokhoz, csak
ahhoz, amit megadtunk a bemenetnél.

e A flggvényt nem lehet futtatni, csak egy masik fajlbdl, vagy parancssorbdl
meghivni! A meghivashoz a fuggvénynek az aktualis konyvtarban kell lennie
(vagy egy olyan konyvtarban, ami benne van az elérési utban (path).

e A fuggvény els6 sora utan megadott kommentek tartalmat listazza ki a help
parancs az adott figgvényre!

Hivjuk meg a megirt flggvényt az x vektorunkra! Ehhez valtsunk vissza a gyakl.m
script fajlra!
> negyzetfv(1ll) % 121

> negyzetfv(x) %1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
> help negyzetfv % Kiszamolja a bemenet négyzetét

Egy fuggvénynek lehet tobb bemenete is, pl médositsuk az el6z6 fliggvénylnket az
alabbi médon, és mentsuk el hatvany.m néven!

> function y = hatvany(x,p)
> y = X.Ap
> end

Egy fuggvénynek lehet tobb kimenete is egy vektorban dsszegylijtve (hatvanyok.m):

> function [x2 x3 x4] = hatvanyok(x)
> X2 = X.A2;

> X3 = X.A3;

> X4 = X.A4;

> end

Hivjuk meg a fenti figgvényeket is a script fajlunkbaol!

> hatvany(x,3) % 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000
> [a b c] = hatvanyok(x)

> %a=14 9 16 25 36 49 64 81 100

> % b =18 27 64 125 216 343 512 729 1000

> % c =116 81 256 625 1296 2401 4096 6561 10000

Abrazoljuk az eredményeket egy Uj 2-es szamu abran a figure parancs hasznalatavall
A plot parancsnal egymas utan tobb dsszetartozo6 értéket is felsorolhatunk!

> figure(2)
> plot(x,a,x,b,x,c)
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Mi is adhatunk egyéni szineket hozza, illetve jelmagyarazatot is flizhetlink hozza olyan
sorrendben megadva a jelmagyarazat szévegét, ahogy felrajzoltuk az abrakat:

plot(x,a, 'black',x,b, 'blue',x,c, 'green')
plot(x,a, 'k',x,b,"'b",x,c,'g")
Tegend('négyzet', 'kob', 'xA4',"Location', '"North')
Tegend('négyzet', 'kéb','xA4","Location', 'Best')

vV V. V V

PROGRAM KOMMENTEK, "HELP’ IRASA SAJAT FUGGVENYEKHEZ

A tobb sorbdl allé programok fontos részei a kommentek. Egyrészt masok is megertik
a programkddunkat, masrészt mi is emlékezni fogunk ra, ha késébb ujra hasznalni
akarjuk. Célszeri nem csak a program elején, hanem minden Uj szekciéhoz is
kommenteket irni. A Matlab-ban % jel utan irhatunk kommenteket. Egy fuggvény
esetében a kommentben célszerl megadni, hogy mi a fliggvény célja, milyen bemeneti
és kimeneti értékek szerepelnek benne. Fliggvény esetében az elsé sor utan megadott
kommentek fognak megjelenni a help utasitas hatasara segitségkeént.

MATLAB HIBAUZENETEK

A programok irasa soran szamos hibauzenettel talalkozunk, eddig is lattunk mar
néhanyat. Fontos, hogy tudjuk ezeket értelmezni, ez segithet kijavitani a hibainkat!

Nézzunk egy példat elirasra a clear all helyett!

> cler all
Undefined function or variable 'cler'.
Did you mean:
>> clear all

A Matlab érzékeny a kis nagy betlik valtozasara is:

> X = 3/4; x
Undefined function or variable

X .
Nézzunk példat egy szintaktikailag hibas Matlab utasitasra:

> 1 X
1X

1

Error: Unexpected MATLAB expression.
Tul sok bemené paraméter:

> sin(pi,3)
Error using sin
Too many input arguments.

Nem egyezik a matrixban |évé sor/oszlop elemeinek szama:

> M= [123] | |
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.
> [3, 4, 5] * [1; 2; 3; 4]
Error using *
Inner matrix dimensions must agree.
> a=1:5, b =1:3
> [a;b]
Error using vertcat
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.
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Konnyen elgépelhetd hiba lehet, hogy zarojel helyett 8 v 9 kerll beirasra:
> sin(pi9
sin(pi9
1
Error: Expression or statement is incorrect--possibly unbalanced (, {, or [.

Lemarad egy zarogjel:

> abs(sin(rand(2))
abs(sin(rand(2))

Error: Expression or statement is incorrect--possibly unbalanced (, {, or [.
Elemenkénti miveletet akarunk végezni vektoron, de lemarad a pont:
> v =1:4;
> 1/v
Error using /
Matrix dimensions must agree.
A legrosszabb, amikor nincs hibauzenet, az eredmény mégis hibas. Példa: szamitsuk
1 - P " .y s ’
ki pym ertékét a kovetkez6 utasitassal! Miért hibas az eredmény?

> 1/ 2%pi % 1.5708

KIEGESZITES OCTAVE HASZNALATAHOZ

Ha valaki az Octave hasznalata mellett dont otthoni gyakorlashoz, akkor az Octave a
https://www.gnu.org/software/octave/ oldalrél tolthetd le, jelenleg a 4.2.1 valtozat
(2017. februar 24 6ta). Az Octave elénye az egyetemi Matlab-bal szemben, hogy mivel
egy nyilt forraskédu program, nemcsak tanulashoz, oktatasi célra hasznalhatd, hanem
munkahoz is. Sok kiegészitd csomag is van hozza, lasd https://octave.sourceforge.io/
illetve https://octave.sourceforge.io/packages.php , ezek egy jo része telepitve is van,
csak be kell tolteni hasznalatkor. Le lehet kérdezni, hogy mi van telepitve a pkg list
paranccsal). Célszerl ismerni egy parancsot, ami eltér a Matlab-tél, hogy ha az
Octave-ban azt szeretnénk, hogy barmilyen mivelet eredménye folyamatosam
jelenjen meg a Command Window-ban, és ne oldalanként térdelve, akkor a kdvetkezd
paranccsal tehetjuk meg:

> page_screen_output(0)

SYMBOLIC CSOMAG TELEPITESE

A numerikus modszerek gyakorlatok soran szimbolikus szamitasokat is végezni
fogunk, ehhez szliikséges az Octave-ban egy extra symbolic csomagot telepiteni (ez a
matlab-ban is egy kilon toolbox). Ez a csomag python-sympy alapra épul, ezért kulon
kell telepiteni. Windows alatti telepités (a kovetkezd link alapjan:
https://qgithub.com/cbm755/octsympy/wiki/Notes-on-Windows-installation)

1. Toltsuk le a symbolic-win-py-bundle-x.y.z.zip fajlt kdvetkezé oldalrdl :
https://github.com/cbm755/octsympy/releases (itt x.y.z a verziészam, pl.
symbolic-win-py-bundle-2.5.0.zip) Ez tartalmazza a Python interpretert és a
SymPy-t is.
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2. Inditsuk el az Octave-t, allitsuk be aktualis kdnyvtarnak, ahova mentettik az
elébbi fajlt.
3. Gépeljuk be a kovetkez6 parancsot (x.y.z helyett a megfelel6 verziészam):

> pkg install symbolic-win-py-bundle-x.y.z.zip
4. Toltsuk be a telepitett csomagot:

> pkg load symbolic
Ellendrizzik, hogy miikddik-e pl.

> syms X
> f = sin(cos(x));
> diff (f)

Eredmény = -sin(x)-cos(cos(x))

A symbolic csomag fuggveényei részletesen:
https://octave.sourceforge.io/symbolic/overview.html

SEGITSEG (HELP, DOCUMENTATION)

Nagyon sokat tanulhatunk a dokumentacié hasznalatabdl is (lasd a documentation ful,
vagy az alabbi weblap), persze kell6 angoltudas fliggvényében. Nyugodtan lehet nem
csak az Octave sajat dokumentacidjat nézni, hanem a Matlabét is az interneten, ott
tobb, sokszor részletesebb példat is lathatunk az adott parancs hasznalatara.

Octave help-je: https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/

Matlab help-je: http://www.mathworks.com/help/matlab/

Sok hasznos segitség, letdltheté matlab fajl talalhatd a matlab centralon is:
http://www.mathworks.com/matlabcentral/

HASZNALT MATLAB FUGGVENYEK

matlab helpjének kategoriai, vagy segitség megadott
témakorhdz, figgvényhez a Command Window-ban
rand - Véletlen szamok 0-1 kdzott egyenletes eloszlasban
Véletlen szamok sztenderd normalis eloszlasban, 0 varhatd

help -

randn " értékkel és 1 szorassal
d részletes dokumentaciéo adott fliggvényhez, parancshoz uj
oc -

ablakban

lookfor - keresés a help-ben adott széra, szérészletre

clc - kitoérli a command window ablak tartalmat

clear, clear all - kitorli a megadott valtozokat, vagy az dsszes valtozét

close, close all - bezarja az aktualis abrat, vagy az 6sszeset

CTRL+C - félbeszakitja az adott parancsot (kilépés pl. végtelen ciklusbadl)

% _ megjegyzeés (a program figyelmen kivil hagyja ami ez utan van
a sorban)
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Tab gomb
preferences

prefdir

™ gombok
pi
exp(1), exp(n)

format long
format short
[1, 2, 3;4,5, 6]

[A,B] vagy [A B]
[AB]

A(1,:)

A(:,1), A(:,end)
linspace(x1,x2,n)
ones

zeros

eye

figure

plot

xlabel, ylabel
title

sin, cos, tan
log, log10

sqrt

abs

hold on, hold off
fplot, ezplot

R

clf

legend
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parancs végén a ; hatasara nem jelenik meg az eredmény a
Command Window-ban

elkezdett parancsot kiegésziti
megnyitja a beallitdsok ablakot

annak a konyvtarnak a neve, ahol a beallitasok, history stb.
talalhato

korabbi parancsokat vissza lehet hozni a Command Window-ba
3.14.... (pi szam)

el=271...,e"

hatvanyozas

tobb tizedes jegy megjelenitése

rovidebb megjelenités

vektor, matrix megadasa

vektor, matrix transzponaltja

matrixok 0sszeflizése egymas mellé (sorok szama egyenl)
matrixok 0sszeflizése egymas ala (oszlopok szama egyenl)
matrix elsé sora

matrix elsé/utolsé oszlopa

[x1,x2] intervallumban n pont felvétele egyenletesen
egyesekbdl allé matrix

nullakbal allé matrix

egységmatrix

Uj abra nyitasa

Osszetartozo pontparok felrajzolasa

x,y tengely feliratozasa

abra cime

szogflggvények (alapértelmezett mértékegység a radian!)
természetes alapu logaritmus, 10-es alapu logaritmus
négyzetgyok

abszolut érték

felllirja, vagy ne irja felll a meglévd abrat az uj abraval
fluggvények felrajzolasa

elemenkénti szorzas, osztas, hatvanyozas vektoroknal
abra torlése (nem zarja be az ablakot)

jelmagyarazat
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2. MATLAB elagazasok, ciklusok, fajimiveletek

2. MATLAB ELAGAZASOK, CIKLUSOK, FAJLMUVELETEK

ELAGAZASOK, CIKLUSOK

KETIRANYU FELTETELES ELAGAZAS - IF, ELSEIF, ELSE

Abrazoljuk, majd oldjuk meg a kdvetkez6 masodfoku egyenleteket, adjuk meg, hogy
hany gydke (zérushelye) van, és mik azok!

2x>—x—-3=0
xX>°+2x+3=0
2x°+4x+2=0

A masodfoku egyenlet altalanos alakja: ax? + bx + ¢ = 0. A megoldasa pedig:

—b + Vb2 — 4ac sof\
X = a5\
12 2a a0t )

Abrazoljuk az elsé egyenletet fiiggvényként az fplot
hasznalataval!l Hozzuk |étre a gyak2.m script fajltaz = =
aktualis konyvtarba! 21

\\\ /
\\ ///
> clc; clear all; close all; o0 /
>a=2’b=_llc=_3 ° /
-4 3 2 A 0 1 2 3 4
>

a

/
/

f = @(x) a*x.A2+b*x+c; °

-5 5

figure; fplot(f);

A megoldasnal figyelembe kell vennunk, hogy hany megoldasunk van! Nézzik meg a
kovetkezé sajat fliggvényt (masodfoku.m), ami megvizsgalja az ax> +bx+c =0
alaku masodfoku egyenlet megoldhatésagat, abrazolja a figgvényt és ha van
megoldas, akkor megadja azokat! Ehhez a D = b? — 4ac diszkriminans lehetséges
eseteit kell megvizsgalni. Mentsuk el a fajlt az aktualis konyvtarba.

> function x = masodfoku(a,b,c)

> % Az a*xA2+b*x+c=0 egyenlet megoldasa, % input: a,b,c
> f = @(x) a*x.A2+b*x+c;

> figure; fplot(f);

> D = bA2-4*a*c; % diszkriminans

> if D>0

> disp('Az egyenletnek 2 megoldasa van')

> x(1) = (-b+sqrt(D))/(2*a);

> x(2) = (-b-sqrt(D))/(2*a);

> hold on; plot(x,[0,0], 'r*")

> elseif D==0

> disp('Az egyenletnek csak 1 megoldasa van')
> X = -b/(2%a);

> hold on; plot(x,0,'r*")

> else

> disp('Az egyenletnek nincs megoldasa')

> x = [1;

> end

> end
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A fenti fUggvényben az if, elseif, else, end tipusu kétiranyu elagazast hasznaltuk. Az
alap if utasitas szerkezete: if feltétel; mit tegyen ha igaz a feltétel (lehet egy vagy tébb
sorban is), end; Az end el6tt lehetnek elagazasok benne az elseif (egyébként, ha...),
illetve az else (egyébként) hasznalataval. A disp utasitas csak kiir egy szdveget a
képernyére. A fuggvényeket nem tudjuk 6nmagukban futtatni, hanem parancssorbal,
vagy script fajlbol hivhatjuk meg 6ket. Oldjuk meg az els6 egyenletet parancssorbol
meghivva a masodfoku flggvényt! (Ezt akkor tehetjuk meg, ha a fajl abban a
konyvtarban van ahova dolgozunk.)

> masodfoku(2,-1,-3)

Célszerlibb azonban script fajlba dolgozni, amit utdlag is kdnnyen lehet modositani.
Folytassuk a gyak02.script fajlt!

Megj: Octave hasznalata esetében adjuk meg, hogy az eredményeket ne laponként
hanem folyamatosan irja ki a képernydre - page_screen_output(0).

> page_screen_output(0) % Csak octave esetében!

> %% Elagazasok - IF

> disp('Masodfoku egyenlet megoldasa: axA2+bx+c=0")
> a=2,b=-1, c = -3,

> X = masodfoku(a,b,c)

> a=1, b =2, c =3,

> x = masodfoku(a,b,c)

> a=2,b=4, c =2,

> X = masodfoku(a,b,c)

N 'y

5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 5 4 3 2 4 0o 1 2 3 4 5

Megjegyzeés: a legujabb Matlab *.m fgjlok esetében a hasznalt fuggvényeket
bemasolhatjuk a script fajl végére is, nem csak kulon fliggvényként fajlba elmentve
hivhatéak meg. Ebben az esetben viszont egy szakasz futtatasakor nem talalja meg a
fuggvényt a Matlab, csak a teljes script futtatasakor.

TOBBIRANYU ELAGAZAS - SWITCH, CASE

Nem csak kétiranyl elagazasokat hasznalhatunk, hanem tébbiranytakat is. irjunk egy
programot, ami segit egy tanarnak véletlenszertien osztalyozni! A randi(n) paranccsal
véletlen egész szamokat generalhatunk 1 és n kozoétt. Dupla %% jeleket hasznalva
megjegyzésként, amit utdna irtunk kalon szakaszba fog kertlni, és CTRL+Enter
megnyomasaval tobbszor is lefuttathato. Lett jeles 3 futtatasbol?

%% Eldagazasok - SWITCH
disp('Vvizsgajegy:")
jegy = randi(5);
switch jegy
case 1
disp('Elégtelen')

V V.V V V V
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case 2
disp('Elégséges')

case 3
disp('Kozepes"')

case 4
disp('36")

case 5
disp('Jeles’')

end

SZAMLALASSAL VEZERELT CIKLUS - FOR

Nézzuk meg hogyan oldhatjuk meg az elsé példaban leirt egyenleteket ciklus
hasznalataval, ha az egyutthatokat egy matrixban taroljuk!

VVVVVVVYVYVYVYVYV

%% Ciklusok - FOR
close all; clc; clear all;
disp('0ldja meg a 2xA2-x-3=0, xA2+2x+3=0, 2xA2+4x+2=0 egyenleteket!")
M= [2,-1,-3;
1,2,3;
2,4,2]
n = size(M,1) % sorok szama
for i = 1:n
a=mM>G,D, b=m3>G,2), c =M(3G,3),
masodfoku(a,b,c)
end

A size(M) fliggvény megadja egy matrix méretét, két kimenettel: sorok és oszlopok
szama, a size(M,1) a sorok szamat adja vissza, a size(M,2) pedig az oszlopok szamat.
Van még két hasonlé fuggvény, a length egy vektor elmeinek a szamat adja vissza,
vagy a matrix nagyobbik méretét, a numel pedig az 6sszes elem szamat a
matrixban/vektorban.

FELTETELLEL VEZERELT CIKLUS - WHILE

Nézzuk a kovetkez6 példat: egy tantargybdl véletlenszerlen torténik a pontozas a
vizsgan 0-100 kozott. 88 % felett jeles az osztalyzat. Addig probalkozunk a vizsgaval,
amig 6tdst nem kapunk. irjunk egy programot, ami véletlenszer(ien eléallitjia az egyes
vizsgakra kapott osztalyzatainkat. Hanyadik vizsgara kaptunk 6tost?

>

\

V V VYV VYV

%% Ciklusok - WHILE

disp('véletlenszeril pontozas esetén hanyadik vizsga lesz 88%
felett?')

i = 0; pont = 0;
while pont<=88

i=i+1;

pont = rand()*100
end
1'
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FORMAZOTT SZOVEGEK (FPRINTF, SPRINTF)

Gyakran van szukség arra, hogy az eredményeinket egy adott formatumban jelenitsik
meg. Nézzuk példaul a szogekkel valo miveleteket. A legtdobb matematikai mivelet
végzésére alkalmas szoftver (pl. Matlab, Octave, Excel...) a szdgeknél a radiant tekinti
alapértelmezettnek, ha ettdl eltéré formatumban szeretnénk latni az eredményeket,
akkor nekunk kell err6l gondoskodni. Matlab és Octave alatt a radianban értelmezett
trigonometriai figgvényeknek (pl. sin, cos, tan, atan, atan2...) megvannak a fokokkal
szamolo valtozatai (pl. sind, cosd, tand, atand, atan2d...), de ha mar fok-perc-
masodpercben szeretnénk megjeleniteni az eredményeket, mondjuk a geodéziaban
hasznalt formatumban (pl 302-06-23), esetleg adott szamu tizedesjegyre (23-03-
48.5831), akkor ezt csak a formazott szOvegekkel tehetjuk meg. Ugyanigy, ha pl.
képeket szeretnénk automatikusan elnevezni egy ciklusban pl. IMGO0001.jpg,
IMGO0002.jpg stb. akkor ehhez is a formazott szévegeket hivhatjuk segitségul, ahol pl.
a szamokat vehetjuk egy valtozébdl és megadhatjuk hozza a megjelenitést.

Az fprintf paranccsal fajlba és képernyére is irhatunk formazott szévegeket, az
sprintf hasznalataval pedig egy stringbe (szdveges valtozéba)/képernydre. Mindig
egy % jel jelzi, hogy most egy formazott valtozo kdvetkezik a szovegben, ahany % jel
szerepel a szdvegben, annyi formazott valtozonk lesz. A széveg utan vesszdvel kell
megadni a valtozokat, olyan sorrendben, ahogy a szévegben szerepeltek.

A kovetkezd formatumjeldléket alkalmazhatjuk:
e %d — egész szam, %s — szOveg, %f — valdés szam (lebegbpontos), %c —
karakter, %u — nem el6jeles egész

e %e —normal alak pl. 3.14e+00, %E — 3.14E+00
e %g — kompakt forma, %f vagy %e kozul a rovidebbik, folos 0-k nélkul

A tipust jelzd betl el6tt szerepelhet meég pl. + jel, akkor eljelesen irja ki a szamot;
mez6 szélesség; tizedesjegyek szama; 0, akkor O-kal tolti fel elél az tres helyeket a
mezd szélességéig. Prébaljuk ki a kovetkezbket!

> clc; disp('Hany éves a kapitany?')

> ev = 33; ho = 3; nap = 3;

> ev2 = ev + ho/12 + nap/365;

> fprintf('A kapitany 33 éves') % nem rak be sortdorést a végére

> fprintf('A kapitany 33 éves\r\n')% \r\n - sortorés?

> sprintf('A kapitany 33 éves') % szOveges valtozoba teszi az
eredményt (ans)

> sprintf('A kapitany %d éves, %d hoénapos és %d napos',ev,ho,nap) % 'A
kapitany 33 éves, 3 hénapos és 3 napos'

> sprintf('A kapitany %f éves', ev2) % 'A kapitany 33.258219 éves'

> sprintf('A kapitany %.2f éves', ev2) % 'A kapitany 33.26 éves'

> sprintf('A kapitany %8.2f éves', ev2) % 'A kapitany 33.26 éves'

> sprintf('A kapitany %08.2f éves', ev2) % 'A kapitany 00033.26 éves'

> sprintf('A kapitany %+6.2f éves', ev2) % 'A kapitany +33.26 éves'

A %+6.2f kifejezés azt jelzi, hogy 6 karakteren irja ki a valtozot (tizedespontot, eléjelet
is beleértve!), egy valés szamot (f), ahol a tizedesjegyek szama 2 (.2), és kiirja az
el6jelet is (+). Ha 0 is szerepel benne, akkor az Gres helyeket 0-kkal télti ki. (0). Ha az

2 sor vége jel Windows esetében: \r\n, Mac (OS 9-) esetében \r, Unix/Linux esetében: \n.
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eredmény hosszabb lenne, mint a mez6 szélessége, akkor nem veszi figyelembe a
megadott mez6 szélességet.

Nézzuk meg a kovetkezd fuggvényt, ami a tizedfokban megadott mérési/szamitasi
eredményeket a geodéziaban szokasos fok-perc-masodperc formaban irja ki. A perc,
masodperc értékét mindig két szamjeggyel kell kiirni pl. 192-03-12!

function str = fpm(x);
% A flggvény tizedfokbol fok-perc-masodperc értékekbe szamol at.
% A kimenet egy formazott szoveg (ddd-mm-ss)
f = fix(X);
p = fix((x-f) .* 60);
m round(((x-f).*60-p).*60);
str = sprintf('%3d-%02d-%02d"', f, abs(p), abs(m));
end

VVVVVYVVYV

A fix flggvény mindig a O felé kerekit (ez a negativ szo6gek miatt fontos), a round
matematikailag kerekit, a floor lefelé, a ceil pedig felfelé kerekitene. A végén a
perceknek és a masodperceknek az abszolut értékét vesszik, hogy a negativ elbjelet
oda mar ne irja ki. Probaljuk ki!

> a = 123.123, b = -123.123

> fpm(a) % '123-07-23"

> fpm(b) % '-123-07-23"
Cseréljuk le a fokok (f), percek (p) szamitasanal a fix parancsot floor-ra, mentsuk el
és futtassuk le Ujra az elébbieket. Mi térténik?

FAJLMUVELETEK

A mérnoki munkak soran gyakran el6fordul, hogy egy miiszeres mérés eredményeit
kell feldolgozni és ezeket példaul egy szoveges fajlban kapjuk meg valamilyen
formatumban. Ha Matlabbal szeretnénk a méréseket feldolgozni, akkor be kell tudjuk
olvasni ezeket az adatokat. A beolvasas a formatum fliggvényében tébbféleképpen
torténhet. A feldolgozds eredményét sokszor szintén egy adott formaban kell
elmenteni a tovabbi hasznalathoz. Erre nézunk most példakat, hogy Kkicsit
ismerkedjunk a fajimiveletekkel.

IMPORT DATA TOOL, TABLE, STRUCTURE, CELL ARRAY ADATTIPUSOK

Az egyik eszkdéz, amit fajlok importalasara whof B £EES
has.znélhatunk,"az' a Matlab s'ajét impgrt eszkléze, E! = it 4 H
ami a Home fil 'Import Data' gombjara kattintva .., . open YA | -
érheté el. Olvassuk be a jegyek.ixt fajl tartalmat s=® ~ ~ D xepece

FILE

ezzel az eszkozzel!

A haszndlata elég egyszeri, csak a bedllitasokra kell odafigyelni. Megadhatjuk, hogy
mekkora tartomanyban vannak az adataink, fix szélességl oszlopokban vannak-e,
vagy adott karakterrel elvalasztva. Amire még fontos figyelni, az a kimenet tipusa
(Output type), ami alapértelmezett esetben Table. Lehet mas tipusokat is valasztani,
pl. Cell array, Numeric matrix. Hagyjuk most az alapértelmezett Table tipuson és
olvassuk be az adatokat a zdld pipara kattintva. Utana bezarhatjuk az import ablakot.
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[ e R,
. Column delimiters: Output Type:
O Delimited e - Range: IF e -
~ Ficed Width @ Deliiter Options » Wariable Names FRow: 1 = @ Text Options ~
DELIMITERS SELEGTION IMPORTED DATA
Jegyek.tet
A B C
jegyek
Nev Neptunkod Osztalyzat
Text - Text - Number -
1 |Mev MNeptun kod |Osztalyzat
2 [Varga Vilhelmina ABC123 2
3 [Kocsis Klaudiusz CBA3A1 5
4 [Nagy Nepomuk XYZ789 4
5 [Kiss Kasszandra TYX987 3
> %% 'Import Data' tool
> % jegyek.txt -> table forma
> clc; jegyek
> %  4x3 table
> % Nev Neptunkod Osztalyzat
> %
> % 'varga Vilhelmina' ' ABC123' 2
> % 'Kocsis Klaudiusz' ' CBA321' 5
> % "Nagy Nepomuk' ' XYz789' 4
> % 'Kiss Kasszandra' ' ZYx987' 3

Ezek az adatok 'Table', tablazat tipusuak lesznek, amiben egyszerre lehet kiulonb6zé
tipusu adatokat tarolni, szoveget is, szamokat is (akarcsak a Structure és a Cell array
tipusnal). Az egyes oszlopokra valtozoé nevekkel lehet hivatkozni a tablazat neve és
egy pont utan megadva a valtozé neveét.

> jegyek(1l:2,1:3)

> nev = jegyek.Nev % cella tomb
> oszt = jegyek.Osztalyzat % szam vektor

Ehhez hasonl6 forma még a 'structure’ adattipus, ott is nevekkel hivatkozhatunk egy-
egy mezbre. A struktura tipus esetén nem koételezd, hogy minden valtozé (mez6)
esetén ugyanannyi sor/adat legyen, mint a tablazatnal. A cellatombben (Cell array) is
kulonbdz6 tipusu adatokat tarolhatunk, de ott nincs névvel ellatva semmi, hivatkozni
az egyes elemire hasonléan lehet, mint a matrixoknal, csak kapcsos zardjeleket
hasznalva {}. Példaul a nevek egy cellatombbe kerultek tarolasra. Kérdezzik le a
masodikat!

> nev2 = nev{2} % 'Kocsis Klaudiusz'

EGYSZERU ADATBEOLVASAS/KIIRAS (LOAD, SAVE)

Nézzink most egy mérnoki példat, ismét a betonacél fajlagos alakvaltozasahoz (g)
tartozé feszlltségekrél (o)! A feszlltség-fajlagos alakvaltozas (o-€) diagram adatait a
kovetkez6 tablazat tartalmazza:

£ [%] 002 |2 |20 |25

o [N/mm?=Mpa] |0 | 300 |285 |450 | 350

2. TABLAZAT BETONACEL FESZULTSEG-FAJLAGOS ALAKVALTOZAS DIAGRAMJA
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Feladatunk egy tablazat el6allitasa, ami O0-t6l 25%-ig 0.1 szazalékonkénti
alakvaltozasokhoz tartalmazza a feszlltségeket. Most nem kézzel fogjuk bevinni az
adatokat, hanem beolvassuk a betonacel.txt fajlbol:

0 0

0.2 300
2 285
20 450
25 350

Természetesen itt is beolvashatnank az adatokat az import data eszk6z segitségével,
csak oda kell figyelni a beallitdsokra, hogy székdzzel tagolt fajl legyen és a kimenet
pedig egy matrix (Numeric matrix).

Ez az allomany 5 sorban és két oszlopban tartalmaz szamokat. Szabalyos, minden
sorban ugyanannyi elemet tartalmazo, csak szamokbdl allé széveges fajlokat nagyon
egyszerl Matlab-ba beolvasni a load parancsot hasznalva. Persze az esetek egy nagy
részében nem ilyen egyszeri formaban kapjuk a mérési eredményeket, lehet, hogy
minden sor mas hosszusagu, szoveges elemek is lehetnek benne, ezekhez mas
parancsokat kell hasznalni. Bonyolultabb formatum esetén sokszor érdemes lehet
soronként beolvasni az adatokat és ugy feldolgozni a sorokat.

Nézzuk most a legegyszeribb adatbeolvasasra/kiirasra szolgaloé load illetve save
parancsokat. Az aktualis konyvtarba masoljuk be a betonacel.txt fajlt, majd toltsik be
a tartalmat. Ezt kétféleképpen tehetjik meg, parancsként meghivva (ekkor nem kell
idéz6jeleket hasznalni):

> Joad betonacel.txt
vagy fuggvényként meghivva a load parancsot:
> adat = Toad('betonacel.txt")

Az elsb esetben létrejon egy 'betonacel' nevl valtozd és oda menti a tartalmat. A
masodik valtozatban a load-t fiuggvényként meghivva hozzarendelhetjik az
eredményt egy valtozéhoz. Hasznaljuk most ezt a moddszert. Nézzuk meg az
eredményul kapott adat nevl valtozé méretét! Megnézhetjik a workspace-ben a
méretét (size), tipusat stb. Le is kérdezhetjuk a whos... paranccsal a valtozé fébb
tulajdonsagait, vagy hasznalhatjuk a size parancsot is.

> whos adat
> size(adat)

Egy 5x2 meéretl, vagyis 5 sorbdl és 2 oszlopbdl allé matrixot kaptunk.

Abrazoljuk (o-¢) diagramon a beolvasott értékeket, ehhez valasszuk szét a valtozokat
(most legyen x az alakvaltozas, y a feszultség)!

X adat(:,1); % els6 oszlop

y adat(:,2); % masodik oszlop
plot(x,y);
xlabel('\epsilon');ylabel('\sigma');

>
>
>
>

Oldjuk meg az eredeti feladatot, vagyis 0.1 szazalékonként minden fajlagos
alakvaltozashoz adjuk meg a hozza tartozo6 feszlltség értékeket! Ehhez interpolaciéra
lesz szUkségunk. Most kdbds, elsérendl spline interpolaciét fogunk hasznalni, ahol a
pontokban az illesztett gorbéknek az elsé derivaltjai is megegyeznek. EI6szor siritsuk
be a pontokat 0-25% (maximalis alakvaltozas) kdzott 0.1%-ként, majd szamoljuk Ki
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interpolaciéval ezekben a pontokban a feszultség értékeket, az interp1 parancs 'pchip’
(kdbds, elsérendii) moédszerét hasznalva!

> % kobos elsdérendl spline interpolacio
> xi = 0:0.1:max(x); % pontok slritése
> yi = interpl(x,y,xi, 'pchip'); % interpolacio
Rajzoljuk be az el6z6 abraba az interpolacioval
besdritett pontokat is! Ha ugyanabba az abraba ;
akarunk rajzolni, mint az elébb, akkor ki kell adni a 1
'hold on;' parancsot (kilonben felllifa az el6z6
abrankat). Ezt elég abranként egyszer kiadni, ha
megis késdbb felll akarjuk irni az abrat, akkor 'hold
off;' paranccsal megszintethetjik a hatasat.

50 -

300

> hold on; 0
> plot(xi,yi,'rx"); % "'rx' - piros x

3. ABRA BETONACEL FAJLAGOS ALAKVALTOZAS-FESZULTSEG ABRAJA

Ha el akarjuk menteni esetleg illusztracio céljara az eredményt, akkor megtehetjuk
akar a megnyilt grafikus ablakbdl, akar a matlab print parancsat hasznalva, megadva
a kép nevét és a tipusat is:

> print('betonacel.jpg', " '-djpeg')

Ha megnézzuk xi és yi valtozdkat, akkor latjuk, hogy ezek 1x271 méretl sorvektorok.
Szeretnénk ezeket egy tablazatban elmenteni ahol az elsé oszlopban az elmozdulas
a masodikban pedig az alakvaltozas van. Ehhez transzponalni kell a sorvektorokat (')
és utana egy egyszerl matrix mivelettel 0sszeflizhetjuk 6ket, mivel megegyez6 a
meéretuk:

> adat2 = [xi' yi'l;

Az elmentéshez hasznalhatjuk a save parancsot. Ez alapértelmezésben a matlab sajat
binaris *.mat kiterjesztésbe menti a fajlokat, amit mas programba nem tudunk
beolvasni, de matlabba a load paranccsal a kés6bbiekben barmikor betdltheté az
allomany.

> save('betonacel2.mat','adat2')

Ha szbveges fajlba szeretnénk menteni, akkor meg kell adni még az '-ascii' opcidt is.

> save('betonacel2.txt','adat2','-ascii');

Megjegyzés: a save is kiadhato fuggvény és parancs formatumban is. Parancsként
egyszerlbb (lasd lent), nem kell idézdjeleket hasznalni, viszont kevésbé rugalmas a
meghivas, nem vehetjik pl. a fajlnevet egy széveges valtozébdl.

> save betonacel2 adat?
> save betonacel2.txt adat2 -ascii

Nyissuk meg az elmentett szoveges allomanyt!

0.0000000e+00  0.0000000e+00
1.0000000e-01  5.2521666e+01
2.0000000e-01 1.0943166e+02
3.0000000e-01  1.6158083e+02
4.0000000e-01  1.9982000e+02
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Sima save parancsot hasznalva normal alakban menti a szamokat, ha hagyomanyos
formaban szeretnénk megjeleniteni, pl. elére megadott 1 vagy 2 tizedesjegyre, akkor
mas modon kell mentenunk, formazott szovegkeént.

FORMAZOTT KIIRAS FAJLBA (FPRINTF)

irjuk ki a tized szazalékonként megadott fajlagos alakvaltozas - fesziiltség értékeket
hagyomanyos szam formatumba, egy tizedesre az alakvaltozast és kettére a hozzajuk
tartozé feszultségeket. Ehhez szlkségunk lesz az alap fajlkezelé utasitasokra, mint
fajl megnyitas, iras, lezaras és a korabban attekintett formazott szévegek irasara. Az
alap fajlkezel6 utasitasok altalanosan a kovetkez6képp néznek ki:

e fajl megnyitasa (fopen)
e beolvasas, iras, hozzaflizés a fajlhoz
o fajl bezarasa (fclose)

Az fopen hasznélata soran megadhatjuk, hogyan kivanjuk megnyitni a fajlt, 'r-csak
olvasasra (alapértelmezett, ha nem adunk meg semmit), ‘'w’-irasra, 'a’-hozzaflizéshez:

fileiD = fopen(filename,’w’) — fajl megnyitasra irasra

A fajlokat bezarhatjuk egyenként: fclose(fileID), vagy egyszerre az 0Osszeset:
fclose(’all’).

irjuk ki az adatokat fajlba egy szamlalassal vezérelt for ciklussal! 4 karakteren egy
tizedesre az alakvaltozast és 6 karakteren 2 tizedesre a feszlltséget, koztik egy
szOkozzel! A length parancs egy adott vektor hosszat adja vissza.

n = length(xi); % vektor hossza
fid = fopen('tablazat.txt', 'w');
for i=1:n
fprintf(fid, "%4.1f %6.2F\r\n',xi(i),yi(i));
end
fclose(fid);

A feladat egyébként megoldhato ciklus nélkil is az adat2 valtozot hasznalva:

vV V.V V V

\

fid = fopen('tablazat2.txt','w');

fprintf(fid, '%4.1f %6.2f\r\n',adat2"');

fclose(fid);

type tablazat2.txt % kiirja a képerny6re a fajl tartalmat

vV V. V V

Az adat2 valtozo 2 oszlopban 271 sorban tarolta az 6sszetartozé adatokat, a formazott
kiirashoz azonban a transzponaltjat vettik (2 sor 271 oszlop), mivel az fprintf
oszloponként olvassa be az dsszetartozé értékeket.

SORONKENTI BEOLVASAS (FGETL, FGETS)3

A mérnoki munkak soran eléfordul, hogy egy adott miiszer méréseit kell feldolgozni,
amelyekben nem csak szamok, hanem szdvegek is eléfordulnak. A feldolgozashoz be
kell tudjuk olvasni ezeket az adatokat és ki kell tudni valogatni bel6le a minket érdekl6
részt. Nézzink most erre egy navigaciés példat!

3 Otthoni atnézésre
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Kovetkez6 példaban egy GPS-szel rogzitett utvonal adatait kaptuk meg, amit a
navigacioban hasznalt NMEA 0183 formatumban régzitettek (hb_nmea.txt). Olvassuk
be az adatokat és abrazoljuk az utvonalat. Vajon milyen jarmuivel rogzithették az
adatokat?

$GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E*69
$GPGLL,5156.9194,N,00117.1482,E*61

Az NMEA szabvanyban a sor elején a $GPGLL azt jelenti, hogy GPS Geographic
Latitude, Longitude, vagyis csak foldrajzi szélesség és hosszusag informaciokat
tartalmaz6 adat (sokféle NMEA Uzenet létezik). Meghatarozott hosszusagu mezdok
vannak vesszbvel elvalasztva, elég konnyen beolvashato, feldolgozhato fajl. A
foldrajzi szélességnél az elsé két karakter a fok érték, utana perc, a hosszusagnal az
els6 3 karakter a fok érték, utana perc (mivel elébbi £90°, utébbi £180°-ig terjed).
Szélességnél N (Eszak), S (Dél), hosszusagnal E (Kelet), W (Nyugat). Pl. 5156.9051,N
azt jelenti, hogy északi szélesség 51°56.9051".

Ez mar egy bonyolultabb szerkezetl fajl, nem tudjuk sima load paranccsal beolvasni.
A beolvasas ebben az esetben hasonl6 az el6bbi fajlba irashoz, el6szor meg kell nyitni
a fajlt (fopen), utana johetnek a beolvasasi mlveletek és utana le kell zarni a fajlt
(fclose). A beolvasashoz ebben az esetében hasznos lehet ismerni a soronkénti
fajlbeolvasas parancsait: fgetl, fgets. Az fgetl beolvas egy sort és levagja beldle a
sorvége karaktert, mig az fgets megtartja. A beolvasas eredménye egy string
valtozoba kerll. Az egész fajl tartalom beolvasasahoz egy feltételes ciklusra lesz
szlikség (wh1i1e), hogy addig olvasson, amig el nem ériink a fajl vége jelhez (feof -
end-of-file).

El6szor csak olvassunk be egy sort és probaljuk meg kinyerni bel6le a minket érdeklé
adatokat, hogy abrazolni tudjuk. Megj.: A fajl megnyitasa utan egy fajl pointer figyeli,
hogy épp hanyadik bajtig olvastuk be a fajlt, amit akar le is kérdezhetunk az ftell(fid)
paranccsal.

> fid=fopen('hb_nmea.txt');

> Tline=fgetl(fid) % egy sor beolvasasa

> % $GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E%69
Az eredmény egy szdveges valtozo lesz, ami az elsé sort tartalmazza. Sz(irjuk ki beléle
a minket érdekl6é informacidkat, a foldrajzi szélesség (fi) és hosszusag adatokat
(lambda)! Ehhez tudni kell, hogy a 8-9. karakter a fi fok értéke, a 10-16. karakter a
percé, 20-22. a lambda fok, 23-29 lambda perc értéke. Adott karakterek egy szovegbdl
ugyanugy valogathatdéak le, mint a vektorok elemei, ugyanis ezek is karakter vektorok
a Matlabban!

> fi_fok = Tine(8:9); fi_perc = 1ine(10:16);

> Tlambda_fok = 1ine(20:22); Tambda_perc = Tine(23:29);
Szamoljuk at az értékeket tizedfokba! Ehhez el8szbr szbvegb8l szamma kell
alakitanunk fi-t, lambdat a str2num paranccsal.

> fi = str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60 % 51.9484
> Tlambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60 % 1.2853

Olvassuk be, hogy melyik féltekén van a koordinata: E-i vagy D-i szélesség (18.
karakter), K-i vagy Ny-i hosszusag (31. karakter). A D-i szélesség vagy Ny-i hosszusag
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értékeket negativ koordinatakkal adhatjuk meg. Egy if feltételes miuvelettel
valtoztassuk meg az el6jelet, ha szikséges!

Tine(18); if NS=='s'; fi=fi*-1; end;
Tine(31); if Ew=="w'; lambda=lambda*-1; end;

> NS
> EW

igy lehet példaul egy sorbdl kinyerni egy bonyolultabb szerkezet esetén a minket
érdekld informaciét. Persze rengeteg egyéb kiird, beolvasé mivelet létezik még
matlabban (input/output functions), ezeket részletesebben megnézhetjuk a help iofun
parancs kiadasaval.

Most olvassuk be az egész fajlt egyben. Ehhez feltétellel vezérelt ciklusra lesz sziukseég
(while ciklus). Jelen esetben a feltétel az lesz, hogy elértik-e mar a fajl veégét? Vagyis
feof(fid)==0-e (feof = end of file). Szlikség lesz még két vektor valtozéra (lat, long),
amikbe a beolvasott koordinatakat tesszuk. Ezeket az elején inicializalni kell, vagyis
ures vektorokként megadni, és a ciklusban egyszerl vektor muivelettel mindig
hozzaflizzik az ujabb értékeket. A sorok végére tegylink pontosvesszéket, hogy ne
irja ki mindig az 0sszes részeredmeényt! Az egész egyben a kdvetkezOképpen néz ki:

> Tat = [1; Tong = [I;

> fid=fopen('hb_nmea.txt"');

> while feof(fid)==0

> Tine=fget1(fid); % egy sor beolvasasa

> % i, lambda kiszlrése

> fi_fok = 1ine(8:9); fi_perc = 1ine(10:16);

> Tambda_fok = 1ine(20:22); Tlambda_perc = 1ine(23:29);
> % Atszamitas tizedfokba

> fi = str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60;

> Tambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60;
> % el6jelek

> NS = 1ine(18); if NS=='s"'; fi=fi*-1; end;

> Ew = 1line(31); if Ew=="'w'; lambda=lambda*-1; end;

> % eredmények 6sszeflizése

> Tat = [Tat; fi]; long = [long; lambdal;

> end

> fclose(fid);

Abrazoljuk az Gtvonalat egy j abran vastag piros vonallal!

> figure(2)

> plot(long, lat,'r','Linewidth',3)
Az abra alapjan még nehéz lenne eldonteni, hogy merre
is ment a jarmd, a kdnnyebbség kedvéért abrazoljuk a
partvonalakat is kékkel. Ehhez toltsuk be a partvonal.txt
allomanyt!

> part = load('partvonal.txt');

> hold on; plot(part(:,1),part(:,2),'b")

Milyen jarm(rdl lehetett sz6?
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i L ~ L ' f
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A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

disp - SzoOveg, valtozok tartalmanak kiirasa a Command Window-ba
if, elseif, else, end - Kétiranyu feltételes elagazas
switch, case - Tobbiranyu elagazas
for - Szamlalassal vezérelt ciklus
while - Feltétellel vezérelt ciklus
size - Matrix sorainak, oszlopainak szama
length - Vektor elemeinek szama, vagy matrix nagyobbik mérete
numel - Matrix/vektor 6sszes elemszama
randi - Véletlen egész szamok generalasa
fprintf - Fajlba és képernyére is irhatunk formazott szovegeket
: String tipusu (szdveges) valtozobal/képernybre irhatunk
sprintt " formazott szdvegeket
g
\r\n - Sorvége jel a formazott szévegeknél
fix - Kerekités mindig a 0 felé
round - Kerekités matematikai értelemben
floor - Kerekités lefelé
ceil - Kerekités felfelé
load i Ad"atok bet'ijllté'se (Matlab adatallomanybdl (*.mat), egyszeri
szoveges fajlbol)
save i Ad"atok eIrrI(TJntése (Matlab adatallomanyba (*.mat), egyszeri
szoveges fajlba)
print - Abra elmentése fajlba
interpl - Egyvaltozés interpolacio
fopen - Fajl megnyitasa
fclose - Fajl bezarasa
type - SzoOveges fajl tartalmanak kilistdzasa a Command window-ba
fgetl - Beolvas egy sort és levagja belble a sorvége karaktert.
fgets - Beolvas egy sort, megtartja a sorvége karaktert is.
feof - Fajl vége jel (end-of-file)
ftell - Pointer, hogy hol tart a fajl beolvasasa
str2num - Szovegbdl szamma alakit
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3. SZAMITASOK HIBAI

BEVEZETES A NUMERIKUS MODSZEREKBE

Bizonyos feladatokat, problémakat a hagyomanyos analitikus matematikai
modszerekkel nem, vagy csak nagyon nehezen lehet megoldani. Ezekben az
esetekben hasznalhatéak a numerikus modszerek. Az analitikus megoldasok egzakt
megoldasok, ahol a feladatban szerepl6 valtozok zart képletekkel kifejezhet6ek. llyen
példaul egy masodfoku egyenlet megoldd képlete. A numerikus megoldas csak egy
megkozelité numerikus értéke a tényleges megoldasnak. Bar a numerikus megoldas
csak egy kozelités, az értéke nagyon pontos is lehet. A legtébb numerikus mddszer
iterativ eljaras, ahol fokozatosan kozelitjuk a megoldast, amig a kivant pontossagot el
nem érjuk. Nézzink egy épitbmeérndki példat, olyan esetre, ami analitikusan nem
megoldhato!

Hidraulikaban gyakori feladat a csatorna méretezés. A nyilt felszin(i csatorna alakja,
anyaga, esése, szélessége és a vizmagassag fluggvényeben levezethetd az elszallitott
vizhozam nagysaga. Nézzik példaul egy szabadfelszin(l, téglalap keresztmetszet
csatorna vizhozamanak a képletét!

S (b3 7] 1 —— 7
Q=—'—""73 /| A /
(b+2-h)3 4 h /
ahol Q - vizhozam, n - Manning-féle / Y,
érdességi egyiitthatd, S - esés, b - ) - Y /
csatorna szelessége, h - S S S S S S SS /
vizmagassag. - b

Ez egy egzakt képlet Q-ra, ha azonban arra vagyunk kivancsiak, hogy a mértékado
vizhozam mekkora vizmélységgel képes lefolyni, akkor azt mar nem tudjuk explicit
maodon kifejezni. Korabban erre a feladatra kulonb6zé grafikus vagy tablazatos formaju
méretezési segédleteket hasznaltak. Ugyan analitikus mdédon most sem tudjuk
elballitani a megoldast, viszont a szamitégépek megjelenése O6ta, numerikus
modszereket hasznalva elére megadott pontossagu kozelité értéket tudunk adni a
megoldasra. Ez azt jelenti, hogy ha visszahelyettesitjik a megoldast h-ra, akkor nem
kapjuk ugyan vissza pontosan a vizhozam (Q) értékét, de nagyon kozel lesziink hozza.

Evszazadok ota vannak kidolgozott numerikus technikdk az ilyen feladatok
megoldasara, de ezeknek az alkalmazasa a mai szamitdgépek megjelenése elbtt
nagyon bonyolult volt. A kézzel, vagy mechanikus szamologéppel végzett szamitasok
nagyon idéigényesek és kdonnyen elszamolhatbak voltak. Ezek a technikdk csak a
szamitastechnika megjelenésével terjedhettek el, mivel ezekkel mar nem okoz
problémat a sok ismétlédd, bonyolult szamitas elvégzése rovid id6 alatt.

Egy mérnoki probléma megoldasa soran el6szor definialni kell a feladatot, valtozokat,
feltételeket (hatarértékek, kezdéértékek). Utana fel kell iri a fizikai modellt a
problémahoz, lehet ez a vizhozam képlete, tomegvonzas, Newton torvényei stb. El kell
donteni, hogy megoldhat6-e a feladat analitikusan vagy csak numerikusan. Lehet-e
esetleg elfogadhatd egyszerisitéseket (pl. linearizalas) tenni az analitikus
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megoldashoz. |dénként numerikus szamitasok esetében is egyszerisitésekkel kell
élni, ha tul bonyolult a modell, hogy belathaté idén belll megoldhaté legyen a feladat
(lasd példaul id6jaras elbrejelzések).

Numerikus szamitasok alkalmazasa esetén is ki kell valasztani, hogy melyik modszert
alkalmazzuk. Minden feladat tipushoz sokféle kidolgozott modszer kozl
valaszthatunk. A mddszerek kulonbozhetnek pontossagban, szamitasigényben és a
programozas bonyolultsagaban is. A kivalasztott algoritmust az altalunk hasznalt
programozasi nyelven implementalni is kell. Matlab/Octave alkalmazasa esetén a
legtobb esetben nem nekunk kell leprogramozni az algoritmusokat, mivel nagyon sok
beépitett numerikus modszer talalhaté meg bennuk, azonban ezeknek a hatterével is
célszer megismerkedni, hogy helyesen tudjuk alkalmazni 6ket.

A feladat megoldasa utan le is kell valamilyen médon ellenérizniink a megoldast. Egy
nemlinearis egyenlet esetében ez torténhet példaul visszahelyettesitéssel.
Bonyolultabb esetekben, példaul differencialegyenletek megoldasakor, a numerikus
megoldast Osszehasonlithatjuk egy hasonlé probléma ismert megoldasaval, vagy
megoldhatjuk kiilonb6zé modszerekkel és vizsgalhatjuk ezek eltéréseit.

KEREKITESI HIBA, LEBEGOPONTOS SZAMABRAZOLAS

Mivel a feladatokat szamitégép segitségével fogjuk megoldani, ismernunk kell a
szamitogépek korlatait is, tudnunk kell, hogy hogyan taroljak a szamitégépek a
szamokat, milyen hibak fakadhatnak a tarolasi modbdl, vagy az algoritmusok
megvalasztasabdl. Nézzuk meg a kovetkezd egyszerl példakat!

Probaljuk ki Matlab-ban a kovetkez6t:

> x1 =0.3, x2 =0.1+0.1+0.1
Egyenlb egymassal ez a két szam? Latszatra igen.

> x1l==x2
Ez utébbi mlvelet (==) egy logikai mivelet, eredménye igaz(1) vagy hamis(0). (A
logikai nem egyenlé kifejezése Matlab-ban: ~=). A kerekitési hiba miatt most hamis(0)
értéket fogunk kapni. Ezek szerint 2x2 néha 57 Nézzik meg mekkora a tg (g) értéke?
A tangens fuggvény 1/2-nél nincs értelmezve, a végtelenhez tart. Mi torténik, ha
Matlabban szeretnénk ezt kiszamolni? Hibalzenetet lapunk?

> tan(pi/2)

Nincs hibalzenet, Matlab-ban ugy tlinik, mégiscsak értelmezve van a fliggvény 11/2-
nél, hiszen kapunk ra valaszt: 1.6331e+16. Miért lehet ez? Ehhez nézziuk meg, hogyan
tarolja a szamitégép a szamokat! Erre tobb lehetéség is van, az egyik mddszer a
Matlab altal is hasznalt dupla pontossagu lebegépontos szamabrazolas (double). Ez a
64 bites szamabrazolas a kettes szamrendszeren alapszik:

(_1)5 ‘m- 2(8—1023)1

4 Lasd: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods, An Introduction with Applications
Using MATLAB (Sl Version), John Wiley & Sons (Asia)

35



3. Szamitasok hibai

ahol s az eldjel bit (1 bit), m a mantissza (az értékes jegyek 52 biten) és e az
exponencialis kitevé (11 biten) (s+tm+e=>1+11+52 = 64 bit).

A végtelen sok valos szambdl nem lehet mindent pontosan reprezentalni, lasd pl. 0.1
a kettes szamrendszerben végtelen szakaszos tizedes (vagyis jelen esetben
'kettedes') tort lesz, amibdl mi csak az elsd 52 bitet hasznaljuk, a tobbit eldobjuk. Ez a
kerekitési hiba.

1 1 1 1 1 1 1

o #TEtEtEtamtmt
Kettes szamrendszerben az egy tized egyenlé: 0.000110011001100110011....

Ezért van, hogy amikor 6sszeadjuk a 0.1-et haromszor, az nem egyenl6 a 0.3-mal, és
a tangens fuggveény is értelmezve van Matlab-ban 11/2-nél, mivel a 11/2-t sem tudjuk
pontosan megadni. Ezt a hibat nevezzik a véges szamabrazolasbdl eredd kerekitési
hibanak. A kerekitési hiba (5) nagysagrendjét a gépi pontossaggal (em - machine
precision) lehet megadni. A numerikus szamitasokban 1+ § =1, ha < em. Matlab-
ban a gépi epszilon értéke:

>  eps

Ertéke: 2.2204e-16. Ez a lebegdpontos szamabrazolasban két egymast kdvetben
abrazolhaté szam eltérése. Adjunk hozza két szamhoz 1014 értéket, ami mar a gépi
epszilonnal nagyobb, az els6 szam 1 legyen, a masodik 12345.

> a=1; b = 12345; c = le-14;

> a+c==a % a+c egyenlé-e a-val? - 0 Chamis)

> b+c==b % b+c egyenlbé-e b-val? - 1 (igaz)
Miért lehet az, hogy az egyik esetben sikerult hozzaadni ugyanazt a gépi epszilonnal
nagyobb értéket a szamhoz, a masik esetben pedig nem?

A valasz erre az, hogy a gépi pontossag alapérteke az 1-t6l valo tavolsag, de értéke a
szam nagysagrendjével valtozik. Nézzuk meg!

> eps(a) % 2.2204e-16
> eps(b) % 1.8190e-12
> eps(1e20) % 16384

Ezt azt jelenti, hogy 10%° utan tarolhaté legkisebb szam 16384-gyel nagyobb. Ha
16384/2-t vagy annal kisebb szamot adunk hozza 102°-hoz, akkor a szam értéke nem

fog valtozni, ha ennél nagyobbat, akkor mar igen (a kerekités miatt, ha 16384/2+1-et
adunk hozza, akkor mar felfelé fog kerekiteni).

> 1le20 == 1e20+16384/2 % a valasz igaz

Nézzink egy masik tipikus hibat, a kioltd hibat, amikor kbézel azonos nagysagu
szamokat vonunk ki egymasbdl. Nézzuk meg Matlab-ban a kovetkez6 példat:

> x1 = 10.000000000000004 % 14 db 0 a tizedespont utan a 4-es eldtt

> yl = 10.00000000000004 % 13 db 0 a tizedespont utan a 4-es eldtt

> (y1-10)/(x1-10)
A vart eredmény: 0.000000000000004 / 0.00000000000004 = 10, a kapott eredmény
azonban: 11.5!

Miért fontos nekiink a numerikus hibak ismerete? Erdemes néhé__ny tanulsagos esetet
megnézni a numerikus hibak okozta katasztréfak kozott! Az Obdlhaboru idejében
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1991-ben egy Patriot Iégvédelmi rakéta nem talalta el az iraki Scud rakétat, ami miatt
28-an meghaltak. Az oka numerikus hiba volt. A tizedmasodpercben mért id6ket a
rendszer megszorozta 1/10-del, hogy masodpercet kapjon, mivel ezt nem lehetett
pontosan reprezentalni binarisan, fellépett egy kis kerekitési hiba, sokszor egymas
utan elvégezve a miveletet a hiba halmozodott. 100 éras uzem esetén az eltérés: 0.34
masodperc volt, ami alatt egy Scud rakéta tobb, mint fél kilométert tesz meg (1.676
m/s sebességgel).

Ugyancsak numerikus hiba okozta 1996-ban az ESA Ariane 5 rakétajanak 40
masodperccel a kilovése utan torténd felrobbanasat! (,Some disasters caused by
numerical errors” - http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html). Erdekes
lehet még a kovetkezd oldal is: https://wwwb5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html,
ahol egy nagyobb gyljtemény talalhaté szoftverhibak okozta problémakrdél (sok koztik
a numerikus szamitasi probléma).

ABSZOLUT ES RELATIV HIBA

A hibakat tobbféleképpen csoportosithatjuk, a pontos értektél vald tényleges eltérést
abszolut hibanak nevezzik, azonban a valésagban sokszor nem ezzel lehet a
legjobban reprezentalni a hiba nagysagat, célszerli bevezetni a relativ hiba fogalmat
is. Legyen egy x valds szam kozelitése x.

Abszolut hibanak nevezziik a tényleges eltérést: A= |x — X|

A relativ hiba az abszolut hiba osztva x értékével: B |x — %|
I«

Amikor x egy koruli érték, akkor nincs lényeges eltérés a kett k6zott, azonban amikor
x>>1, a relativ hiba jobban tukrozi a hiba jelentéségét. Nézzunk erre egy példat!
Legyen két tavolsag (¢4, t,), amit becslink (¢, t;).

t; = 1000 m; t; =900 m; t, =200m; & =100m;
A=100m; &=10%; A=100m; &= 50%;

Az abszolut hiba mindkét esetben 100 m, de az elsé becslés mégis sokkal pontosabb,
mint a masodik és ez a relativ hibak nagysagaban is tukrozédik (10% ill. 50%).

STABILITAS, KONDiCIOSZAM

Miutan lattuk, hogy a numerikus hibakkal egyutt kell élnink a szamitasok soran, a
kovetkezd fontos kérdés, hogyan kezeljuk 0&ket? Megbizhatunk-e a kapott
eredményben? Ehhez még két fogalmat kell megismernink, az adott probléma
érzékenységét/kondicionaltsagat és az algoritmus stabilitasat.

e Egy matematikai probléma jél kondicionalt ha a bemeneti paraméterek kis
valtozasara az eredmény is kis mértékben valtozik.

e Egy algoritmus numerikusan stabil ha bemeneti paraméterek kis valtozasara az
eredmény is kis mértékben valtozik.
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3. Szamitasok hibai

A pontossag flugg a probléma kondicionaltsagatodl és az algoritmus stabilitasatol.

Pontatlansagot okozhat, ha stabil algoritmust alkalmazunk rosszul kondicionalt
problémara, vagy instabil algoritmust alkalmazunk jél kondicionalt problémara.

STABILITAS

Nézzik meg a kdvetkez6 masodfoku egyenlet megoldasat!
x? —100.0001x +0.01 =0

Ennek az egzakt megoldasa a kdévetkezé: x; = 100; x, = 0.0001; Megoldas felirhat6 a
masodfoku megoldoképlettel:

—b + Vb2 — 4ac —b —Vb?% — 4ac
= 2a 2= 2a ’

Oldjuk meg Matlab-ban, az eredmények megjelenitését allitsuk at tobb tizedes jegyre!

> format Tong;

> a=1; b =-100.0001; c = 0.01;

> D = sqrt(bA2 - 4*a*c) % 99.999899999999997
> x1 = (-b + D)/(2%a) % 100

> x2 = (-b - D)/(2*%a) % 1.000000000033197e-04

x,-re nem kaptunk pontos eredményt a kerekitési hiba miatt. Miutan b negativ, igy
ebben az esetben a szamlaloban két egymashoz nagyon kozeli értéket kell kivonni
egymasbdl, itt is fellép a kioltd hiba.

Sok esetben, amikor a matematikai kifejezés két egymassal kozel megegyezd
kifejezés kulonbségét tartalmazza, a feladat atalakithatdé olyan formaba is, ami
kevésbé érzékeny a kerekitési hibakra. x, esetében ezt megtehetjuk, ha

megszorozzuk a formulat (—b + Vb? — 4ac)/(—b + Vb? — 4ac)-vel:

—b —+Vb?% —4ac —b+Vb? - 4dac 2¢
Xy = . = ;
’ 2a —b+VbZ—4ac —b+Vb? — 4ac

Hasznaljuk most ez utobbi kifejezést a megoldashoz:
> x2m = (2*c)/(-b+D) % 1.000000000000000e-04

Most a vart eredményt kaptuk. Nézzink egy masik példat az algoritmus
megvalasztasanak fontossagara! Kétféle médon is kdzelithetjik az e ™ értékét:

. xZ x3
e —1—x+§—§+--~
e_x=—= 1
X 2 3
“ ltxtpag -

Szamoljuk ki a fuggvény értékét x = 8.3 helyen a fent megadott két mddszerrel! Toltsuk
be az emx.m flggvényt, ami két kimenettel megadja a kétféle kozelitést n tag
esetében, x helyen!

> function [f g] = emx(x,n)

> f=1; % els6 kozelités 1 - x + xA2/2 - xA3/6 + ...
> p=1; % els6 kozelités a nevezére (1 + X + XA2/2 + xXA3/6 + ...)
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3. Szamitasok hibai

> for i=1l:n

> s = xAj/factorial(i);
> f=Ff +(-1Ai*s;

> Pp=p+s;

> g=1/p;

> end

> end

A megoldas pontos értéke: exp(-8.3) = 2.4852e-04

Probaljuk ki az elébbi fiiggvényt n = 10, 20, 30 esetben! Alljunk vissza a kevesebb
szamjegy kijelzésére, most elég lesz ez is.

format short
megoldas = exp(-8.3) % 2.4852e-04

vV V V V V

[f g] = emx(8.3,10) % f=188.0344, g=3.1657e-04
[f g] = emx(8.3,20) % f=0.2833, g=2.4856e-04
[f g] = emx(8.3,30) % f=2.5151e-04, g=2.4852e-04

Az eredmeények:

n=|10 20 30

f 1188.0344 |0.2833 2.5151e-04

g |3.1657e-04 | 2.4856e-04 | 2.4852e-04

Latjuk, hogy a két algoritmus kozul a masodik sokkal hamarabb kozeliti meg a pontos
ertéket, nem mindegy milyen médszerrel oldjuk meg a feladatot!

KONDICIOSZAM

Oldjuk meg a kdvetkez6 linearis egyenletrendszert!
6x1 - 2x2 = 10

Az egyenletrendszer matrixos alakban (A - x = b):

4=(11s a5 2=(17)

Oldjuk meg ezt a feladatot Matlab-ban. A megoldas matematikailag: x = A™*-b.
Matlab-ban az inv parancs szamitja egy matrix inverzét. Oldjuk meg a feladatot!

[6,-2; 11.5,-3.85]; b = [10; 17];
inv(A)*b % 45.0000; 130.0000

> A
> X

Megoldas a 45 és a 130 lett. Modositsuk egy kicsit a masodik egyenletben az x,
egyutthatojat -3.85-rél -3.84-re, és oldjuk meg Ujra a feladatot!

[6,-2; 11.5,-3.84]
inv(A)*b % 110.0000; 325.0000

> A
> X

Most a megoldas 110 és 325 lett. Csak egy kicsit valtoztattunk az egyenletrendszeren,
meégis oriasi lett a valtozas a végeredményben! Azt vartuk volna, hogy mivel a két
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3. Szamitasok hibai

bemenet nagyon kdzel van egymashoz a megoldasok is hasonloak lesznek. Nem igy
tortént. Mi okozhatja ezt?

Vannak olyan matrixok, amelyek nagyon

érzékenyek a bemenet kis megvaltozasara.
Ezt az érzékenységet lehet mérni a matrix £
kondicioszamaval. A kondiciészam (k)
teremt kapcsolatot a kimenet relativ hibaja és
a bemenet relativ hibaja kozott. Minél
nagyobb ez a szam, a bemenet kis f

megvaltozasa annal nagyobb valtozast fog
okozni a kimenetet illetéen.

f) - f®
@ || & O] _|FS®
| ox=x | f® x-x | | f®

Nézzuk meg ennek a matrixnak a kondicié szamat!
> cond(A) % 4.6749e+03

Eredmeénye: 4674.9 lett. Minél nagyobb ez a szam, annal bizonytalanabb a megoldas,
ugyanis a bemenet kis hibaja ugyanennyi szeresére nagyitdédik fol a kimenetnél! Erre
nagyon oda kell figyelni a mérndki munkak soran, ahol a bemeneti mérések, allandék
tobbnyire csak kozelitd ertékek, hibakkal terheltek.

CSONKITASI HIBA

A véges szamabrazolasbol adédd kerekitési hiba hatasat mar lattuk, és azt is, hogy
mennyire fontos ennek kdvetkeztében az algoritmus helyes megvalasztasa, példaul
kerulni kell a kdzel azonos nagysagu szamok kivonasat, ha van ra méd.

Egy masik fontos hiba akkor lép fel, amikor az egzakt matematikai kifejezés helyett
annak kozelitését alkalmazzuk a numerikus szamitasok soran, példaul: Taylor-soros
kdzelités, numerikus derivalas, integralas. Altalaban akkor Iép fel a probléma, amikor
egy bonyolult, szimbolikusan nem megoldhato problémat, egyszeribb, szamitogéppel
konnyebben kezelhetd problémaval helyettesitjuk.

A Taylor-soros kozelitésre mar lattunk példat az el6zéekben is, minél tobb tagot
vettink figyelembe, értelemszer(ien annal kisebb volt a csonkitasi hiba és megfeleléen

valasztott algoritmus esetén viszonylag gyorsan sikerult jo kozelitést elérni. Most
2 3
nézzilk meg az e* kdzelitését Taylor-sorral 4 taggal: eX = 1 + x + — 4+ —
2! 3!

> X=
> f

> 9
Nem csak a Taylor soros kdzelités tartalmaz csonkitasi hibat, hanem a numerikus
integralas is, vagy a derivalt differenciahanyadossal valé kozelitése is. Nézzink ez
utobbira egy példat:

exp(x) % 2.7183 - tényleges érték
1 + X + xA2/2 + xA3/6 % 2.6667 — csonkitdasi hibaval terhelt érték

nmn P

fx+h) - f(x)
h

f'lx) =
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3. Szamitasok hibai

A csonkitasi hiba felsé korlatia becsiilhets. f(x)
Hatarozzuk meg a csonkitasi hiba fels6
korlatjat az alabbi flggvény derivaltjanak a
differenciahanyadossal torténd kozelitése
esetén, x=2 helyen®!

/differenciahényados

differencialhanyados
s (derivalt)

y=x
Kozelitsik numerikusan a derivaltat a P
differenciahanyadossal! / ra—— >

o f+t)—fx) Q2+h)°-2°
f'lx) ~ - = .

A csonkitasi hibat a Taylor-soros kozelités alapjan becsulhetjuk:

Foeth) = £GO + £Go -k + 1208

, ahol x < & < x + h. Ezért atrendezve igaz a kdvetkez:

fa+h) —f@) @
h 2

A fenti egyenlet bal oldalan a csonkitasi hibat talaljuk (a kozelités és a tényleges érték
eltérése), a jobb oldalon pedig ehhez egy fels6 korlatot, aminél biztosan kisebb lesz a
hiba. Jeldljuk H-val ezt a hibat, a fels6 korlatot pedig €-nal. Esetliinkben pontosan
ismerjik az els6 (y' = 3 x2 = 12) és a masodik derivaltat is (y" = 6x), igy a csonkitasi
hibara igaz a kovetkezé:

(2+h)® 23
h

h2

—f'(x)] < h

_12‘Sm.h=ﬂ=3§h

Hh) = 2 2

A csonkitasi hiba becsiilt felsé korlatja h fliggvényében maximalis ¢ esetén (¢ = x +
h), x = 2 helyen:

eth)=32+h)h

A fenti képletbdl lathatd, amint az varhatd is volt, hogy minél kisebb h intervallumokra
osztjuk fel a fuggvényt a differenciahanyadosok szamitasahoz, annal kisebb lesz a
csonkitasi hiba.

TELJES HIBA

Abrazoljuk az elé6zé derivalt kdzelitésének becsiilt felsé korlatjat és szamitsuk ki a
tényleges hibat is a lIépéskdz valtozasanak flggvényében! Vegylk fel a kdvetkezd
lépéskozoket:

h=1,10"%1072,.--,107%°

> format Tong
> n = 0:-1:-15, h = 10.An

5 Palancz Béla numerikus modszerek példatara alapjan
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3. Szamitasok hibai

Adjuk meg egysoros fuggvenyként a becsult felsé korlatot és a tényleges hibat is!
(Figyeljunk a . hasznalatara, mivel most vektorok elemenkénti miveletérél van szd)
@Ch) 3*(2 + h).*h; % becsilt fels6é korlat

@(h) abs(((2 + h).A3 - 8)./h - 12) % tényleges hiba

Szamoljuk ki a két figgvény értékét a kulonbdzd Iépéskdzokhdz és abrazoljuk az
eredményeket log-log koordinata rendszerben (ezt a loglog paranccsal tehetjik meg)!
figure(l)

Toglog(Ch,e(h)); hold on

loglog(h,H(h))
Tegend('Becsilt felsé hibakorlat',’ Tényleges hiba'")

100\

> e
> H

vV V. V V

Becsiilt felsd hibakorlat |
Tényleges hiba

1040_

1045 L
10718 10710 10® 10°

Mit latunk a fenti abran? Ahogy csdkken a Iépéskdz, ugy csdkken a csonkitasi hiba
becsdlt felsd korlatja is és egy darabig a tényleges hiba is ennek megfeleléen, azonban
egy pont utan (valahol 108 kdrnyékén) hirtelen elkezd néni Ujra a tényleges hiba. Ml
lehet ennek az oka? Ez abbdl adddik, hogy a teljes hiba a csonkitasi és a kerekitési
hiba Osszegeként all eld. Nagyjabdl 10 értékig a csonkitasi hiba dominal, utana
viszont erételjesen elkezd néni a kerekitési hiba. Ennek a jelenségnek igen fontos
szerepe van példaul a differencialegyenletek numerikus megoldasanal!

Természetesen hasonléan a korabban latottaknal itt is lehet olyan algoritmust
valasztani, ami kevésbé érzékeny a kerekitési hibara, hiszen a f6 hiba itt is a kioltd
hiba, mivel a differenciahanyados szamlalojaban két kozel azonos szamot vonunk ki
egymasbdl, minél kisebb h, annal kisebb a két szam kozotti eltérés. Most a
differenciahanyadost kdnnyen egyszerisithetjik:

2+ h)*—2°
%=12+6h+h2

Ebbdl a csonkitasi hiba:
H(h) =112+ 6h+ h? —12| = |6 h + h?|

> H2 = @Ch) abs(6*h + h.A2)
> abrl=loglog(h,H2(h), 'g", 'Linewidth"',2)
> Tlegend(abrl, 'Teljes hiba - javitott algoritmus')
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3. Szamitasok hibai

10°

- Teljes hiba - javitott algoritmus

102 |
10| ) -

10~IO - /

10-]5
1018 10710 10°% 10°

A differenciahanyadost itt mi egyszerUsitettuk manualisan, természetesen lehet6ség
van ilyen egyszerUsitésekre Matlab-ban is, ezek azonban mar a szimbolikus
szamitasok témakodrébe tartoznak, ami a Symbolic Math Toolbox része (Octave-ban
ehhez telepiteni kell a symbolic package-t, lasd az 1. gyakorlat Kiegészités Octave-
hoz fejezetét).

Szimbolikus szamitasok soran nem konkrét szamokkal szamolunk, hanem
valtozékkal. Ehhez el6szér meg kell adni a Matlab szamara syms paranccsal, hogy
melyek lesznek a szimbolikus valtozoink, ezekkel a szimbolikus valtozokkal meg kell
hivjuk a fuggvényt, ekkor egyszerlsithetjik a kifejezést a simplify paranccsal. A
simplify parancs eredménye egy szimbolikus valtozé lesz, amibe nem lehet konkrét
szamokat behelyettesiteni, csak, ha visszaalakitjuk hagyomanyos fuggvénnyé a
kifejezést a matlabFunction paranccsal.

> syms h
> Hsym = simplify(HC(h)) % Hsym = absCh*(h + 6))
> H2 = matlabFunction(Hsym) % H2 = @(Ch)abs(h.*(h+6.0))

A Workspace-ben is lathatjuk, hogy Hsym értéke szimbolikus. Nézziik meg mi torténik,
ha megprobalunk egy konkrét értéket behelyettesiteni!

> H2(le-1) % 0.610000000000000
> Hsym(le-1)

Subscript indices must either be real positive integers or logicals.

Error in sym/subsref (Tine 841)
R_tilde = builtin('subsref',L_tilde,Idx);

Error in gyak3 (line 78)
Hsym(le-1)

A masodik esetben hibalzenetet kapunk, mivel szimbolikus kifejezésbe nem lehet
behelyettesiteni egy értéket.
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3. Szamitasok hibai

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

eps
factorial

inv

cond

loglog

syms

simplify
matlabFunction

- Logikai egyenl6ség

- Logikai 'nem egyenl&’

- Gépi epszilon/gépi pontossag nagysaga,

- Faktorialis, n!

- Matrix inverze

- Kondicio szam

- Abrazolas logaritmikus skalan (mindkét tengelyen)
- Szimbolikus valtozok, kifejezések definialasa

- Szimbolikus kifejezések egyszerisitése

- Szimbolikus kifejezések figgvénnyé alakitasa
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

4. NEMLINEARIS EGYENLETEK GYOKEI

Az f(x) =0 egyenlet numerikus megoldasa, zérushelyeinek/gydkeinek a
megtalalasa, sok esetben merul fel megoldandé feladatként. Ahhoz, hogy megoldjunk
egy nemlinearis feladatot altalanosan, az egyenletet el6sz6r (ha nem ilyen formaban
volt megadva) at kell alakitanunk

fGx)=0

alakba. Ennek az egyenletnek a megoldasat az egyenlet gyokének, vagy
zérushelyének is nevezik. Az x megoldas visszahelyettesitve kielégiti az egyenletet,
vagyis az egyenlet értéke nulla vagy kozelitéleg (adott hibahataron belll) nulla lesz.
Grafikusan a megoldas az a pont, ahol a fUggvény metszi az x tengelyt.

Az f(x) =0 egyenlet megoldasa Y/ Nincs megoldas Y 1 Egy megoldas
sok esetben csak numerikusan,
iteraciokkal lehetséges, azaz akkor y=f(x) y=F(x)

fogadjuk el a megoldast, ha egy
megadott A hibakorlat alatt van,
f(x) <A. A megoldasi médszerek
tobbsége un. lokalis modszer, azaz

f
f %

az iteraciohoz szukség van egy vagy y A y A
tobb induld értekre. A megoldasra | y=f(x)
sokféle algoritmust dolgoztak ki. Az Egy megoldas Tébb megoldas

algoritmusok  jellemzéje, hogy
egyszerre csak egy gyok
meghatarozasat teszik lehetbvé,
tobb zérushely esetén, tobb kezdeti >
ertékkel kell lefuttatni oket.

y=Ff(x)

CSATORNA MERETEZESI PELDA

Nézzink meg egy csatorna méretezeési feladatot a hidraulika témakorebdl!

A nyilt felszinl csatorna alakja, anyaga, esése, szélessége és a vizmagassag
fuggvényében levezethetd az elszallitott vizhozam nagysaga. Nézzuk példaul egy
szabadfelszin(, téglalap keresztmetszet(i csatorna vizhozamanak a képletét!

'77777'/ ey, o r— // 7, J3 bR %
// ' / Q - 2
7 h 7, " (b+2-h)3
//’// ; ahol Q - vizhozam, n - Manning-féle érdességi
/ V4 / . . P , ,
LTSS LLSSLLSS LSS egyutthato, S - esés, b - csatorna szélessége, h

b

- vizmélység. Mekkora vizhozam tartozik 1 és 2
méteres vizmélységhez? Hatarozzuk meg a csatornaban a vizszint magassagat, h-t,
3 m3/s mértékado vizhozam esetén, 0.8 ezrelék esés esetén, 0.02 Manning-féle
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

érdességi egyutthatdé és 2 m csatorna szélesség mellett! Vagyis: S = 0.0008;n =
0.02;Q0 =3 ™°/s; b =2mé

A feladat els6 felére, hogy mekkora vizhozam tartozik 1 és 2 méteres vizmélységhez,
konnyl valaszolni, ez csak egyszerl behelyettesitést jelent. El6szor adjuk meg a
valtozok értékeit és definialjuk a vizhozamot (Q) a vizmélység (h) fuggvényében!
clear all; clc;close all;

% valtozok értékadasa

S =0.0008; n=0.02; Q=3; b=2;

% Vizhozam egysoros flggvényként: h fliggetlen valtozo

Q=@(h) sqrt(s)/n*(b*h).A(5/3)./(b+2*h).A(2/3);

Mekkora vizhozam tartozik 1 és 2 m-es vizmélységhez?

vV V. V V

\

> % Mekkora vizmélység tartozik 1 és 2 m-es vizmélységhez?
> Q(1), Q(2) % 1.7818 illetve 4.3170 mA3/s

A masodik kérdés az volt, hogy mekkora lesz a Q=3 m3s vizhozamhoz tartozo
vizmélység. Mivel nem tudjuk kifejezni az egyenletbdl h-t Q figgvényében, ezért itt
most csak kozelit6, numerikus megoldas johet szdba. A két behelyettesitett érték
alapjan az 1 m-hez 1.78 m%s, a 2 m-hez pedig 4.31 m%s vizhozam tartozik, tehat
valahol 1 és 2 méter kozott lesz a keresett vizmélység a mértékadd 3 md/s
vizhozamhoz. Abrazoljuk a fiiggvényt a 0-2 m tartomanyon és rajzoljuk be a kivant
Q=3 m?d/s értéket is! Fliggvényeket az fplot paranccsal tudunk megjeleniteni,
Osszetartozd pontparokat pedig a plot paranccsal. Az fplot paranccsal megjelenitett
gorbék tulajdonsagait a set paranccsal allithatjuk be (pl. 'Color',’LineWidth’ opcid), ha
el6tte valamilyen valtozéhoz hozzarendeljuk az abrat.

% A flggvény abrazolasa a [0;2] intervallumon

figure(1l); hold on;

hl = fplot(qQ, [0 2]1);

set(hl, 'color', "'k", "Linewidth"',2)

% y=3 vonal berajzolasa a [0 2] intervallumon két pontot megadva
plot([0,2],[3,3],'r")

% Abra feliratozas

title('Csatorna méretezés');

xlabel('vizmélység [m]');

ylabel('vizhozam [mA3/s]'");

VVVVVVVYVYVYV

Csatorna méretezées

\

Vizhozam [m3/s]
~n
T

o

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2
Vizmélység [m]

Az abrabdl latszik, hogy a megoldas valahol 1.4 és 1.6 kozott lesz. A megoldas
megtalalasahoz hasznalhatd algoritmusok viszont mindig a zérushelyet/gyokhelyet

6 A példa Palancz Béla (2012): Numerikus modszerek példatarabdl vald, kis atalakitassal.
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

keresik, vagyis hol metszi a fuggvény az x tengelyt. Ezt az alakot kell neklnk is
definialni egy atrendezés utan, vagyis at kell alakitanunk a Q(h)=3 egyenletet, f(h)=0
alakba:

f = @ach) qQCh)-3

figure(2); h2 = fplot(f, [0 2]);

set(h2, "Linewidth',2)

% y=0 vonal berajzolasa a [0 2] intervallumon két pontot megadva
hold on; plot([0,2],[0,0], 'm")
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A megoldas, a gyokhely vagy zérushely meghatarozasa tobbféle mddszerrel torténhet,
a két 6 tipusa ezeknek a zart és a nyilt intervallum modszerek.

ZART INTERVALLUM MODSZEREK

Zart intervallum modszerek esetén egy [a,b] intervallumot adunk meg, amiben benne
van a megoldas. Ebben az esetben az intervallum két végpontjaban ellentétes el6jeluk
lesz a fuggvényértékeknek, azaz f(a) - f(b) < 0. hiszen a kettd koz6tt valt elSjelet a
fuggveény, athalad a nullan. Ebben az esetben az intervallumon belul biztosan talalhaté
zérushely (c), amennyiben f(x) folytonos. llyenkor fokozatosan sz(ikitjuk az intervallum
nagysagat, vizsgalva a végpontok fliggvény értékeit, addig, amig mar vagy nagyon
kozel lesz a fuggvény értéke 0-hoz (megadott pontossagon beldl), vagy maga az
intervallum lesz nagyon kicsi. Tobbféle zart intervallum méddszer létezik, kildnbség
abban van kozottuk, hogy milyen modszerrel szikitik az intervallum nagysagat. A zart
intervallum modszerek mindig eredményre vezetnek, csak az egyik modszer
lassabban, a masik gyorsabban.

INTERVALLUM FELEZES MODSZERE (BISECTION METHOD)

A Intervallum felezés mddszere
)

A kezdeti intervallumot megfelezve
megvizsgaljuk a  végpontokban a
fuggvényértékeket, ahol eltéré eldjell, az
lesz az uj intervallum, ezt ismételjuk a
kivant A pontossagig.

1. c=(a+b)/2 ‘
2. hal|f(c)| < A - vége o, ¢ b,

3. ha f(a)-f(c)<0, akkor b=c,
kualénben a = ¢

Zérushely

Masodik kozelités

Harmadik kézelités

Els6 kozelités

\

32 4 052 102

33 e Cagey s
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

HURMODSZER (REGULA FALSI METHOD)

Az intervallumfelezés mdodszerénél hatékonyabb megoldas a hurmodszer (altalaban
gyorsabban konvergal). Itt az intervallum végein kiszamolt f(a) és f(b) pontokat
0sszekotd hurnak az x tengellyel valdé metszéspontjat hatarozzuk meg mint uj kozelité
értéket. Az egyenes x tengellyel valé metszéspontja (y=0), hasonlé haromszogekbdl

kiszamithato: N Harmaodszer '
b—a  c—a
f)=f@  0-f(a)
1. Megoldasa x=c: Zérushely
a- f(b) —b- f(a) Elsé kozelités
ST B - f@ | ,
2. ha|f(c)] < A—- vége aLI iiﬁ;\Méwmkkmahﬁ ;
3. haf(a)-f(c) <0, akkor b =, . '
kaldnben a = ¢ 3 4C b

INTERVALLUM FELEZES ES HURMODSZER MATLAB-BAN

Nézzik meg, hogyan tudunk sajat Matlab/Octave fliggvényt irni az intervallum felezés
modszerére! Adjunk meg egy A hibakorlatot és egy maximalis iteracié szamot (N)!
Ehhez feltétel vezérelt ciklusra lesz sziikségunk (while ciklus). A leallasi feltételek, ha
elérjuk a kozelités hibaklszobét, vagy a maximalis iteracio szamot! Itt szikséges lesz
egy logikai ES hasznalatara a két feltétel egyiittes vizsgalatara, ezt tobbféleképpen is
megadhatjuk Matlab-ban: feltetell && feltetel2 vagy and(feltetell, feltetel2).

function [c, i] = intfelezes(f, a, b, delta, N)

\

> c = (a+b)/2; % Intervallumfelezés (1. iteracio)

> i=1; % Iteradcidk szama

> % Ledallasi feltétel:

> % elerjuk a kozelités kiszobértékét vagy a maximalis iteracio
szamot

> while abs (f(c)) > delta & i <= N

> if f(o)*f(a) < 0

> b =c;

> else

> a = c;

> end;

> i=1 + 1;

> c = (a+b)/2;

> end;

> end

A hdr mdédszer implementalasa ugyanigy torténhet, csupan a c kiszamitasaban van
kuldnbség az elsé és a tovabbi iteraciokban, c=(a+b) /2 helyett:

> ¢ = (a¥f(b) - b*f(a))/(f(b) - f(a));

CSATORNA MERETEZES ZART INTERVALLUM MODSZEREKKEL

Haszndljuk az altalunk megirt fliggvényeket (intfelezes.m illetve hur.m) a
megoldashoz. Nézzik meg a kapott fliggvény értékeket és rajzoljuk be az abraba a
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

megoldast. Ahhoz, hogy a sajat fuiggvényeinket (intfelezes.m, hur.m) hasznalni tudjuk,
ugyanabban a konyvtarban kell legyenek, mint, ahova dolgozunk!

[xint, iint]= intfelezes(f, 1.4, 1.6, le-9, 100) % interv. felezés
% xint = 1.4929, 1iint = 28

[xhur, ihur]= hur(f, 1.4, 1.6, 1le-9, 100) % hir modszer

% xhur = 1.4929, ihur = 4

% Ellenbrzés

f(xint), f(xhur) % -4.5629e-10, -1.3299e-10

% Abrazolas az eredeti fliggvénybe visszahelyettesitve

plot(xhur, f(xhur), 'rd', 'MarkerFaceColor','r');
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Ertékeljik az eredményeket! A megoldasok ugyanazok? Melyik volt a gyorsabb
algoritmus? Melyik adta a pontosabb eredményt?

NYILT INTERVALLUM MODSZEREK

A nyilt intervallum mddszereknél csak a zérushely egy kozelité xo értékét ismerjuk. A
modszereknek a konvergenciaja altalaban sokkal gyorsabb, mint a zart intervallum
modszereké, amennyiben konvergalnak! Szigorubb konvergencia feltételeket
igényelnek, és nem mindig adnak eredményt. Tobbféle mddszer van ezekbél is példaul
a gradiens tipusu Newton és szel§ mddszer és a gradiens nélkuli fixpont, és ennek
tovabb fejlesztése a Wegstein mddszer (f(x)=0 egyenletet g(x)=x alakra hozva).

NEWTON MODSZER (NEWTON'S METHOD)

A Newton mddszer (vagy Newton-Raphson modszer) abban az esetben hasznalhatd,
ha a fuggvény folytonos és differencialhatd és tudjuk, hogy egy adott kezd&érték
kozelében van megoldasa a feladatnak. A mddszer elején az xo kezd6pontban
kiszamoljuk a fuggvény értékét (f(xo)) és az (xo,f(x0)) ponthoz huzott érintének
megkeressuk az x tengellyel valé metszéspontjat. Ez adja a kovetkez6 xi1 kozelitd

értéket. Addig folytatjuk, amig f(x) értéke Meredekség: f'(xo) i)

v
~

kisebb nem lesz egy megadott A értéknél 1
vagy el nem érjuk a megadott maximalis
iteracio szamot.

f'(x) az érinté meredeksége az abra alapjan:
f(x)—0

Xi = Xi+1

f'(x) =

Ebbél levezethetd az alabbi iteracids képlet,
a Newton-modszer altalanos alakja:
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_f(x)
f'(x)

Xi+1 = X;

A Newton-modszer levezethet6 a fuggvény Taylor-soros kozelitésebdl is, az elsé két
tagot figyelembe véve (a fliggvény linearizalasabol):

fO) = flx) + f'(x) - (X141 — x;) = 0, ahol f(x) = 0.

A Newton-modszer, ha mikodik, akkor altalaban gyorsan konvergal. Azonban latjuk,
hogy a modszer alkalmazasahoz ismerni kell a figgvény derivaltjat is. Ez bizonyos

esetekben nehézségekbe utkozik, nem ismerjuk, vagy tul bonyolult lenne kiszamolni,
ekkor alkalmazhatjuk a szel6-mddszert, ami a Newton-moddszer kozelitése.

SZELO MODSZER (SECANT METHOD)?

A szel6 modszer a Newton modszer véges differencia kozelitése. Akkor alkalmazhato,
ha nem ismerjik a fiiggvény derivaltjat (vagy nehéz lenne eléallitani). Altalaban
lassabban konvergal (lasd a két abran ugyanazt a példat), és az elején két pont
felvétele szukséges, xo és x1 az abran (de ellentétben a hur médszerrel, ezeknek nem
kell feltétlentl kozrefogniuk a megoldast). Helyettesitsik be a Newton modszer
képletébe a derivalt véges differencia kdzelitését, az elsé iteracioban a két felvett pont
adatait hasznalva!

fG) = f(xi-)

Xi = Xi—1

f'(x) =

ebbdl levezethetd a szel6 modszer
altalanos képlete:

Xi — Xj-1

Xivr =% — f(x) () = f(xi-1)

NEWTON MODSZER MATLAB-BAN

A Newton modszerhez a fuggvény derivaltjat is szikséges ismerni (df), ha ez megvan,
akkor a kovetkezd figgvénnyel oldhatjuk meg a feladatot (newton.m):

> function [x2, i] = newton(f, df, x0, delta, N)
> x1 = x0;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1); % els6 kozelités
> i=1; % iteracidék szama

> while abs(f(x2))>delta && i<=N

> x1l = x2;

> x2 = x1 - f(x1)/df(x1);

> i=1 + 1;

> end

> end

7 Otthoni atnézésre
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CSATORNA MERETEZES NEWTON MODSZERREL

Hatarozzuk meg az f fuggvény h szerinti derivaltjat szimbolikusan! Ehhez a diff
parancsot hasznalhatjuk, miutan szimbolikussa alakitottuk az f flggvenyt a sym
paranccsal. (Octave esetében be kell tolteni a symbolic csomagot, ha mar korabban
feltelepitettiik: pkg Toad symbolic, lasd els6 gyakorlat kiegészitése).
> % Szimbolikus derivalas
> s=diff(sym(f),'h")
> % s = (10%2A(1/2)*(2*h)A(2/3))/(3*(2*h + 2)A(2/3)) -
(4%2A(1/2)*(2*h)A(5/3))/(3*(2*h + 2)A(5/3))
Az eredmény azonban nem egy fuggvény hanem egy szimbolikus valtozo, ebbe nem
lehet konkrét értékeket behelyettesiteni. Definialjuk fliggvényként, hogy késébb
dolgozni tudjunk vele! Ehhez az egyik megoldas, hogy az eredményt egyszeriien
masoljuk be a fuggveény definicié utan, vagy hasznalhatjuk a matlabFunction
parancsot is, ami szimbolikus kifejezésbdl fuggveényt allit eld.
> % szimbolikus kifejezésbd1 fliggvény: definicié majd CTRL+C,CTRL+V
> df = @Ch) (10*2A(1/2)*(2*h)A(2/3))/(3*(2*h + 2)A(2/3)) -
(4%2A(1/2)*(2*h)A(5/3))/(3*(2*h + 2)A(5/3))
> % mas megoldds: matlabFunction hasznalata
> df = matlabFunction(s)

Oldjuk meg Newton modszerrel is!

> % megoldas Newton médszerrel

> [xnew, inew]= newton(f, df, 1.6, le-9, 100)

> % xnew = 1.4929, inew = 3
A zérushely természetesen ugyanaz, mint korabban. Latjuk, hogy még a megoldastol
tavolabbi 1.6 méteres kezd6értéket valasztva is gyorsabban konvergalt az eljaras, mint
barmelyik zart intervallum modszer, mindéssze 3 iteracio elegendé volt. Hatranya a
modszernek, hogy meg kellett hatarozni a fuggvény derivaltjat is.

BEEPITETT MATLAB FUGGVENY - FZERO

Az el6z6 algoritmusok nagyon jol bemutattak a numerikus szamitasok alapjait. Nem
mindegy milyen algoritmust adunk meg, milyen kezd&értéket, gyorsabban vagy
lassabban kapunk eredményt egy iteracios eljaras végén (ha egyaltalan kapunk és
konvergdl a modszer). A nemlinearis egyenlet gyokeinek megkeresése egy
alapfeladat, ami nagyon sokszor el6jon a szamitasaink soran, természetesen a
Matlabnak is van sajat beépitett fliggvénye (fzero), ami tébb médszer kombinalasbdl
adodik 0ssze, és Brent-Dekker algoritmunak hivjak.

BRENT MODSZER (INVERSE QUADRATIC INTERPOLATION)

Brent-Dekker mdédszernek is nevezik, mivel Dekker korabbi modszerét fejlesztette
tovabb Brent. Hatékony és robosztus modszer, amely kombinalja az intervallum
felezést, a hur mddszert és az inverz kvadratikus interpolaciét. Ezt hasznalja a
beépitett fzero fliggveény is.
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Az inverz kvadratikus interpolaciohoz 3 pontot kell megadnunk az [a, b] intervallumban.
A pontok koordinatait felcserélt (f(x;),x;) sorrendben adjuk meg, tehat most a
fuggetlen valtozé lesz a fuggvényérték. Erre a 3 pontra illesztink egy masodfoku
polinomot.

x(f)=ay fP+a f+a
A polinom illesztésekor meghatarozzuk
ay, Ay, Ay értékeét, majd, ha
behelyettesitjik az f=0 értéket, rogton
megkapjuk az x=c helyet, ahol a
fuggvény metszi a tengelyt. f=0 esetén:

¢ = x(0) = aq o) T0) )

x(f)

Y

CSATONA MERETEZES FZERO ALKALMAZASAVAL

Oldjuk meg a csatorna méretezési feladatot az fzero parancsot hasznalva! Az fzero-t
meg lehet hivni egy illetve két kezdbértek megadasaval is. Két kezd6érték esetén
olyan intervallumot kell megadni, ahol van megoldas, tehat a fuggveény eldjelet valt
(zart intervallum méddszer).

% meghivas két kezd6értékkeT

x = fzero(f,[1.4, 1.6]) % x = 1.4929
% meghivas egy kezd6éértékkeT

x = fzero(f,1.6) % x = 1.4929

Amennyiben egy kezddértékkel hivjuk meg, a fiuggvény azzal kezdi, hogy az egy
kezd6érték korul keres egy olyan intervallumot, ahol a végeken eltéréek az el6jelek és
utana oldja meg a feladatot zart intervallum modszerrel a Brent-Dekker algoritmust
hasznalva. Az egyes iteraciés |épéseket ki is irathatjuk az optimset valtozé
hasznalataval. Megadhatjuk, hogy kijelezze-e az iteraciokat (‘Display’,’iter’), illetve mi
legyen a szamitas pontossaga ('TolFun’, vagy 'TolX' hasznalataval a fuggvényérték
vagy a fuggetlen valtozo toleranciaja).

V V. V V

> % meghivas egy kezdéértékkel, kiegészité opcidkkal

> x = fzero(f,1.6, optimset('Display', ' 'iter','TolFun',1le-9))

> % Search for an interval around 1.6 containing a sign change:
>

% Func-count a f(a) b f(b)
Procedure

> % 1 1.6 0.274131 1.6 0.274131
initial interval

> % 3 1.55475 0.157999 1.64525 0.390694
search

> % 5 1.536 0.110027 1.664 0.439097
search

> % 7 1.50949 0.0423222 1.69051 0.507665
search

> % 8 1.472 -0.0531432 1.69051 0.507665
search

%
% Search for a zero in the interval [1.472, 1.69051]:

>

>

> % Func-count X f(x) Procedure

> % 8 1.472 -0.0531432 initial

> % 9 1.49271 -0.000458365 interpolation
> % 10 1.49289 4.30326e-08 interpolation
> % 11 1.49289 -3.6593e-13 interpolation
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> % 12 1.49289 4.44089%e-16 interpolation
> % 13 1.49289 4.44089e-16 interpolation
> %

> % Zero found in the interval [1.472, 1.69051]

> % x = 1.4929

EGYVALTOZOS ALGEBRAI POLINOM GYOKEI

Gyakran el6fordulo feladat, hogy a nemlinearis egyenlet, aminek a gyokeit keressik
algebrai polinom, azaz x-nek csak egész kitevdji hatvanyai szerepelnek benne.

Egy polinom altalanos alakja:
fx) =apux™ + ap_1x" 14+ +ax +ag

Az a,,a,_q1,+,a4q,a, €gyutthatok valdés szamok, n pedig egy nem negativ egész szam,
a polinom fokszama.

Ezeknek a gydkeire tdbb parancs is van a Matlab-ban, amivel kezd6érték megadasa
nélkdl is meghatarozhatjuk az 6sszes gyokot egyszerre. Az egyik a roots parancs
numerikusan hatarozza meg egy egyvaltozoés polinom gyokeit, csak a polinom
egyutthatoit kell neki megadni egy vektorban, a legmagasabb foku tagtél visszafelé.
Pl. 3x3 — 4x2 — 23 = 0 polinom egyutthatdi: [3, -4, 0, -23]. Egy masik parancs a solve
szimbolikusan oldja meg a feladatot és szolgaltat egzakt értékeket a feladatra.

Nézzunk meg egy olyan példat szilardsagtanbdl, ami algebrai polinom gyokeinek
megkeresésére vezethetd vissza! llyen példa példaul a sajatérték feladatoknal a
karakterisztikus polinom gyokeinek meghatarozasa.

FOFESZULTSEGEK MEGHATAROZASA,
SAJATERTEK FELADAT MEGOLDASA

Gyakori feladat a mechanikaban a |w
feszlltségtenzorbdl a féfeszlltségek, feszlltségi
fétengelyek meghatarozasa! Egy P pont feszultség
allapotat szemléltethetjiik az alabbi abraval®. A : o o A
fesziltségtenzor: F. A fétengelyek azok a |+

tengelyek, ahol csak normalfeszlltség ébred, 1.4 e
nyirofesziltségek nem. Ty }__ o Ou Ty Tu

To)—y

P,

Toy

Tyx On Ty
Tex Ty Ow

T by ¥

g 0 O
Fi23) = (0 g, 0 ), ahol 01 2 02 2 0s. v
0 0 o3 X

A fétengely probléma matematikai szempontbdl sajatérték feladatnak tekinthetd. Az e
féiranyban lévé p, feszlltségvektor felirhatd a o, féfeszlltség és az e fbirany
egységvektor szorzataval: p, = g, e, lilletve az F feszlltségtenzor e iranyu
vetuletével: p, = F - e. A kett6t egyenlbveé téve (az els6t egységmatrixszal szorozva):
F-e= o0,-1"e,levezethetb az alabbi képlet: (F —a,-1)-e =0

8 CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829
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ahol I az egységmatrix. A fenti egyenlet egy homogén linearis egyenletrendszer, ahol
a trivialistél (e = 0) kiulonb6zé megoldast keresstik, vagyis ahol a det(F — g, - 1) = 0.
A meghatarozott e vektorok lesznek a sajatvektorok, a fétengelyek, a o, értékek pedig
a sajatértékek, a féfesziiltségek. Irjuk fel a determinanst, ennek a kifejtése lesz a
karakterisztikus egyenlet.

(ox — 0¢) Txy Txz

det(F —o,'1) = Tyx (ay — oe) Tyz =0

Tzx Tzy (Gz - Ge)
50 20 —40
20 80 —30| MPa
—40 -30 -20
Keressuk meg az ehhez tartozé féfesziltségeket, oldjuk meg a det(F —ao,-1) =0
egyenletet! A determinanst (det parancs) kifejtve a karakterisztikus egyenlet a

kovetkezd lesz (fo-vel jeldlve a féfeszlltségeket, amik tulajdonképpen a sajatértékek),
szimbolikus szamitasok segitségével:

> F = [50, 20, -40; 20, 80, -30; -40, -30, -201;
> syms fo
> eq = det(F-eye(3)*fo) % eq = - foA3 + 110%foA2 + 1500*fo - 197000

Ez egy harmadfoku algebrai polinom, aminek a gyokei adjak a sajatértékeket:
eq = —0,> + 110 0,2 + 1500 g, — 197000 = 0

Alakitsuk vissza fuggvénnyé a szimbolikus kifejezést és abrazoljuk a flggvényt a
[-50,150] intervallumon!

Legyen most az F feszlltségtenzor: F =

> eql = matlabFunction(eq)

> % @(fo)fo.*1.5e3+fo0.A2.%1.1le2-fo.A3-1.97e5

> figure(3); fplot(eql,[-50,150])

> % y=0 vonal berajzolasa a [50,150] intervallumon

> hold on; plot([-50,150],[0,0])
Megkereshetjuk a harmadfoku polinom gyokeit <10°
pl. az fzero fiiggvénnyel. Az abran latszik, hogy ; F
most 3 sajatérték van, tehat az fzero-t 3 P 1
kezd6értékkel kell meghivjuk, hogy minden gt mead

megoldast megtalaljunk. Kezd&értékeket az
abrabdl vehetunk, ahol kozelitbleg metszi az x -4
tengelyt a fuggvény! Legyenek ezek x=120, 50,

-40!
> % Megoldas fzero-val -8
> 'FOl = fZerO(eql,le) % 106.7674 -50 0 50 100 150
> fo2 = fzero(eql,50) % 44.6017
> fo3 = fzero(eql,-40) % -41.3691

Az eredmény a harom sajatérték, vagyis a harom féfeszliltség: o; = 106.7674,0, =
44,6017, 03 = —41.36 . A harom gyok megtalalasahoz 3 fuggvényhivas kellett.
Polinomokra azonban vannak olyan kidolgozott eljarasok, amelyek nem egy lépésben
megadjak az 6sszes megoldast és még kezdbértéket sem kell megadni hozzajuk. Az
egyik ilyen a szimbolikus kifejezésekre mikddéd solve parancs. Oldjuk meg a solve
hasznalataval az 'eq = - fo"3 + 110*fo"2 + 1500*fo — 197000’ egyenletet!
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4. Nemlinearis egyenletek gyokei

soll = solve(eq)

% root(zA3 - 110*%zA2 - 1500*%z + 197000, z, 1)
% root(zA3 - 110%*zA2 - 1500*%z + 197000, z, 2)
% root(zA3 - 110*%zA2 - 1500*z + 197000, z, 3)
sol2 = double(so1l)

% 1.0e+02 *

% 1.0677 + 0.00001

% -0.4137 + 0.0000i

% 0.4460 - 0.00001

sol3 = real(double(soll))

% 106.7674

% -41.3691

% 44,6017

A solve parancs eredményeként nem konkrét szamokat kapunk, hanem szimbolikus
kifejezéseket. Ezeket szamma kell utdna alakitanunk a double paranccsal. Az
eredményul kapott szamnak most azonban vannak numerikusan elhanyagolhato kicsi
komplex részei is, ezeket is elhagyhatjuk, ha csak a valés részt hasznaljuk a real
paranccsal. Egy parancsban is megadhatjuk az egészet, €és megkapjuk mindharom
megoldast:

vV VVVVVYVVYVVVVYV

> sol = real(double(solve(eq)))

A masik algebrai polinomok esetében hasznalhatd parancs a roots, ami numerikusan
oldja meg az egyenletet. Ez is egy lépésben megadja az 6sszes megoldast és itt sem
kell kezd6ertéket megadni. Itt viszont ki kell gyljteni a polinom egyutthatoit egy
vektorba a legmagasabb foku tagtol kezdve visszafelé a konstans tagig. Az eq =
—0,% + 110 6,2 + 1500 0, — 197000 egyenletnél létrehozhatunk kézzel is egy vektort,
ami az egyutthatdkat tartalmazza:

> % Egyltthatok megaddsa vektorba irdssal

> ¢ = [-1, 110, 1500, -197000]
Vagy hasznalhatjuk a sym2poly parancsot is, ami egy szimbolikus polinombdl kigydijti
az egyutthatékat:

<10°
> % mas megoldas |8 sp® %
> ¢ = sym2poly(eq) i " = !
> % c = [-1 110 1500 -197000] , L.
Oldjuk meg roots paranccsal, és az
eredményeket rajzoljuk be az abraba! 4
> FO = roots(c) A
> % 106.7674
> % -41.3691 &
> % 44,6017
-50 0 50 100 150

> plot(Fo,eql(F0O), 'r*")

Mint lattuk itt sem kellett megadni kezdéértekeket és megkaptuk egyszerre az 6sszes
gyokoét. A megkapott féfesziliségekhez természetesen meg lehetne hatarozni a
fétengelyek iranyait is, ha visszahelyettesitenénk a f6feszultségeket az eredeti
egyenletrendszerbe. Ki is hasznalhatjuk azonban a Matlab rengeteg beépitett
fuggvényét, természetesen a sajatérték, sajatvektor problémara is van megoldas,
mivel ez is egy nagyon gyakori feladat, méghozza az eig parancs.
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> [v D]=eig(F)
> %V =

> % 0.3647
> % 0.1664
> % 0.9162
> %

> % D =

> % -41.3691
> % 0
> % 0

4. Nemlinearis egyenletek gyokei

0.7722 0.5203
-0.6038 0.7795
-0.1977 -0.3487

0 0
44.0017 0
0 106.7674

Itt két kimenettel hivtuk az eig parancsot, és egyszerre megkaptuk az 0Osszes
sajatértéket (D matrix atléjaban) és a hozzajuk tartozd sajatvektorokat is (V matrix

oszlopai)!

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK
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5. Linearis egyenletrendszerek

5. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 1.

A linearis egyenletrendszerek kiemelt jelentéséggel birnak az alkalmazott matematika
és altalaban a numerikus matematika teruletén. Linearis egyenletrendszer
megoldasara vezet a milszaki alkalmazasokban az a gyakorlat, hogy a mérnok
tobbnyire linearis fizikai modelleket alkalmaz. Nem csupan azért mert tudataban van
annak, hogy a matematikai modellt igy konnyebb lesz megoldani, hanem azért is mert
sok fizikai jelenséget egy adott allapot kdrnyezetében valéban linearisnak tekinthettnk,
példaul a Hook-torvény. A numerikus matematikaban, mint majd késébb latni fogjuk,
nagyon sok numerikus moddszer alkalmazasa visszavezethetd linearis
egyenletrendszer megoldasara, példaul az interpolacid problémaja. A linearis
egyenletrendszerek kezelésében alapveté fontossagu lesz a matrix algebra
alkalmazasa, amely kimondottan kedvez a numerikus szamitégépi megoldasok
elvégzéseének.

Nézzink most egy példat statika
témakorébdl. Vizsgaljuk meg az abran
lathaté egyenld oldalu haromszogekbdl
allo racsos tartora hatd erbket! A
csomoponti modszert hasznalva
szamitsuk ki a ruderéket! Hasznaljuk a
cos(60°) = 0.5 értéket és a sin(60°)
V3

helyett a —~0.8660 kozelitést T32 1o Rs

(f = 1000N és f, = 5000N).

Az erbk vetlleti 6sszegének és tetszéleges pontra szamitott nyomatékdsszegének
zérust kell eredményezni. Vetuleti egyensulyi egyenletek alapjan: R, — f; = 0. Az E
pontra felirt nyomatéki egyensulyi egyenlet alapjan 2R, +0866 f; —f, =0. E
kettébdl kifejezhetd R;, R, reakcidé: Ry = f;, R, = —0.433 f; + 0.5 f,. A csomdpontokra
hato erdket vizsgalva a kdvetkezé linearis egyenletrendszert irhatjuk fel, ahol Ti-vel
jeloltik a ruderéket:

A jelt csomopont, x iranyu erok: 05Ty +T, =R, =f

A jelt csomopont, y iranyu erék: 0.866T; = —R, =0.433f, —0.5f,
B jelti csomopont, x iranyu erok: —05T,+05T;+T, =—f;

B jell csomopont, y iranyu erok: 0.866T; +0.866T; =0

C jelt csomopont, x irdnyu erok: —T,—05T;+05Ts+ T, =0

C jelt csomopont, y iranyu erok: 0.866 T3 + 0.866 T5 = f,

D jell csomépont, x iranyu erék: -T,—05Ts+05T,=0

A fenti egyenletrendszer kell idével és tlirelemmel megoldhaté szamitégép nélkdl is,
sorban eliminalva az egyes valtozokat, majd visszahelyettesitve 6ket. Nyilvanvald
azonban, hogy szamitdgéppel megoldva Iényegesen egyszerlibb a feladat. A most
kovetkez6kben megnézzik, hogy hogyan oldjunk meg szamitogéppel linearis
egyenletrendszereket. A megoldashoz a legfontosabb, hogy realizaljuk, hogy a lineéris
egyenletek a matrixokkal egyenértéklek, amelyek szamokat és nem valtozdkat
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5. Linearis egyenletrendszerek

tartalmaznak. A fenti linearis egyenletrendszer matrixos alakban A x = b felirva a
kovetkezd lesz:

05 1 0 0 0 0 0 fi
0866 0 0 0 0 0 0 0433 f, — 0.5 f,
05 0 05 1 0 0 0 —f
A=l0866 0 086 0 0 0 0 | b= 0
0 -1 -05 0 05 1 0 0 |
\ 0 0 0866 0 0866 0 0 £ /
o 0 0 -1 —-05 0 05 0

Azt se felejtsuk el, hogy a gyakorlatban a mérndkoknek igen nagymeéretl matrixokkal
is dolgozni kell. Sokszor egy algoritmus, ami egy 2x2 vagy 3x3-as matrixhoz megfeleld,
alkalmatlan lehet pl. egy 2000x2000-es matrixhoz, ezért az algoritmusok
hatékonysagara is oda kell figyelnunk!

MEGOLDASOK LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE

Nézzuk meg el6szor a linearis egyenletrendszerek tipusait megoldhatésag szerint! Az
egyenletrendszer altalanos alakja matrix formaban felirva:

A-x=b n ! !

ahol A m*n-es alakmatrix, x a keresett A -
valtozék nx1-es oszlopvektora és b egy
mx1-es oszlopvektor.

Beszélhetink inhomogén (b=0) és homogén (b=0) egyenletrendszerekrél. A homogén
esetben akkor van a ftrividlis x=0-t6l eltér6 megoldas, ha az A matrix determinansa
egyenlé nullaval: det(A)=0. Erre lattunk példat az el6z6 gyakorlaton a sajatérték
problémanal. Inhomogén esetben a megoldasok szama szerint a kdvetkez6 mddon
csoportosithatjuk a megoldasokat:

Inhomogén linearis egyenlet rendszerek, A*x=b

/

I. Létezik megoldas I1. Nem létezik megoldas
r(A)=r(A|b) r(A)<r(A|b)
1) Egyértelmi 2) Végtelen sok 1) 2) m>n
megoldas van, megoldas van, m=n talhatarozott
r(A)=n, det(A)=0 r(A)<n
a) m=n b) m<n
ranghidnyos alulhatarozott

4. ABRA MEGOLDAS LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE
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LETEZIK ES EGYERTELMU A MEGOLDAS

Létezik a megoldas, ha az A matrix rangja (linearisan fuggetlen oszlopvektorainak
szama, r(A)) megegyezik az A matrixnak a b oszlopvektorral kibdvitett matrix rangjaval
(r(Alb)), azaz r(A)=r(Alb). Matlab-ban a matrix rangja a rank paranccsal szamithato:

> rank(A), rank([A b])

Egyértelm megoldas van, ha r(A)=r(Alb)=n illetve det(A)#0, azaz az A matrix rangja
megegyezik a kib6vitett matrix rangjaval és ez a rang teljes (megegyezik az oszlopok
szamaval is). A matrix oszlopvektorai fliggetlenek. Ha a rang kisebb lenne, mint az
oszlopok szama, akkor végtelen sok megoldas lenne. A megoldas:

x=A"1-b.

Vizsgaljuk meg, Matlabot hasznalva, hogy a fent megadott racsos tarténal van-e
megoldasa a feladatnak és egyértelmi-e? Az A és a b matrix kézzel is bevihet6 lenne
az alabbi modon:

> A=1[0.5100000; 0.866 00 000 0; -0.500.5100 0;

> 0.866 0 0.866 0 0 0 0; 0 -1 -0.500.510; 00 0.866 0 0.866 0 0;
> 000 -1-0.500.5]

> f1 = 1000; f2 = 5000;

> b = [fl; 0.433*%f1-0.5*%f2; -f1l; 0; 0; f2; O]

Azonban az A és b értékei el is vannak mentve a racsos.txt fajlban. Az elirasok
elkerulése végett most toltsiik be ezt a fajlt, majd valasszuk szét az A matrixot és a b
vektort, ami az utols6 oszlopban van!

> Ab = Toad('racsos.txt')
> A = Ab(:,1:end-1)
> b Ab(:,end)

Nézzik meg, hogy van-e egyértelm{i megoldasa a feladatnak!

> size(A,2) % n=7 oszlop van

> rank(A), rank([A,b]) % 7=7, van megoldas, egyértelmi: n=7
Mivel az A matrix rangja és a b vektorral kibdvitett matrix rangja is 7, igy van megoldasa
a feladatnak. A megoldas egyértelmi, mivel ez egy 7x7-es négyzetes matrix és a rang
megegyezik az oszlopok szamaval is. Ellendrizzik, hogy a determinans nem nulla-e?

> det(A) % =-0.3247 - egyértelmd megoldas van

irjunk egy programot, ami eldénti, hogy van-e egyértelmii megoldasa a feladatnak,
vagy nincs, és kiirja a valaszt a parancssorba!

if rank(A)==rank([A,b]) && det(A)~=0

disp('Egyertelmi megoldas van')
else disp('Nincs egyértelmd megoldas')
end

\%

VvV V V

GAUSS-ELIMINACIO, HAROMSZ0OG MATRIXOK,
VISSZAHELYETTESITES, PERMUTACIO

Azt mar tudjuk, hogy a feladatnak van egyértelm(i megoldasa, mar csak az a kérdés,
ezt hogyan kapjuk meg? Miel6tt nekiallnank a racsos tartd ruderdinek szamitasahoz,
nézzunk elészor egy egyszeribb példat!
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x1—2x2+3x3=4
le - 5x2 + 12.X3 = 15
2x2 - 1OX3 = _10

Ezt felirhatjuk matrixos alakban, vagy még egyszeriibben a kibdvitett matrix alakjaban:

1 -2 3 X1 4 1 -2 3 4
(2 -5 12 >-<x2> = ( 15 ) kibOvitett matrixként: (2 -5 12115 )
0O 2 -10 X3 —-10 0 2 -101-10

A kibdvitett matrixos alak elénye, hogy csak szamokat tartalmaz, valtozokat nem,
ezekkel konnyebben boldogulnak a szamitogépek. Ismételjuk at a matematikaban
korabban mar bizonyara megismert Gauss-eliminaciot!

A Gauss-eliminacié célja, hogy fels6 haromszdg matrixba alakitsuk az alakmatrixot,
ami utan mar egyszerl visszahelyettesitéssel megoldhatdé az egyenletrendszer.
Nézzuk a fenti példat! Ahhoz, hogy fels6 haromszog matrix legyen, a f6atlo alatt csupa
nulla elem lehet csak. Nullazzuk ki a masodik sor els6 elemét (2,1), ugy, hogy kivonjuk
az els6 sor kétszeresét a masodik sorbol:

4

#

—10

1 -2 3| 4 1 -2 3
<2 -5 12 15>—><0 -1 6
0 2 -10l-10 0 2 -10
A harmadik sor elsé eleme (3,1) mar nulla, itt nem kell semmit eliminalni, a 3. sor 2.
eleme (3,2) azonban nem nulla. Ezt ugy tlntethetjik el, ha a harmadik sorbdl kivonjuk
a masodik sor -2 szeresét.

1 =2 314 x,—10+6=4 ->x; =8
—><0 -1 67>—> —x,+12=7 ->x,= SI
0 0 214 2x3 = 4 > x3= 2

A fenti matrix mar egy fels6é haromszogmatrix, ami kdnnyen megoldhato. Ne felejtsuk
el, hogy a matrix minden sora megfelel egy-egy egyenletnek. Az utolsé sor: 2x; = 4,
aminek nagyon egyszeri a megoldasa: x3 =2 . A masodik sor megfelel a
—x, + 6x3 = 7 egyenletnek, visszahelyettesitve x; mar ismert értékét a —x, + 12 =7
egyenletet kell megoldani, amibél x, = 5 addédik. Miutan ismerjuk x, és x5 értékét, az
elsé sor x; — 10 + 6 = 4 egyenletre egyszerlsodik, amibél x; = 8 adodik. Az tette
lehetévé, hogy ilyen egyszerlen visszahelyettesitéssel megoldjuk az
egyenletrendszert, hogy sikerilt fels6 haromszdg matrixsza alakitani az alakmatrixot.
Ellendrizziuk Matlab-ban:

[1-23; 2-512; 02 -10], b = [4; 15; -10]

inv(A)*b % x = [8; 5; 2]

A Gauss-eliminacio hatékonysaganak noveléséhez szuksegunk lehet a sorok
felcserélésére, permutaciojara (pivoting), hogy csokkentsik a numerikus (kerekitési)
hibak hatasat. llyenkor ugy cseréljik fel a sorokat, hogy az adott oszlopban a
legnagyobb abszolut értékl elemet hasznalhassuk a tobbi elem eliminalasara. Egy
nagyobb matrixoan minden oszlop elkészilte utan célszeri megnézni, hogy a
kovetkezd oszlopban melyik a legnagyobb abszolut értéki elem, és a szerint
felcserélni a sorokat. Az el6z8 példaban, a numerikus pontossag ndvelése érdekében
célszer( lett volna felcserélni elészor az elsé és a masodik sort, hiszen |2]| > |1], és a
(2,1) elem kinullazasa utan a 2. és 3. sort is célszer( felcserélni.

> A
> X

60



5. Linearis egyenletrendszerek

LU FELBONTAS

Sok esetben ugyanazt az AX = b linearis egyenletrendszert tébb b vektorra is meg
kell oldanunk. Gondoljunk itt példaul egy hid prébaterhelésére, amit tobb kilonb6zé
terheléssel is ellatnak, nem csak eggyel. Itt a kilonb6z6 terhek jelentik a kilénbdzd b
vektorokat. A fenti példabdl lathatd, hogy a munka nagyobb részét az A matrixon
végeztik. Ha tobb b vektorra is meg kell oldanunk ugyanazt az egyenletrendszert és
A matrix nagy, akkor szeretnénk elkerllni, hogy meg kelljen ismételni a Gauss-
eliminacié minden Iépését az A matrixra minden b esetében. Ezt megtehetjik az LU
felbontast hasznalva, ami tulajdonképpen eltarolja a Gauss-eliminacié miveleteit is.

A fenti példat hasznalva probaljuk meg eltarolni, hogy az egyes lépésekben az adott
sor hanyszorosat kellett kivonni az aktualis sorbdl, hogy eliminaljuk a megfelelé
elemet. Tegylk ezeket zardjelbe, hogy megkllonbdztessik a matrix tobbi elemétdl!
El6szor a masodik sor elsé elemét (2,1) eliminaltuk, ugy, hogy kivontuk az elsé sor
kétszeresét a masodik sorbdl (most csak az A matrixot nézziik b nélkdl):

1 -2 3
((2) -1 6 >
0 2 -10

A harmadik sor elsé eleme (3,1) mar eleve nulla volt, itt nem kellett semmit eliminaini,
irjunk ide (0)-t, a 3. sor 2. elemét (3,2) ugy tlntettik el, hogy a harmadik sorbdl kivontuk

a masodik sor -2 szeresét:
1 -2 3
(@) 1 6)
0 (=2) 2

Legyen U az el6bb is megkapott fels6 haromszog matrix (Upper trianglar matrix) és L
egy alsé haromszog matrix (Lower trianglar matrix), aminek az elemei legyenek az
eltarolt mlveletek és a fé6atlojaban 1-esek:

1 0 O 1 -2 3
L=2 1 0)ésU=|0 -1 6
0 -2 1 0 0 2

Ez az ugynevezett LU felbontads. Ennek a felbontasnak megvan az a tulajdonséaga,
hogy L - U = A:

1 0 O 1 -2 3 1 -2 3
L-U=<2 1 0 '<0 -1 6 =<2 -5 12>=A
0 -2 1 0 0 2 0 2 -10

Ellenérizziik le Matlab-ban:

> L=[100; 210; 0 -2 1]
> U=1[1-23;0-16; 00 2]
>  L*U-A

> norm(L*U-A) % 0 (ellendrzés)

Lathatjuk, hogy az A matrix el6all az L és az U matrixok szorzatakeént. Itt L egy also,
U egy fels6 haromszdg matrix. Amikor egy matrix eléallithatd egyszeriibb matrixok
szorzataként, azt matrix felbontasnak (decomposition) nevezzik. Ez éppen az LU
felbontas. Ellenbrzésként altalaban az eltérésvektor/matrix normajat (‘hosszat') szokas
megadni, ezt a norm paranccsal tehetjuk.
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MEGOLDAS LU FELBONTASSAL

Ha a sorok felcserélését, permutaciojat is belevesszuk, akkor A matrix LU felbontasa
3 matrixbdl all (L, U, P — permutacié matrix):

P-A=L-U
A P permutacié matrix egy egységmatrix felcserélt sorokkal, amelyekben ugyanazok a
sorok vannak felcserélve, mint az A matrixban. Pl. a kdvetkezé P permutacios matrix

1 0 0
a masodik és a harmadik sor felcserélését jelenti: P = (0 0 1).
0 1 0

Matlab-ban LU felbontast permutacioval egyutt a kdvetkezd paranccsal allithatunk elé:
> [L U P] = TuCA)

Ha ezt szeretnénk az A-x = b linearis egyenletrendszer megoldasara hasznaini,
akkor el6szor szorozzuk meg mind a két oldalt a permutacios matrixszal:

P-A-x=P-b=d
Majd helyettesitsuk be P - A helyére L - U-t:
L-U-x=d
Ezek utan csupan két egyszeri visszahelyettesitéses problémat kell megoldanunk, két
haromszog matrixszal, legyen y = U - x.
e L-y=d (aholL alsé haromszdg matrix és d = P - b)
e U-x =1y (ahol U fels6é haromszdg matrix)

RACSOS TARTO RUDEROI LU FELBONTASSAL

Oldjuk meg az elébbi racsos tartdé egyenletrendszerét is LU felbontassal! A megoldas
soran hasznaljunk olyan algoritmust, ahol figyelembe tudjuk venni az L és U matrixok
specialis voltat (als¢ ill. fels6 haromszdg matrix)!

El6szor toltsuk be ujra a matrixokat, majd allitsuk el6 az LU felbontast!

> Ab = Toad('racsos.txt'); A = Ab(:,1l:end-1); b = Ab(:,end);

> [L U P] = TuCA)
Most jon az L-y =d és az U-x = y megoldasa. Ez tulajdonképpen két egyszerl
visszahelyettesitést jelent, mivel tudjuk, hogy ezek a matrixok alsoé/felsé
haromszogmatrixok. Ehhez hasznalhatjuk a linearis egyenletrendszerek
megoldasahoz hasznalhat6 linsolve parancsot. A linsolve parancsot hasznalva az
opcioknal megadhaté az A matrix néhany tulajdonsaga, ha el6zetesen ismert (pl.
also/fels6 haromszdgmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit), ez Iényegesen gyorsithatja
a megoldast. Ittaz LT a lower triangle — als6 haromszégmatrix, az UT az upper triangle
— fels6 haromszogmatrix roviditése. Ezeket a tulajdonsagokat egy struktura tipusban
adhatjuk meg, ahol a valtozonév utan ponttal hivatkozhatunk az adott tulajdonsagra,
hogy igaz-e vagy hamis.

> d = P*b;

> optl.LT=true

> y = linsolve(L,d,optl);
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> opt2.UT=true

> x = linsolve(U,y,opt2)

> elteres = norm(A*x - b) % ellenbrzés
Az LU felbontas egy példa a matrix felbontasokra, ahol az A matrixot két egyszeriibb
matrixra bontottuk, egy alsé és egy fels6 haromszdg matrix szorzatara Gauss-
eliminaciéval. Sok masféle matrix felbontassal is talalkozhatunk, amelyek kulénb6z6
esetekben lehetnek hasznosak. A legismertebbek az LU felbontason kivil a Cholesky
felbontas, QR felbontas és az SVD felbontas.

CHOLESKY FELBONTAS

A Cholesky felbontas és hasznalata linearis egyenletrendszer megoldasara nagyon
hasonl6 az LU felbontasra. A kulénbség annyi, hogy itt nem egy alsé (L) és egy felsé
(U) haromszdg matrixra bontjuk A matrixot, hanem egy darab L fels6(!) haromszdg
matrixunk lesz, és az A matrix ennek és a transzponaltjanak (ami mar alsé haromszdg
matrix) lesz a szorzata: A = LT - L

A megoldas menete A-x = LT - L-x = LT - y = b alapjan:

e LT-y = (ahol LT als6 haromszdg matrix)
e L-x =y (aholL fels6 haromszdg matrix)

Itt csak egy haromszdg matrixunk van, ami Iényegesen egyszeribb, mint a ket
haromszdg matrix az LU felbontas esetében. Viszont ezt a felbontast nem tudjuk
mindig elvégezni, csak, ha néhany fontos feltétel teljesul:

e Az A matrix szimmetrikus, azaz AT=A és
e pozitiv definit, azaz minden sajatértéke pozitiv: ; > 0,i =1,--,n

Matlab-ban a sajatvektorokat az eig paranccsal allithatjuk eld, amit kétféleképp
hivhatunk:

> E = eig(A) % négyzetes X matrix sajatértékei
> [v,D] = eig(A) % sajatvektorok Vv matrixban (oszlopok), sajatértékek a
D diagondalmatrixban
Vizsgaljuk meg, hogy a racsos tarté A matrixa szimmetrikus és pozitiv definit-e?

> norm(A-A') % 1.5946
> eig(A) % [0.5000; -0.7136; -0.7136; -0.7136; 1.2136; 1.2136; 1.2136]

A fenti matrix se nem szimmetrikus norm(A'-A)=0, se nem pozitiv definit (a sajatértékek
nem mind pozitivak), tehat Cholesky felbontassal nem oldhaté meg a feladat (chol(A)
parancs hibauzenetet adna). Nézzunk példat egy szimmetrikus, pozitiv definit matrixra!
A pascal paranccsal eléallithatjuk a binomialis egyutthatokat tartalmazoé szimmetrikus
Pascal matrixot, a diag paranccsal pedig kivehetjuk egy matrix féatlojabdl az elemeket
(vagy egy vektorbdl csinalhatunk diagonalis matrixot), a min paranccsal pedig
lekérdezhetjuk egy vektor legkisebb elemét (max paranccsal pedig a legnagyobbat).

> A = pascal(4) % a binomialis egylitthatdékat tartalmazé Pascal matrix
> norm(A-A') % szimmetrikus, mivel A = A’

> [V D] = eig(A) % sajatvektorok és sajatértékek eldallitdsa

> min(diag(D)) % pozitiv definit, mivel a legkisebb sajatérték is>0

> L = chol(A) % elvégezhet6 a cholesky felbontas

> norm(A-L'*L) % ellendrzés

> b = rand(4,1) % tetszdleges b vektor
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Az egyenletrendszer megoldasa hasonl6 az LU felbontashoz (kilonbség, hogy itt nincs
permutacio, tehat d helyett b vektor lesz, L helyére L’ és U helyére L kertil):

optl.LT=true

y = linsolve(L',b,optl);
opt2.UT=true

x = linsolve(L,y,opt2)

elteres = norm(A*x - b) % ellendrzés

V V.V V V

MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEK (INV, LINSOLVE, \ - MLDIVIDE)

Természetesen a Matlab-nak vannak beépitett parancsai is az A-x=0b>
egyenletrendszer kdzvetlen megoldasara, anélkul, hogy nekink kellene lIépésenként
elvégezni az LU vagy éppen a Cholesky felbontast. Egyértelm( megoldas esetén a
beépitett parancsok tobbsége ezeket a felbontasokat hasznalja. Nézzunk ra példakat!

Haromféle lehetbséget fogunk megnézni:

e X = inv(A)*b
e X = linsolve(A,b)
e X = A\b % vagy x=mldivide(A,b)

Nézzik meg mi a kuldnbség az egyes megoldasok kozott a Matlab-ban! Hatarozzuk
meg a beépitett parancsokkal is a racsos tartd ruderdit! Minden megoldasnal nézzik
meg a megoldas iddigényét is. Tegyuk ezt ugy, hogy 10000-szer elvégezzik
mindegyik szamitast, hogy realisan 0sszevethetbek legyenek az id6ék. A Matlab-ban
idémérést a tic-toc parancsokkal tudunk végrehaijtani.

Nézzik el6sz6r a matematikaban hagyomanyosan felirhaté megoldast, az inverz
szamitas segitségével: x = A1 - p! Matlabban az inv parancs hasznalhaté inverz
szamitasra.

%% Beépitett flggvények
Ab = load('racsos.txt'); A = Ab(:,1l:end-1); b = Ab(:,end);
% Megoldas: x=inv(A)*b
x1 = inv(A)*b % hagyomanyos inverz szamitas
tic
for i=1:10000
x1 = inv(A)*b;
end
toc % Elapsed time is 0.118122 seconds.
norm(A*x1-b) % 1.0904e-12

V.V V VYV YVYVYVVYV

Természetesen a futas idé gépenként (sét futtatasonként) is kildonbodzni fog, de a
nagysagrendjuk dsszehasonlithatd. A tesztgépen a futasidé 0.118 masodperc volt az
inverz szamitasnal.

Hasznaltuk korabban a linsolve parancsot alsé és fels§ haromszégmatrixokkal
megadott egyenletrendszerek megoldasara. Ez a parancs nem csak ezekben a
specialis esetekben hasznalhatd, hanem altalanos esetben is, ilyenkor nem adunk
meg opciokat. Nézzik meg a megoldast ebben az esetben!

% Megoldas: x = linsolve(A,b)
x2 = Tinsolve(A,b) % nxn: cholesky vagy LU felbontas
tic
for i=1:10000
x2 = Tinsolve(A,b);

vV V.V V V
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> end

> toc % Elapsed time is 0.082469 seconds.

> norm(A*x2-b) % 6.0157e-13
A linsolve parancs LU felbontast hasznal a megoldashoz, ha az A matrix négyzetes.
Itt a futasidd 0.082 masodperc lett, joval gyorsabb, mint az el6z6 esetben.

Nézzuk meg a harmadik parancsot is, ez az x = A\b megoldas. A \ parancs megegyezik
az mldivide paranccsal (x=midivide(A,b)). Ez a fuggvény tdbb megoldasi médszer
kozul valasztja ki a legmegfelelébbet a matrix vizsgalata utan. Négyzetes matrix (nxn)
esetében Cholesky felbontas és LU felbontas kozul valaszt.

> % Megoldas: x = A\b

> X3 = A\b % nxn: cholesky vagy LU felbontas
> X3 = mldivide(A,b) % ua., mint az el6z6

> tic

> for i=1:10000

> x3 = A\b;

> end

>

toc % Elapsed time is 0.024091 seconds.
norm(A*x3-b) % 5.5695e-13

A futasidé ebben az esetben lett a legjobb, 0.024 masodperc, ami egy nagysagrenddel
jobb, mint a hagyomanyos inverz szamitas volt.

\%

Nézzik meg az eredményeket is:
1.0e+03 *

-2.3868 -2.3868 -2.3868
2.1934 2.1934 2.1934
2.3868 2.3868 2.3868
-3.3868 -3.3868 -3.3868
3.3868 3.3868 3.3868
1.6934 1.6934 1.6934
-3.3868 -3.3868 -3.3868
Lényegében mindenhol ugyanazt az eredményt kaptuk x-re, kis eltérések vannak, ha
megnézzik az eltérésvektor normajat, a legpontosabb eredményt (legkdzelebb

nullahoz) itt is az A\b parancs adta:

x=inv(A)*b esetén: [|A-x —b| = 1.0904e — 12
x=linsolve(A,b) esetén: ||A-x — b|| = 16.0157e — 13
x=A\b esetén: [|A-x —b|| = 15.5695e — 13

A fentiek alapjan altalanos esetben, négyzetes matrix és egyértelmi megoldas mellett
célszerli az x=A\b parancsot hasznalni. Amennyiben elére tudjuk, hogy a matrix
also/fels6 haromszdgmatrix, szimmetrikus vagy pozitiv definit matrix, akkor célszer(
az x=linsolve(A,b) parancsot alkalmazni és megadni az opcidknal a matrix tipusat.
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A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

rank
lu

linsolve

pascal

diag
min

max
chol

norm
tic, toc

\ vagy midivide

Matrix rangja
LU felbontas

Linearis egyenletrendszer megoldasa kiegészité opciokkal (pl.
also/fels6 haromszogmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit).
Altalanos négyzetes matrix esetén LU felbontast hasznal.

El6allithatjuk a  binomialis  egyutthatokat  tartalmazo
szimmetrikus Pascal matrixot

Kivehetjlk egy matrix féatléjabol az elemeket vagy egy
vektorbdl csinalhatunk vele diagonalis matrixot

Egy vektor legkisebb eleme

Egy vektor legnagyobb eleme
Cholesky felbontas
Vektor/matrix normaja (Chossza’)
Idébmeéreés kezdete, vége

Altalanos linearis egyenletrendszer megoldasa (négyzetes
matrix esetén LU vagy Cholesky felbontassal)
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6. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 2.

Eddig csak olyan eseteket vizsgaltunk, ahol Iétezett és egyértelmi volt az inhomogén
linearis egyenletrendszer megoldasa. Tobbféle algoritmust is lattunk ezeknek a
megoldasara. A mérnoki gyakorlatban azonban el6kerulnek a homogén linearis
egyenletrendszerek is, amire egy peéldat lattunk a féfeszultségek meghatarozasakor,
illetve azok az esetek is, amikor az inhomogén rendszernek nincs vagy végtelen sok
megoldasa van.

Inhomogeén linearis egyenlet rendszerek, A*x=b

Il. Nem létezik megoldas

r(A)<r(A[b)

I. Létezik megoldas
r(A)=r(Alb)

A MEGOL EZESE ES EGYERTELMUSEGE

Megjegyzés: a Matlabban elagazasokkal konnyen megvizsgalhatjuk, hogy van, vagy
nincs megoldas és ha van, akkor egyértelmi-e vagy sem.

if rank(A)==rank([A,b]) disp('van megoldas")
if rank(A)==size(A,2) disp('Egyértelmi megoldas van')
else disp('végtelen sok megoldas van')
end

else disp('Nincs megoldas')

end

V V VYV VYV

VEGTELEN SOK MEGOLDAS VAN

Mi a helyzet akkor, amikor van ugyan megoldas, de nem egyértelmi? Példaul 2
egyenletink van 3 ismeretlenre? llyenkor A&ltalaban az egyik valtozé értéke
tetsz6legesen felvehetd és a masik ketté ennek fuggvényében szamithatd. Van
megoldasunk, de nem egyértelmid, mivel végtelen sokféleképpen vehetjuk fel az
altalunk megkotott valtozd értékét. Matematikai megkozelités szerint ez akkor
lehetséges, ha a matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval viszont ez a
rang kevesebb mint a matrix oszlopainak a szama, azaz r(A)=r(A|b) és r(A)<n. Ez lehet
ranghianyos eset négyzetes egyutthatomatrix esetén (m=n) (pl. x+y=3, 2x+2y=6), vagy
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alulhatarozott egyenletrendszer (m<n), amikor kevesebb egyenletink van, mint
ismeretlenunk. llyenkor végtelen sok megoldas van, mert a matrix nullterének
barmelyik n vektorat hozzaadhatjuk a megoldashoz (A-n=0 - A(x+n)=0b).
llyenkor megoldasnak a végtelen sok kozul egyet szoktak kivalasztani, méghozza
altalaban (de nem mindig) a legkisebb normaju megoldast: min|x|. A legkisebb
normaju megoldast matematikailag a kévetkezd formulaval kaphatjuk meg:

x=AT-(A-AT)" b

Nézzunk egy példat alulhatarozott egyenlet rendszerre, ahol 2 egyenletink van 4
ismeretlennel:

7'x1+2'x2+2'x4=1
x1+8'x2+x3+8'x4=2

(7 2 0 2y, (1
A= (1 8 1 8)’b "(2)
Nézzuk meg a megoldasok szamat!

> A=[7202;1818], b=7[1; 2]
> rank(Aa) % 2
> rank([A b]) % 2
> size(A,2) % 4

Matrixos alakban felirva:

Az A matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval, tehat van megoldas,
méghozza végtelen sok, mivel r(A)=r(Alb) = 2 < n=4.

Oldjuk meg a feladatot, ugy, hogy a végtelen sok megoldas kozul a legkisebb normaju
megoldast valasszuk! Hasznaljuk a megoldashoz a fenti képletet!

> x = A"*inv(A*(A'))*b
% xa =0.0745

% 0.1195
% 0.0127
% 0.1195

norm(A*x-b) % 0
norm(x) % 0.1852

V V VYV VYV

A megoldas hibatlan, visszahelyettesitéskor az eltérésvektor normaja 0, a
megoldasvektor hossza pedig 0.1852. Ez az dsszes lehetséges megoldasvektor kozul
a 'legrovidebb’, legkisebb normaju.

Az el6z6 oran lattuk, hogy az inverz szamitas lassu és sokszor pontatlan is, ha lehet
akkor el szoktak ezt kerulni. Célszerl lenne itt is valamilyen matrix felbontast
alkalmazni, azonban a korabban megismert LU és Cholesky felbontas csak négyzetes
matrixok esetében mikodik. Vannak olyan felbontasok is, amelyek mikédnek nem
négyzetes esetekben is, ilyen példaul a QR felbontas és az SVD felbontas.

QR FELBONTAS

A QR méddszer azt a tényt hasznalja ki, hogy barmely A matrix felbonthaté egy Q és R
matrix szorzatara (4 = Q - R), ahol Q egy (négyzetes) ortonormalt matrix, ahol Q=1 =
Q7, tehat QT Q = I és R egy mxn-es felsé haromszog matrix. Legyen most A matrix
nem négyzetes (mxn-es, m=n):
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A=0QR

Az A x = b egyenletrendszer megoldasahoz irjuk fel az A-x =b egyenletet a
felbontott matrixokkal:

QRx=b
szorozzuk meg mindkét oldalt balrél Q—1 = Q7 -tal, és az eredmény legyen B:
Rx=Q"b=B
Megoldas Iépései:
e B = QT b kiszamitasa
e Rx =B megoldasa, ahol mar egyszerl visszahelyettesitést végezhetlnk,

hiszen R egy fels6 haromszogmatrix. Az eredmény a legkisebb hibaju
megoldas lesz.

Oldjuk meg az el6z6 feladatot QR felbontassal (Matlab-ban a gr parancs)! Ellendrizzik
a felbontas helyességét és, hogy Q tényleg ortonormalt-e! A megoldas soran
hasznaljuk ki a Q és R matrixok specialis voltat!

%% QR felbontas

[Q R] = gr(A)

% Q = -0.9899 -0.1414

% -0.1414 0.9899

%

% R = -7.0711 -3.1113 -0.1414 -3.1113

% 0 7.6368 0.9899 7.6368
norm(A-Q*R) % 8.8818e-16 (felbontas ellendrzése)
norm(Q'*Q) % 1 (Q tényleg ortonormdlt, Q'*Q egységmatrix)
B=Q'*b % Az Uj jobb oldal

% -1.2728

% 1.8385

% A megoldas
opt.UT=true;
x=1insolve(R,B,opt)

% x = 0.0741
% 0.2407
% 0
% 0

norm(A*x-b) % 0

norm(x) % 0.2519

QR felbontassal nem ugyanazt a megoldast kaptuk, mint korabban, a megoldas itt is
hibatlan, hiszen az eltérésvektor normaja 0, a megoldasvektor hossza azonban nem
0.1852, hanem nagyobb, 0.2519. Feltiiné viszont, hogy van benne ketté darab nulla
elemis. A QR felbontas nem a legkisebb normaju megoldast adja, hanem azt, amiben
a legtdbb nulla elem talalhaté. Hogy melyik megoldast szeretnénk megkapni, az a
konkrét feladattdl fligg. Eléfordulhat olyan eset, amikor ez az elény6sebb, és olyan is,
amikor a masik. Talalhatunk vajon olyan felbontast, amivel a legkisebb normaju
megoldast kapjuk meg? Nézzink meg egy masik nem négyzetes esetben is
hasznalhat6 felbontast, az SVD felbontast!

VVVVVVVYVVVVVVVVVYVVVYVYV
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SVD FELBONTAS

Nem négyzetes matrixu linearis egyenlet rendszereknél egy masik gyakran hasznalt
modszer az SVD felbontas. Az SVD felbontas angolul a szingularis érték szerinti
felbontas roviditése (Singular Value Decomposition). Nézzik meg réviden mit jelent a
sajatérték és a szingularis eérték egy A matrixnal!

Sajatértékek (A): Azt mondjuk, hogy a A szam az (nxn-es) A matrix sajatértéke, ha
létezik olyan nem nulla x vektor, melyre Ax = A x . Az ilyen x vektorokat az A matrix
A\ sajatértékhez tartozo sajatvektorainak nevezzik. A sajatértékeket megkapjuk az
|A —1 A| = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasaval. Matlab-ban: sajatértékek: E =
eig(A), sajatértékek és sajatvektorok: [V,D] = eig(A)

Szingularis _érték: Az mxn-es A matrix szingularis értékei az ATA (nem nulla)
sajatértékeinek négyzetgyokei. Matlab-ban: S = svd(A). A szingularis értékek szama
egyenld a matrix rangjaval.

Barmely (mxn-es) A matrix felirhatoé a kdvetkez6 formaban:
A=U-S-VT

ahol az U és V matrixok ortonormaltak, azaz U~ = UT,V~1 = VT és S diagonalmatrix.
Az U matrix mxm-es, és oszlopvektorai az A-AT sajatvektorai, a V matrix nxn-es és
oszlopvektorai az AT-A matrix sajatvektoraival egyeznek meg. Az S matrix (mxn-es),
foatldjaban a AT-A sajatértékeinek pozitiv négyzetgyokei — az un. szingularis értékek
— allnak, a tdébbi elem nulla. Figyelembe véve, hogy U és V ortonormaltak és S
diagonalmatrix, segitségikkel az A matrix inverze/pszeudoinverze koénnyen
kiszamithato:
Al=v.s7t.yT
Oldjuk meg az el6z6 feladatot most SVD felbontassal!

%% SVD felbontas
[u,s,Vv] = svd(A)
% U = -0.3979 -0.9174

% -0.9174 0.3979

%

% S = 12.1209 0 0 0
% 0 6.3312 0 0
%

% V = -0.3055 -0.9515 0.0368 -0.0015
% -0.6712 0.2130 -0.0933 -0.7039
% -0.0757 0.0629 0.9943 -0.0406
% -0.6712 0.2130 -0.0356 0.7092

%

% Ellendrzések

norm(A-U*s*v') % felbontas ellendrzése: 3.0531e-15
norm(U'*U-eye(size(A,1))) % U mxm-es ortonormalt, U'=inv(U): 3.5606e-16
norm(v'*v-eye(size(A,2))) % V nxn-es ortonormalt, V'=inv(V): 2.6547e-16
diag(s), sqrt(eig(A'*A)) % szinguldris érték A'A sajatértékeinek gyoke

% 12.1209; 6.3312

% 0.0000 + 0.0000i; 0.0000 + 0.0000i, 6.3312 + 0.00001i, 12.1209 + 0.0000i1
%

% A pszeudoinverz eldallitasa

invs=(1./S)"' % S inverze, a diagondl matrix reciproka, transzpondltja
% 0.0825 Inf

VVVVVVVVVVYVVVVVVVYVVVVYVYVYV

70



7. Nemlinearis egyenletrendszerek

> % Inf 0.1579

> % Inf Inf

> % Inf Inf

> invS(invS==Inf)=0 % ahol Inf (végtelen) elem volt, ott Tegyen 0
> % 0.0825 0

> % 0 0.1579

> % 0 0

> % 0 0

>  invA=VFinvS*U' % A matrix pszeudoinverze
> % 0.1479 -0.0367

> % -0.0088 0.0642

> % -0.0066 0.0097

> % -0.0088 0.0642

> X=invA*b % A megoldas

> % x = 0.0745

> % 0.1195

> % 0.0127

> % 0.1195

> norm(A*x-b) % 4.9651e-16

norm(x) % 0.1852

Az SVD felbontas ugyanazt a legkisebb normaju megoldast adta vissza, mint az els6
esetben lattuk, amennyiben a feladat ezt igényli, akkor célszer(i az SVD felbontast
hasznalni!

\%

MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEK (LINSOLVE, \, PINV)

Természetesen itt is hasznalhatjuk a Matlab beépitett fuggvényeit, azonban, mint
lattuk a kulonb6zbé modszerek eltérd6 eredményt adnak, igy nem mindegy melyik
megoldast hasznaljuk.

Y

%% Beépitett Matlab fliggvények

> % QR felbontas - legtobb nullat tartalmazé megoldas
> xa = A\b % QR felbontds - Tegtobb nullat

> xb = Tinsolve(A,b)

> % xa = xb = 0.0741

> % 0.2407

> % 0

> % 0

> % SvD felbontas - legkisebb normaju megoldas
> xc = pinv(A)*b

> % xc = 0.0745

> % 0.1195

> % 0.0127

> % 0.1195

> type pinv

A Matlab beépitett \ (mldivide) és a linsolve parancsa QR felbontast hasznal nem
négyzetes matrixok esetében, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet szamitja SVD
felbontassal (ennek a tartalmat a type paranccsal kiirathatjuk a képernyére).
Alulhatarozott esetben az els6 kettd a legtdbb nullat tartalmazé megoldast fogja adni,
a harmadik pedig a legkisebb normaju megoldast.

Emlékeztet6il négyzetes esetben a \ (mldivide) és a linsolve parancs LU vagy
Cholesky felbontast hasznal.
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NINCS MEGOLDAS (LEGKISEBB HIBAJU MEGOLDAS)

Gyakran el6forduld eset a mérndki gyakorlatban, amikor matematikailag nincs
megoldasa az egyenletrendszernek, mert tulhatarozott rendszerink van, azaz tobb
mérésink van, mint ismeretlentink. A geodéziaban szinte mindig ilyen feladatokkal
talalkozhatunk, hiszen a mérési hibak miatt mindig tobb mérés torténik, mint, ami
matematikailag tényleg szukséges lenne a feladat megoldasahoz. A gyakorlatban
sokszor el6fordulnak a kis mérési hibak mellett durva hibak is, ami miatt sokszor
megoldhatatlan lesz a feladat, ha nincs f6l6s mérésunk.

Nézzink most egy geodéziai példat, ahol szintezési halézatban kell meghatarozni az
alappontok magassagat, ugy, hogy van tébb fél6s mérésunk is! Nézzik meg az alabbi
abran lathatdo szintezési haldzat kiegyenlitését. Megmértik az 1-7 szintezeési
szakaszok magassag kulonbségeit, ismerjuk 3 alappont (A,B,C) tengerszint feletti
magassagat és keressik a tovabbi 3 alappont (D,E,F) magassagat! A szintezési
vonalak hosszai nagyjabdl megegyeznek igy most azonos sulyunak tekintjik az egyes
vonalak méréseit. Az ismert magassagok: Ha=183.506m, Hg=192.353m,
Hc=191.880m, és a mért magassag kuldnbségek:

®B

Hp, —H, = Hy —183.506 = +6.135 — 1.szakasz
Hp — Hp = +8.343 — 2.szakasz

Hp — Hy = Hy — 192.353 = +5.614 — 3.szakasz
Hp — Hp = +1.394 — 4.szakasz

Hr — Hp = —6.969 - 5.szakasz

Hp —H; = Hp — 191.880 = —0.930 - 6.szakasz \5\_¢//‘
F

Hp — Ho = Hp — 191.880 = +6.078 — 7.szakasz )

irjuk fel az egyenletrendszert matrixos alakban, a meghatarozandé ismeretlenek:

Hp, Hg, Hp!
1 0 0 6.135 + 183.506 189.641
-1 1 0 8.343 8.343
0 1 0 Hp 5.614 + 192.353 197.967
0 | Hg | = 1.394 =| 1.394

-1 1

0 -1 1 Hp —6.969 —6.969
0 0 1 —0.930 + 191.880 190.950
0 1 0 6.078 + 191.880 197.958

A fenti egyenletrendszer esetében 7 egyenletink van 3 ismeretlenre (m>n), ez egy
tulhatarozott egyenletrendszer. Irjuk be Matlab-ba ezt az egyenletrendszert! Bevihetjuk
a matrixokat kézzel is, de el is vannak mentve az értékek a szintezes.txt allomanyban.

> A=[100;-110;010;-101;0-11;001;01 0]
> b = [189.641; 8.343; 197.967; 1.394; -6.969; 190.950; 197.958]
Vagy

> Ab = Toad('szintezes.txt')
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> A= Ab(:,1:3)

> b = Ab(:,4)
Ha megnézzik az els6 abrat a megoldas Iétezéseérdl, akkor lathatjuk, hogy, akkor nincs
megoldasunk, ha a matrix rangja kisebb, mint a kib6vitett matrix rangja, azaz
r(A)<r(A|b). Ez akkor fordul el6, ha a b vektor "kilog" az A oszlopvektorainak terébdl.
Ritkabban négyzetes alakmatrix esetén is (m=n) el6allhat ez az eset, leggyakrabban
azonban tulhatarozott egyenletrendszernél (m>n), amikor tobb egyenletink van, mint
ismeretlenunk. Megoldhatatlan négyzetes alakmatrixra példa lehet a kovetkezé:
x+y=2, és x+y=3, ahol két egyenlet van két ismeretlennel, még sincs megoldas.
Nézzik meg, hogy a mi példankban mi a helyzet!

> rank(A) % 3
> rank([A b]) % 4
> size(A) % 7 sor 3 oszlop

Most a matrix rangja 3, a kibdvitett matrixé pedig 4, tehat r(A)<r(Alb), azaz nincs
megoldas. A matrix oszlopainak szama n=3, sorainak szama pedig m=7, m>n, tehat
ez egy tulhatarozott egyenletrendszer.

A kérdés, hogyan tudjuk megoldani a megoldhatatlan egyenletrendszert? A valasz,
hogy nem egy hibatlan megoldast keresunk, hanem a legkisebb hibaju megoldast! Ezt
a megoldast ugy talalhatjuk meg, hogy a maradeék ellentmondasok négyzetosszegeét
minimalizaljuk: |[|A-x —b|| » min. A minimalis hibaju kézelit6 megoldas
matematikailag a kdvetkez6 lesz:

x=(AT-4)7t-AT-b
Matlab-ban:
> X = inv(A'*A)*A'*b % 189.6153, 197.9588, 190.9830

A fenti megoldast nem szoktak hasznalni az inverz szamitas id6igényessege,
pontatlansaga miatt. Nézziuk meg az elébb megismert két matrix felbontast hasznalva
is az eredményeket!

QR FELBONTAS

Oldjuk meg a szintezési feladatot is QR felbontassal (Matlab-ban a gqr parancs)! Most
nem ellendrizzik le a felbontas helyességét, csak az eltérésvektor normajat nézzuk!

[Q R] = gr(A)

B=Q'*b % A jobb oldal
% A megoldas
opt.UT=true;
x=1insolve(R,B,opt)
%  189.6153

% 197.9588

%  190.9830
norm(A*x-b) % 0.0506

Az eredmény: Hp=189.6153; He=197.9588; HF=190.9830, az eltérésvektor normaja
pedig korulbelll 5 cm.

vV V V V VYV VVYV
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SVD FELBONTAS

Oldjuk meg a szintezési halozat kiegyenlitését most SVD felbontassal! Most sem
ellen6rizzik le a felbontas helyességét, csak az eltérésvektor normajat nézzuk!

[u,s,Vv] = svd(A)

% A pszeudoinverz eldallitasa

invsS=(1./S)"' % S inverze

invS(invS==Inf)=0 % ahol Inf (végtelen) elem volt, ott legyen 0
invs*sS % ellendrzés

invA=V*invS*U' % A matrix pszeudoinverze

invA*A % ellenérzés

x=invA*b % A megoldas: x = 189.6153, 197.9588, 190.9830
norm(A*x-b) % 0.0506

vV V V V V V VYV

\%

Tulhatarozott esetben mind a QR, mind az SVD felbontassal ugyanazt az eredményt
kaptuk, mint az eredeti minimalis hibaju megoldashoz tartoz6 formulaval.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEK (LINSOLVE, \, PINV)

Természetesen itt is hasznalhatunk Matlab beépitett fliggvényeket . Mint mar lattuk, a
Matlab beépitett \ (mldivide) és a linsolve parancsa QR felbontast hasznal nem
négyzetes matrixok esetében, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet szamitja SVD
felbontassal. Nézzik meg a megoldasokat ezekkel is!

> x1 = A\b

> X2 = Tinsolve(A,b)

> X3 = pinv(A)*b

> norm(A*x1-b) % 0.0506

A beépitett fuggvényekkel torténé megoldasok nem figyelmeztetnek arra, hogy
egyértelml megoldas helyett most a legkisebb hibaju megoldast kaptuk meg, és hogy
mekkora ez a maradeék eltérés, ezért mindenképpen szukség van ellendrzésre is.
Nézzik meg a kétféle algoritmus futasidejét is 10000 futtatas esetén!

> tic

> for i=1:1000

> x1 = A\b;

> end

> toc % Elapsed time is 0.005924 seconds.
> tic

> for i=1:1000

> x3 = pinv(A)*b;

> end

\Y

toc % Elapsed time is 0.063876 seconds.

A QR felbontas egy nagysagrenddel gyorsabb volt, mint az SVD felbontas.
Tulhatarozott esetben célszerl a QR felbontast hasznalé x=A\b alkalmazasa, a
hatékonysag/gyorsasag miatt. Alulhatarozott esetben azonban a feladat jellegétél
flggdben, ha a végtelen sok megoldas kozil a legkisebb normajura van szikség, akkor
az SVD felbontast hasznalé x=pinv(A)*b megoldast alkalmazzuk, ha a legtébb nullat
tartalmazo lenne idedlis, akkor pedig a QR felbontast hasznalé x=A\b parancsot
alkalmazzuk. A linsolve parancs alkalmazasa akkor célszer(, ha el6zetes ismereteink
vannak a matrix specialis voltardl (pl. haromszdgmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit),
mivel itt van lehet6séguink ezeket opcidként megadni.
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ITERATIV MODSZEREK (JACOBI, GAUSS-SEIDEL)

Linearis egyenletrendszereket megoldhatunk direkt és iterativ modszerekkel is. Amiket
eddig néztlink eddig, a matrix felbontasok, azok a direkt megoldasok voltak. Nézzuk
meg mikor lehet célszerl nem direkt, hanem iterativ megoldasokat hasznalni!

Nézzunk most egy masik linearis egyenletrendszerre vezet6 példat! Hatarozzuk meg
az egyes vizkezel6 reaktorokban a koncentracio értékét az alabbi kapcsolas esetén,
tOkéletes keveredést (a koncentracid azonos a reaktortér minden pontjaban)
feltételezve.

: Q=3 @: 22
A mérlegegyenletek: 15 o c. >
6 Cl - C3 - 50 FY
_3C1+3C2:0 Q25=1 1Q5_,|=2
_C2 + 9 C3 = 160 Qo-'-: 5 .31 QIE - 3 - D2 Q24 = 1:; c;l -
—c;—8c3+11cy—2¢c5=0 Cn =10 - Jk Q=11
-3¢ —¢c;+4¢cs=0 {:23='!lv
Q. =1
Az egyenletrendszer o =3 1 Q,=3
matrixos alakja: 3= o C3
cy =20
6 0 -1 0 0 50
-3 3 0 0 0 0
A=0 -1 9 0 0 |; b=|160
0O -1 -8 11 -2 0
-3 -1 0 0 14 0

El6szor vizsgaljuk meg hogy van-e megoldasa a feladatnak és egyértelm(i-e? Ehhez
toltslk be az A matrixot és b vektort tartalmazo vizkezeles.ixt fajlt (vagy beirhatjuk
kézzel is a matrixokat)!

> Ab = load('vizkezeles.txt'), A = Ab(:,1l:end-1), b = Ab(:,end)

> rank(A), rank(ab) % 5, 5

> size(A,2) % 5
A matrix rangja (5) megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval is és az A matrix
oszlopainak a szamaval is, tehat létezik és egyértelm( a megoldas.

Az alakmatrixot vizsgalva megfigyelhetjik, hogy nagyon sok a nulla elem benne,
ezeket ritka matrixoknak nevezzik. Azokban az esetekben, ahol sok a nulla az
alakmatrixban és a féatléban 1évé elemek dominalnak sokkal hatékonyabb a direkt
megoldas helyett iterativ modszereket hasznalni (és itt most nem az ilyen kis méreti
matrixoknal Iényeges a hatékonysag, hanem a tdbb ezerszer tobb ezres méreteknél!).
Eddig a lineéaris egyenlet rendszerek direkt megoldasi mddszereit vizsgaltuk, ahol a
megoldast az egyenletekkel végzett elemi atalakitasokkal kaptuk. Iterativ mddszerek
esetében meg kell becsilni minden valtozénak egy kezd6értéket és ezt hasznalhatjuk
utana egy iterativ eljarasaban, hogy pontositsuk az eredményt. A médszer hasonlit a
nemlinearis egyenleteknél alkalmazhaté fixpont moédszerhez. Az egyenleteket at kell
alakitani explicit formaba, minden valtozot kifejezve a tobbi valtozé fuggvényében.
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a11X%1 + a4 X5 + a43 X3 = by X1 = (b1 — (a2 %2 + as3 x3))/a11
Ay1X1 + App Xy + A3 X3 =b; > x; = (bz — (az1%1 + az3 x3))/a22
(31%1 + a3z Xz + 33 X3 = by X3 = (b3 — (az1x;, + as; xz))/a33

Az iteraciés folyamatban el6szoér megbecslljik a kezd6értékeket, majd ezeket a jobb
oldalba behelyettesitve ujabb értékeket kapunk x-re. A masodik iteraciéban ezeket az
Uj értékeket helyettesitjuk be a jobb oldalba, és igy megyunk tovabb, amig a kivant
pontossagot el nem érjuk, amikor a két egymast kovetd iteracioban kapott megoldas
kozotti kilonbség kisebb az elére megadott tolerancia értéknél.

Az iteracios képlet a fenti explicit egyenletrendszer altalanos alakja lesz (ez
tulajdonképpen a Jacobi modszer iteracios képlete):

j=1
Jj#i

Xi = aiii (bl - (g aij x;))

Kétféle specialis iteracios modszert néziink most meg, a Jacobi iteraciot és a Gauss-
Seidel iteraciét. A kettdé kozott a kaldénbség abban van, hogy mikor hasznaljuk fel az
ujonnan kiszamolt értékeit az ismeretleneknek. Jacobi mddszernél az ismeretlenek
becsult értékei, amiket az explicit egyenletrendszer jobb oldalan hasznalunk egyszerre
kerllnek frissitésre minden iteracios Iépés végén, vagyis egy kezdbérték készlettel
kiszamoljuk az 0Osszes U] értéket és utana megyunk tovabb. A Gauss-Seidel
modszernél a mar kiszamolt ismeretlenek még az iteraciés 1épésen belll frissitésre
kertlnek a tovabbi ismeretlenek kiszamolasa soran. Ez azt jelenti, ha egy iteracion
belil pl. mar kiszamoltunk egy uUj xi-et, akkor ezt mar x2, Xs,... szamitasanal
felhasznaljuk. Ez utébbi éppen ezért altalaban gyorsabban konvergal.

Az iteracidés képletet elballithatjuk matrixos alakban is, amivel a késdbbiekben
konnyebben tudunk dolgozni. Alakitsuk at az A-x = b egyenletrendszert iteracios
formulava! Adjunk hozza, majd vonjunk is ki a baloldalbdl B - x-et, ahol B matrix
megvalasztasatél fligg majd az iteracié tipusa (Jacobi vagy Gauss-Seidel).

Bx+Ax—Bx=B-x+(A—B)'x=b

Rendezzuk at:

B-x=—(A—B)-x+b
Szorozzuk meg balrél B~ matrixxal:

x=—BYA-B)x+B b= —-B'Ax+B 'Bx+B7b

Emeljuk ki x-et a jobb oldalon:

x=(U—-B"1A)x+B
A fentiek alapjan irhatjuk fel az iteracios képletet a (k+1). iteraciora:

x® D) = (] =B *A)x+ B~ b

legyen Al = (I — B™1A) és bi = B~ b, ekkor az iteracio képlete felirhaté a kbvetkezd
alakban:
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x**+D) = Al - x + bi

Ebben az altalanos alakban egységesen megadhat6 a Jacobi modszer és a Gauss-
Seidel mddszer is. Eltérés csak a B matrixban lesz, amivel Al-t és bi-t szamoljuk.
Jacobi mddszer esetében B matrix az A matrix féatldja - diag(diag(A)) (kifejtve az
iteracid képletét igy ugyanazt kapjuk, mint az explicit alakbdl meghatarozott képlet,
ahol mindig a f6atlé elemeivel (a;;) kellett osztani), Gauss-Seidel modszer esetében
pedig B matrix az A matrix als6 haromszdégmatrixa - tril(A).

Az iteracios megoldast els6sorban a diagonalisan dominans esetekben lehet
hatékonyan alkalmazni, ez azt jelenti, hogy a féatléban lévé elem abszolut értéke
nagyobb, mint az abban a sorban lév6 O0sszes tobbi elem abszolut értékének az
O0sszege (a féatldban lévé elemek dominalnak). A diagonalis dominancia elégséges,
de nem szikséges feltétele a konvergencianak. Nézzik meg, hogyan valésithatjuk
meg a Jacobi és a Gauss-Seidel iteraciot Matlabban!

ITERACIOS MODSZEREK MATLABBAN

Nézzik meg, hogyan lehet a kétféle iteracios moddszert egységesen leprogramozni
Matlabban, az alapértelmezett mddszer legyen a Jacobi modszer! Nézzuk meg az
iterativ.m fajlt!

function [x,1,X]=1terativ(A,b,e,imax,method)

% A*x=b Linedris egyenletrendszer megoldasa iterativ médon,

% Jacobi vagy Gauss-Seidel médszerrel (alapértelmezett: Jacobi).
% Bemenet: A, b, e-hibahatar, imax - maximalis iteracié szam

% method - 'Jacobi' vagy 'GaussSeidel' (nem kotelez6 megadni)

% Kimenet: x-megoldas, i -iterdcidé szam, X-iteracios lépések

% Moédszer meghatarozasa
if nargin==4; method='Jacobi'; end
switch method
case 'Jacobi'
B = diag(diag(A)); % A matrix féatloja matrixban
case 'GaussSeidel'
B=tril(A); % A matrix alsd haromszog
otherwise % Jacobi
B = diag(diag(A)); % A matrix féatloja matrixban
end
% E1s6 iteracids lépés
Ai=eye(5)-inv(B)*A;
bi = inv(B)*b;
x0=ones(size(b)); % kiindulo érték
i=1l; x1=Ai*x0+bi; % Els6 iteracio
X=[x0,x1];
% Iteracios ciklus
while i<=imax && norm(x1-x0)>e
x0=x1;
x1=A1*Xx0+bi;
X=[X x1];
i=1+1;
end
x=X(:,end); % megoldas
end

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYV
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Bemenet az A matrix, a b vektor, e a megengedett eltérés két egymast kdveté iteracio
kozott, a maximalis iteracio szam (imax) €s a mdédszer (method), ami vagy ’'Jacobi’
vagy ’'Gaussseidel’ lehet. Alapértelmezett modszer a Jacobi modszer, azaz nem
kételez6 megadni az utols6 bemenetet. Ezt vizsgalja a nargin valtozé (Number of
function input arguments), a megadott bemend paraméterek szamat. Ha csak 4
valtozét adott meg valaki, akkor a mdédszer alapértelmezetten Jacobi médszer lesz. A
B matrix Jacobi modszer esetében az A matrix féatldja, Gauss-Seidel modszer
esetében pedig az A matrix als6 haromszdégmatrixa lesz!

A megoldashoz el6 kell allitani az Al matrixot, a bi vektort és meg kell adni a kezd6 xo
vektort, ami most egységvektor lesz. Az elsé iteracio utan addig folytatja a program az
iteraciokat, amig két egymast kovetd iteracid kozott az eltérés egy megadott
tolerancianal kisebb, vagy el nem értuk a maximalis iteraci6 szamot. Harom
kimenetunk van, a megoldas — x, az iteraciok szama — i, és az 0sszes iteracios lépés
soran kapott megoldas vektorok 0sszessége az X matrixban, ahol egymas melletti
oszlopokban vannak az egymast kdvet6 iteraciés I1épések elemei.

El6szor Jacobi mddszerrel oldjuk meg a feladatot!

> %% Jacobi modszer
> [x,1,X] = iterativ(A,b,le-6,100, 'Jacobi')
> % Ellen6rzés (relativ hiba)
> hl = norm(A*x-b);
> fprintf('Az iteracidk szama: %d, relativ hiba: %g \n',i,hl)
> %Az iteraciok szama: 15, relativ hiba: o -
2 . 10 7 6 3 e- 0 6 20 i :Jacobl rynodszer' konver'genma]g .
> 18 1
> % Grafikus megjelenités ol S
> figure(l); plot(x','*-") l (//}
> title('Jacobi moédszer konvergenciaja') ol

Utana oldjuk meg Gauss-Seidel médszerrel is!

> %% Gauss-Seidel médszer 0

\

[x,1,X] = iterativ(A,b,le-
6,100, 'GaussSeidel")

> % Ellen6rzés (relativ hiba)

> hl = norm(A*x-b);

> fprintf('Az iteracidk szama: %d, relativ hiba: %g \n',i,hl)

> % Az iterdciodok szama: 7, relativ hiba: 1.28853e-08

> Gauss-Seidel médszer konvergenciaja

> % Grafikus megjelenités 2 ‘ ‘ ‘ ! ‘

> figure(2);plot(X', '*-"); 8y

> title('Gauss-Seidel modszer 16 el
konvergenciaja') 1} r

A megoldasbdl latjuk, hogy mig a Jacobi mdédszernek
15 iteraciora volt sziksége, addig a Gauss-Seidel
modszernek elegendd volt 7.
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A Matlab-nak egyébként van egy sajat fuggvénye iterativ megoldasra, ez a gmres
parancs. Lasd:

> [x, flags, relres, iter, resvec] = gmres(A,b)
> figure(3); plot(resvec, 'b*-') % hibak kirajzolasa az iteracid soran

llletve ritka matrixok tarolasara van egy sajat formatuma, amit nagyméreti ritka
matrixoknal érdemes hasznalni:

> AS=sparse(A)

U] FUGGVENYEK A GYAKORLATON

qr - QR felbontas

svd - SVD felbontas

pinv - Pszeudoinverz szamitas SVD felbontassal

type - SzoOveges fajl tartalmanak képernyére irasa

tril - Egy matrix als6 haromszdgmatrixa

nargin - Fuggvény megadott bemend paramétereinek a szama
gmres - Linearis egyenletrendszer iterativ megoldasa

sparse - Ritka matrixok tarolasa
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7. NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Nemlinearis egyenletek gyakran el6fordulnak az épitbmeérnoki feladatok soran.
Vannak olyan esetek is, amikor nem egy darab nemlinearis egyenlet zérushelyeit
keressik, hanem tobb nemlinearis egyenlet metszéspontjat, egy nemlinearis
egyenletrendszer megoldasat. llyenek példak példaul jellemzéen a kulonbdzé
geodéziai pontmeghatarozasi feladatok (ivmetszés, elémetszés, hatrametszés stb.),
de a rudszerkezetek egyensulyi egyenletei és a sulytamfalak tervezése soran is
nemlinearis egyenletrendszereket kell megoldanunk. Most nézzink meg egy
mobiltelefonnal térténd pozici® meghatarozasi feladatot fix mobil adétornyokhoz
képest, amikor megmérjuk a telefon és a kornyezd adodtornyok tavolsagait. Ez
tulajdonképpen egy ivmetszési feladat.

A mobiltelefonok pozicidjanak meghatarozasakor
rendelkezésre all az eszkdz és a bazisallomasok
tavolsaga. A tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg
a bazisallomasok koril (lasd abra). A kérok masodfoku
egyenletek, és ezek metszéspontja adja a mobiltelefon
poziciojat. Az egyenleteket a kovetkez6 implicit
alakban adhatjuk meg, két ismert bazis esetén:

(x—x)>+ @ —y)? =1L =0
(x=x)?+ (y—y2)? =17 =0
Amennyiben legalabb 3 tavolsag, azaz 3 kor, valamint

a bazisok koordinatai ismertek, az ismeretlen hely
egyértelmien meghatarozhaté.

n
n /
/
‘ 2-es dllomds
1-esdllomas  Ismekeflen hely (X2.2)

(x3.01)

Két masodfoku egyenletbél allo két ismeretlenes egyenletrendszer megoldasa 4. foku
polinom gyodkeinek megtalalasara vezethet§ vissza. Ezt megoldhatnank
visszahelyettesitéssel egyedileg, vagy megprébalhatjuk automatizalni a folyamatot
numerikus modszerek hasznalataval.

EGYENLETRENDSZER VEKTOROS JELOLESMODJA

A nemlinearis egyenletrendszerek altalanos megoldasahoz vezessik be a vektoros
jelolésmaodot, igy egyszerlibb lesz dolgozni az egyenletekkel és a Matlab beépitett
fuggvényei is ilyen alakban igénylik a megadast.

Altalaban akkor tudjuk megtalalni egy egyenletrendszer megoldasat, amikor az
ismeretlenek szama megegyezik az egyenletek szamaval. Az egyenletrendszereket a
kovetkezd alakban szokas megadni:

fl(xlﬁxZ!x?,ﬁ vy Xn ) =0
fZ(xll x2) x3! "-;xn ) = O

f3(.X1,X2,X3,...,xn ) =0

frn(xq, %5, %3, 0, % ) =0
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Az egyszerliség kedvéért a megoldasok

7. Nemlinearis egyenletrendszerek

legyenek az x vektor

elemei

x = (x4, %2,%3,..., %, ), €S az f is legyen egy vektor, amelyben az egyenletek vannak
f =1 fz 0 fn ). Ezzel a jeldléssel az egyenletrendszert egyszerlen le tudjuk irni:

fx)=0
Egyvaltozos esetben egy x, kezdeti értéket kell felvennunk. Tébbvaltozos esetben egy
xo vektorban adjuk meg az 0sszes valtozé kezdeti értékeit. Minél tobb valtozonk van,
annal tobb j6 kezdeti értéket szukséges meghataroznunk, ami nem mindig konnyd
feladat. Gyakorlatban azonban kihasznalhatjuk az adott probléma mérnoki ismereteit
és ezek alapjan gyakran tudunk adni jo kozelitd értékeket akar tobbvaltozos esetre is.
Ha tudjuk abrazolni az egyenleteket (példaul kétvaltozos esetben), akkor az abra
alapjan is meghatarozhatunk kiindulé adatokat.

POZICIOMEGHATAROZAS MOBILTELEFONNAL

A feladatunk pozici6 meghatarozas lesz mobiltelefonnal. A példaban tegyuk fel, hogy
csak 2 mobil adotoronytdl ismerjuk a tavolsagot, igy a poziciora két lehetséges helyet
fogunk kapni. Az egyes bazisallomasok koordinatait és a tavolsagméréseket az alabbi
tablazat foglalja 6ssze (kilométer mértékegységben).

Bazis sorszam

X koordinata

(x,)

Y koordinata

()

Bazis-terminal
tavolsag (ri )

1

1

1

5

2

10

8

8

Az egyenleteket a kovetkezd implicit alakban adhatjuk meg:
(x—1D2+(@y—-12-5%2=0
(x—10)2+(y—8)2-82=0
ahol az x,y koordinatakat keressuk.

El6szor abrazoljuk a két implicit alakban adott
flUggvényt az fimplicit paranccsal. Az fimplicit
paranccsal f(x,y) = 0 implicit alakban megadott "
fuggvényeket lehet abrazolni. A szinek, vonaltipus
stb. megadasa a plot
torténhet. Egyel6re hasznalhatdo még az ezplot
parancs is erre a célra (illetve Octave-ban csak ez),
de a késdObbi Matlab verziokbdl az ezplot ki fog

parancshoz hasonldéan 1o}

Poziciémeghatarozas mobiltelefonnal

20

|
-

L \ 7
\ ’
N 4

’
-

N -

x-1)? + (y-1)% -5
= T T (x10)% + (v-8) - 87

S
x H‘N
//’
5

0 10 15

kerulni. .
> clear all; clc; close all;
> fl =@(x,y) (x-1).A2 + (y-1).A2 - 5A2;
> 2 =@(x,y) (x-10).A2 + (y-8).A2 - 8A2; e
> figure(l);
> gl=fimplicit(fl,[-5 20 -5 20]); hold on;
> fimplicit(f2,[-5 20 -5 20],"'--r",'Linewidth',2);
> axis equal;
> Tegend('(x-1)A2 + (y-1)A2 - 5A2","(x-10)A2 + (y-8)A2 -

8A2','Location','SE")

\
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title('Poziciomeghatdrozas mobiltelefonnal')
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

Hogyan tudjuk megtalalni a két egyenlet metszéspontjait? Egyvaltozos esetben a
nemlinearis fiuggvény zérushelyeit kerestlk, amihez hasznalhattuk példaul a Newton-
modszert. Tobbvaltozés esetben is alkalmazhatdé a Newton-moédszer, némi
atalakitassal. Nézzik ezt meg!

TOBBVALTOZOS NEWTON MODSZER

Nézzuk meg részletesen az egyik legismertebb modszert, a tobbvaltozés Newton-
modszert, a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasara, hogy konnyebben
megeértsik a megoldas egy lehetséges maodjat. Ez az egyvaltozds eset megoldasabdl
altalanosithat6. Egyvaltozos esetben a Newton mddszer a fliggvény linearizalasabdl
volt levezethet6 x, helyen:

f) = f(xo) + f(x0) - (x — xp)

Tobbvaltozés esetben f linearis kozelitése x, helyen:

f(x) = f(x) +](xo) - Ax
ahol f(x) az egyenletrendszer egy oszlopvektorban, x, a vektorban megadott
kezd&éértékek minden valtozéhoz, Ax = x — xq, az f'(x,) helyett szerepl6 J(x,) pedig
az nxn-es Jacobi matrix értéke az x, helyen. A Jacobi matrix elemei az egyenletek
parcialis derivaltjai:

ofi Ofi O  Of

dx; 0x, O0x3 dx,
| 0f 0, 0f  Ofr|
J=]0x; 0x, 0x;3 0x,, i
of 0 s O
dx; 0x, 0x3 dxy,

Pl. az alabbi egyenletrendszer Jacobi matrixa:

- J(x) =

3x2+2y+1=0 6x 2]
—x3—-5y+2=0 —3x? =5

Szeretnénk megoldani az f(x) = 0 egyenletrendszert.

fOiva) = flx) +J(x) (g — %) =0
A kérdés, hogyan tudjuk ugy megadni xi:1-et, hogy a fenti feltétel igaz legyen?
Rendezzuk at az egyenletrendszert!
Xigr = % — J ()7 (%)

Ez megoldhatd, amennyiben létezik J(x;) inverze. Ez az alak a korabban tanult
egyvaltozés Newton modszer ( x;.q = x; —%) tobbvaltozés megfelelbje. Mint az
el6z6 orakon lattuk, gyakorlatban nem szoktunk kozvetlenll inverzet szamitani.
Vezessik be a Ax = x;,1 — x; jeloléstaz f(x;) +J(x;) - (xi41 — x;) = 0 egyenlethez, és
vigylk at a bal oldalra f(x;)-t. Igy egy linearis egyenletrendszert kell megoldanunk:

J(x) - Ax = = f(x:)
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

ahol J(x;) egy nxn-es ismert matrix, — f(x;) egy ismert nxl-es vektor. A linearis
egyenletrendszerek megoldasara lattunk tobb hatékony mddszert is, amelyek mind
kilonb6zé matrix felbontasokat hasznaltak. Hasznaljuk most az x = A\b alaku
megoldast, ami négyzetes esetben LU felbontast alkalmaz. Miutan Ax értéke ismert,
igy Xi+1 Szamithaté:x;,, = x; + Ax.
Az egyes iteracidkban a megoldandé feladat tehat:

o J(x;) Ax; = — f(x;) linearis egyenletrendszer megoldasa Ax;-re

e Xx;., = x; +Ax; szamitasa addig, amig f(x) = 0 vagy Ax = 0 (amig kisebb nem
lesz egy megadott tolerancia értéknél).

TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER MATLAB-BAN

irjunk fliggvényt, ami megvaldsitja a tdbbvaltozés Newton mddszert a fentiek alapjan!
Legyen a fuggveény neve newtonsys. (Mentsik a fajlt a newtonsys.m fajlba!) A leallasi
feltétel most az, hogy az iteracié két egymast kovetd Iépésében meghatarozott
megoldasok egy megadott kicsiny epszilon értéknél kevésbé térjenek el egymastdl,
illetve a ciklus leall akkor is, ha elértik a maximalis iteracido szamot. Bemenet lesz az
egyenlet rendszer, a Jacobi matrix, a kezdéértékek és a leallasi feltételt meghatarozo
maximalis iteraciészam, illetve az a kis epszilon szam, aminél kisebb Ax érték esetén
elfogadjuk a megoldast. Két kimenete lesz a fliggvénynek, a megoldas és az iteracid
szam.

> function [x1, n] = newtonsys (f, J, x0, eps, nmax)
> dx = J(xX0)\-f(x0)); % els6 iteracio
> x1 = x0 + dx; % els6 iteracio
> n=1;

> whiTle norm(x1-x0)>eps && n<=nmax

> x0 = x1;

> dx = I(x0)\-f(x0);

> x1 = x0 + dx;

> n=n+1;

> end;

> end

MEGOLDAS NEWTON-MODSZERREL

a) Jacobi matrix el6allitasa

A tébbvaltozés Newton moédszerhez, mint lattuk szikség lesz az eredeti egyenletek és
a kezdéértékek mellett az egyenletek parcialis derivaltjaira is a Jacobi matrixhoz. Ezt
szimbolikus szamitasokkal tudjuk eléallitani. Lehet kulon-kilon a parcialis derivaltakat
is szamitani a diff paranccsal, és abbdl 6sszeallitani a Jacobi matrixot, de a Matlab-
ban van egy parancs a Jacobi matrix kdzvetlen eléallitdsara (jacobian). A jacobian
parancs hasznalatahoz definialjuk most szimbolikusan az egyenletrendszert!

%% Megoldas tobbvaltozos Newton-médszerrel

syms X y

fsl = (x-1).A2 + (y-1).A2 - 5A2

fs2 = (x-10).A2 + (y-8).A2 - 8A2

disp('Jacobi matrix")

vV V. V V V
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

> js = jacobian([fsl; fs2])

> % [ 2*x - 2, 2%y - 2]

> % [ 2*x - 20, 2*y - 16]
Definialjuk fuggvényként a Jacobi matrixot, szimbolikus kifejezés helyett! Ezt
megtehetjuk ugy, hogy bemasoljuk az egyes elemeket a megfelel6 helyekre
CTRL+C/CTRL+V hasznalataval, vagy hasznalhatjuk itt is a matlabFunction
parancsot, ami szimbolikus kifejezésbdl fuggvényt allit el (lehetnek olyan esetek,
amikor ez nem mikodik).

> J=@(x,y) [2*x - 2, 2%y - 2; 2*x - 20, 2%y - 16] % vagy:

> J = matlabFunction(js)

b) Az egyenletrendszer és a Jacobi matrix vektorizalasa

A megoldashoz x,y valtozok helyett vektorvaltozokat kell alkalmazzunk, ahol az
ismeretlenek az x vektorban (x1=x és x2=Yy), az egyenletek pedig az f vektorban
legyenek. A Jacobi matrix esetében ugyanez sziukséges! Vektorizaljuk az
egyenleteinket és a Jacobi matrixot is!

> % definidaljuk f, et és J-t 1is vektorvaltozokkal
> f=@a(x) [f1(x(1),x(2)); f2(x(1),x(2))1];
> 3 = @(x) 1(x(1),x(2));

c) Megoldas Newton-mddszerrel

Oldjuk meg a problémat az altalunk definialt newtonsys fiuggvénnyel. Ehhez a
newtonsys.m fajlnak ugyanabban a kdnyvtarban kell lennie ahova mentjlik az aktualis
script fajlt is. A numerikus megoldasokhoz, mint arrdl korabban mar szé volt szikséges
kezd6érték megadasa. Minél kozelebb van a kezdéérték a tényleges megoldashoz
annal gyorsabban meg tudjuk oldani a feladatot, annal valoszinlbb, hogy konvergal a
modszer. Az abrabdl vegylunk kezdéértékeket, azokat az x és y koordinatakat, ahol a

két gorbe kozelitbleg metszi egymast! - : o)
> % 0ldjuk meg a problémat Newton moédszerrel L///
> % kezdbértékek megadasa az abra alapjan 2 T =
> x01 = [2; 5] % egyik metszésponthozhoz % X =[5:0]
> x02 = [5; 0] % masik metszésponthoz S 2
> [x1 i1] = newtonsys (f, 3, x01, le-6, 100); ° Tt

% Az 1. megoldas

> [x2 i2] = newtonsys (f, J, x02, le-6, 100);

% A 2. megoldas & 0 5 10

Az eredményeket irassuk ki formazva, és rajzoljuk is be az abraba 6ket! Ellenérzésnek
helyettesitsik be a kapott eredményeket az implicit egyenletekbe, hogy tényleg 0-t
kapunk-e (tobbvaltozds esetben az eltérésvektor normajat szokas megadni, azaz az
eltérésvektor hosszat)!

disp('Lehetséges pozicidk Newton modszerrel:')

fprintf('1l. megoldas: %.4f,%.4f, iteraciok: %d\n',x1, il)

fprintf('2. megoldas: %.4f,%.4f, iteraciok: %d\n',x2, i2)

% ellenbrzés

norm(f(x1)) % 1.4648e-14

norm(f(x2)) % 0

plot(x1(1),x1(2), 'ko")

plot(x2(1),x2(2), 'k*")

Tegend (' (x-1)A2 + (y-1)A2 - 5A2",'"(x-10)A2 + (y-8)A2 - 8A2',...
'l. megoldas','2. megoldas', 'Location', 'best")

VVVVVYVVYVVYV
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

A hiba a numerikus pontossagon beldl 0-nak tekinthetd.
AZ ered mények: Poziciomeghatarozas mobiltelefonnal

20
Lehetséges pozicidk Newton modszerrel: |“thﬂ;§
1. megoldas: 2.3005,5.8279, +iteracidk: 5 = = =(x10)? + (y-8) - 82 T
2. megoldds: 5.9995,1.0721, iteraciodk: 5 O Timedddas e N

Nézziuk meg a megoldast egy masik (x=1 és y=1) ’ X
kezd&értékkel! °

% masik kezdéérték valasztasa SR :
disp('Adjunk meg masik kezddéértéket!') / %\ ’
x0 = [1; 1] ( s e
[x3 i3] = newtonsys (f, J, x0, le-6, X /
100); P
fprintf('3. megoldas: %.4f,%.4f, i =

vV V V V

\

iteraciok: %d\n',x3, 1i3) 5 0 5 10 15
Az eredmény:

warning: Matrix is singular to working precision.
> In newtonsys at 2
In mobiltornyok at 55
warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. Results may
be inaccurate. RCOND = NaN.
> In newtonsys at 7
In mobiltornyok at 55

3. megoldas: NaN,NaN, iterdcidk: 2
Mi tortént? Miért nincs megoldasunk? (NaN = Not a Number)

Azért, mert a Jacobi matrix szingularis. A geometriai ok, hogy a kezdeti érték egybe
esik az egyik allomas koordinatajaval, a kor kozéppontjaval. Nem mindegy hogyan
valasztjuk meg a kezdbérteket, ahogy az sem, milyen modszerrel oldjuk meg a
feladatot, nem biztos, hogy konvergalni fog a megoldas.

MEGOLDAS NUMERIKUSAN FSOLVE SEGITSEGEVEL

Természetesen a Matlab-nak is vannak beépitett fuggvényei a nemlinearis
egyenletrendszerek megoldasahoz. Nézziuk meg el6szdér a numerikus eljarast
hasznalé fsolve parancsot! Az fsolve-ba tébb algoritmus is be van épitve, ezek
alapjan prébalja meg az optimalis megoldast megtalalni a program minimalizalva a
maradék eltérések négyzetdsszegeit. Az fsolve esetében tobb opcid is megadhato,
amivel gyorsitani lehet az eljarast, példaul megadhatunk Jacobi matrixot, ami a
tobbvaltozos Newton moddszerhez is kell. A kezd6értékek maradjanak a korabbiak. Az
egyenletrendszert itt is vektoros formaban kell megadni, viszont a Jacobi matrix
megadasa nem kovetelmény. A két klldonb6z6 megoldas megtalalasahoz itt is kétszer
kell lefuttatnunk az fsolve parancsot, egyszer az egyik megoldashoz kozeli
kezd6értékekkel, egyszer a masik megoldashoz kozeli kezdbértekekkel.

> % numerikus megoldas - fsolve

> x1 fsolve(f,x01) % x1 [2.3005; 5.8279]
> X2 fsolve(f,x02) % x2 [5.9995; 1.0721]

Természetesen ugyanazokat ez eredményeket kaptuk mint korabban. Numerikus
ellen6rzés végett helyettesitsuk vissza a kapott eredményeket az eredeti
egyenletrendszerbe és nézzik meg a 0-tdl vald eltéréseket.
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

> % ellen6rzés
> norm(f(x1)) % 7.4621le-12
> norm(f(x2)) % 7.0300e-08

A hiba a numerikus pontossagon belul itt is 0-nak tekinthet6. Az fsolve alkalmazasakor
megadhaté a kivant pontossag az optimset valtozé hasznalataval, hasonléan az
fzero-hoz, a 'TolFun'illetve a 'TolX' valtozékkal, elébbi a fliggvényértéket nézi, utdbbi
az egymast kovet6 x értékek valtozasat. Az alapérték mindketténél 106, Ha a feladatot
10°-en pontossaggal akarjuk megoldani, akkor igy tehetjiik meg:

> x1 = fsolve(f,x01,optimset('TolFun',1le-9))

Az fsolve-t tobb kimenettel is meghivhatjuk, igy olyan modon is, hogy rogton megadja
a flUggvényértékeket is, anélkul, hogy vissza kellene helyettesiteni az ellenérzéshez,
illetve az optimset hasznalataval az egyes iteracios lépések is kiirathatok:

> opt = optimset('TolFun',le-9, 'Display', ' 'iter');
> [X,FVAL] = fsolve(f,x01,o0pt)

Az eredménye:

X = 2.3005
5.8279

FVAL = 1.0e-11 *
0.5059
0.5485

Természetesen az fsolve parancs is hasznalhatd egyvaltozos nemlinearis egyenlet
gyokeinek a megkeresésére is, mint az fzero, viszont ez utdbbi sokkal hatékonyabban
mikodik egyvaltozos esetben (de tobbvaltozos esetben nem alkalmazhato). Hasonlo
modon megoldhatunk fsolve segitségével nem csak algebrai polinomokat, hanem
egyéb trigonometriai, logaritmus, exponencialis stb. fuggvényeket tartalmazoé egyenlet
rendszereket is.

MEGOLDAS SZIMBOLIKUSAN SOLVE SEGITSEGEVEL

A példa, amit megoldottunk egy algebrai polinom, aminek I|étezik szimbolikus
megoldasa is, amikor nincs szukségunk kezd6értékek megadasara sem, és egyszerre
megkapjuk az 0sszes megoldast, éppugy, mint az egyvaltozés esetben. Itt most a
parancs is megegyezik az egyvaltozés esetben megismerttel, ez a solve parancs. A
solve, szemben az fsolve-val, csak algebrai polinomok esetében hasznalhaté.

A solve hasznalatahoz szimbolikusan kell megadni az egyenleteket, ezt mar
megtettik a Jacobi matrix el6allitadsa soran (fs1 és fs2), hasznaljuk most ezeket itt is!
Az eredmeény tartalmazza mindkét megoldast egyszerre, egzakt alakban, szimbolikus
struktara formaban (xs). A tényleges valtozok értékeit a struktura neve (xs) utan ponttal
megadva lehet lekérdezni. Célszerli ezeket utana szamma alakitani a double
paranccsal.

> Xs = solve(fsl, fs2)

> % x: [2x1 sym]

> % y: [2x1 sym]

> XS.X, XS.y % X,y valtozék értékei szimbolikusan

> % (77*39A(1/2))/260 + 83/20 69/20 - (99%39A(1/2))/260

> % 83/20 - (77%39A(1/2))/260 (99%39A(1/2))/260 + 69/20

> xs = [double(xs.x) double(xs.y)] % x,y valtozék értékei numerikusan
> % 5.9995 1.0721
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> % 2.3005 5.8279

Mind a solve, mind az fsolve parancs ugyanazt a megoldast adta. Az fsolve
esetében a vektorvaltozés nullara rendezett egyenletrendszert kellett megadni
bemenetként, és annyiszor kellett meghivni kiulénb6z6 kezd6éértékkel, ahany
megoldasunk van. A solve esetében a szimbolikusan definialt nullara rendezett
egyenleteket kellett megadni. Ez utobbi kezd6értek nélkul egy lépésben megadta az
0sszes megoldast, viszont csak algebrai polinomoknal hasznalhaté.

GYAKORLO FELADATOK

1) Tamfal méretezése kicsuszas és felborulas ellen

Adott az abran lathato sulytamfal, ahol a
tervezés soran szeretnénk az x és y méreteket
ugy meghatarozni, hogy a tamfal mind az
elcsuszas, mind a felborulas ellen biztositva
legyen. A tamfal magassaga 2.6 méter, a
talajnyomas megoszlo6 terhe pedig 1.6 kN/m?2-tél
5.4 kN/m?-ig valtozik. Az egyenletek felirdsahoz
szUkség van az oOnsuly parcidlis tényezdjére
(0.9), a talajnyomaséra (1.4), a talaj és a beton
kozotti csuszd surlédas egyutthatéra (0.3), és
feltételezzuk, hogy az elfordulas a tamfal alsé
élének 1/10-e kordl jon létre. Kiszamithato, hogy
a tamfal az elcsuszas és felborulas ellen akkor
meég éppen biztositott, ha teljestlnek az alabbi
egyenletek:

2x%2 — (26 —x)(x +y) = 4.29
6.24x% — (2.6 —x)(x — y)(7x — y) = 4.111
Abrazoljuk az egyenleteket a [0,2]x][0,2] tartomanyon! Hatarozzuk meg az

egyenletrendszer megoldasat numerikusan és szimbolikusan is! A megoldast rajzoljuk
be az abraba, és ellenérizzik az egyenletekbe behelyettesitve Oket!

> % Sulytamfal méretezése elcsUszas és kifordulas ellen
> clc; clear all; close all
> %% A fliggvények abrazolasa
> fl = @(x,y) 2*x.A2-(2.6-x).*(x+y)-4.29
> f2 = @(x,y) 6.24*%x.A2-(2.6-X).*(x-y).*(7*x-y)-4.111
> figure(l);
> fimplicit(fl,[0,2,0,2]); hold on; z T
> fimplicit(f2,[0,2,0,21); 1oy |
> %% numerikus megoldas 16F ‘
> % a fuggvények vektorizaldasa - {
> f=@(x) [f1(x(1),x(2));f2(x(1),x(2))] \
> % kezdéértékek az abrabdl 2 \
> x0=[1.8; 0.3]; Lr S
> [x, fval]l = fsolve(f,x0) 08t e
> % X = digk ™
> % 1.7383 h
> % 0.2969 4
> % fval = 1.0e-10 * 920
e 0 O..2 0t4 0..6 OtB ‘; 1 ,.2 1 i4 2
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

% 0.0504

% 0.9412

% berajzoljuk az abraba

%% szimbolikus megoldas
plot(x(1),x(2), " 'ro")

syms x vy

fsl 2%%.A2-(2.6-x) .*(x+y)-4.29

fs2 6.24%x.A2-(2.6-x).%*(x-y).*(7*x-y)-4.111
xs = solve(fsl, fs2)

% x: [4x1 sym]

% y: [4x1 sym]

xs = [double(xs.x) double(xs.y)] % x,y valtozok értékei numerikusan
% -0.4219 + 0.0407i -0.8806 - 0.0810i

% -0.4219 - 0.0407i -0.8806 + 0.0810i

% 1.7383 + 0.00001 0.2969 + 0.0000i

% 2.3294 + 0.00001 21.9170 + 0.00007

xsl = real(xs(3,:))

% xsl1l = 1.7383 0.2969

VVVVVVVVVVVVVVVVYVYV

A szimbolikus megoldasnal 4 megoldast is kaptunk, azonban ebbdl kettd komplex
megoldas, egy pedig kivul esik a megadott tartomanyon. Marad a harmadik sorban
lévé megoldas (a 0 komplex rész elhagyhatd a real parancs hasznalataval).

2) Gyakorlasképp oldjunk meg egy nem algebrai polinomokbdl allo
egyenletrendszert is a Matlab beépitett numerikus médszerével és a Newton
modszerrel is!

1.2sin(x)-y=1
0.8sin(y)-x =1
Abrazoljuk az egyenletrendszert az x =0...2r , y = 0...2m tartomanyon, majd

hatarozzuk meg az egyenletrendszer megoldasait! Ellenérizzik a megoldasokat
visszahelyettesitéssel, és az abraba is rajzoljuk be a megoldasokat!

> clc; clear all; close all; 0.8 sinfy) x-1=0
> f1l = @(x,y) 1.2*sin(x).*y-1 6l ' ' '
> f2 = @(x,y) 0.8*sin(y).*x-1
> f =) [fi(x(@), x(2)); 5f
f2x(D, x(2N1;
> hl = fimplicit(fl, [0 2*pil); 4r
> hold on;
> h2 = fimplicit(f2, [0 2*pil); 2
> set(hl, 'color','b");
set(h2,'color','r") 2r
> %% Megoldas fsolve segitségével
> % els6 megoldas g
> opt = optimset('Display’, : ; : : :
"iter'); % 1 2 3 4 5 B
> x01 = [1.6; 0.8] x
> x1 = fsolve(f, x01, opt) % x1 = 1.6810 0.8384
> norm(f(x1)) % 8.0708e-11
> plot(x1(1), x1(2), 'ko")
>
> % masodik megoldas
> x02 = [2.8; 2.7]
> x2 = fsolve(f, [2.8 2.7], opt) % x2 = 2.8258 2.6834
> norm(f(x2)) % 1.1585e-08
> plot(x2(1), x2(2), 'k*')
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7. Nemlinearis egyenletrendszerek

>

> %% Megoldas Newton modszerrel

> syms X y

> fls = 1.2%sin(x)*y-1

> f2s = 0.8%sin(y)*x-1

>

> js = jacobian([fls; f2s])

> % [ 1.2*y*cos(x), 1.2*sin(x)]

> % [ 0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]

>

> J=@(x,y) [1l.2*y*cos(x), 1.2*sin(x); 0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]

> ] = @(x) 1(x(1),x(2));

>

> [x1 il1] = newtonsys (f, 3, x01, le-6, 100) % Az 1. megoldas

> [x2 i2] = newtonsys (f, J, x02, le-6, 100) % A 2. megoldas

>

> % x1 = [1.6810 0.8384], i1 = 4

> % x2 = [2.8258 2.6834], i2 = 3

> norm(f(x1)) % 1.1102e-16

> norm(f(x2)) % 3.1402e-16

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

fimplicit - f(x,y)=0 implicit alakban megadott fliggvények abrazolasa
axis equal - Egyenl6 beosztas a tengelyeken
jacobian - Jacobi matrix kiszamitasa (egyenletet parcialis derivaltjai)
fsolve - Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa numerikusan
solve _ Algebrai polinomokbdl all6 egyenletrendszer megoldasa

szimbolikusan
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8. REGRESSZIO

A mérnoki gyakorlatban sokféle fizikai mennyiséget mérnek miiszerekkel, amiket
manapsag tobbnyire digitalizalnak és a mérési eredményeket diszkrét pontonként
taroljak. llyen példaul szilardsagtanbdl a szakitovizsgalat, ahol az anyagok huzoé
igénybevétellel szembeni ellenallasat meérik vagy geodéziabdl a teljes hullamalakos
lézerszkennerek mérései. A méréseket kulonb6zé6 mdédokon hasznaljak fel, van amikor
tudjak, hogy az adott fizikai mennyiség milyen alaku Osszefuggéssel irhatd le és
fuggveényillesztéssel (regresszio) keresik ennek a fliggvénynek a paramétereit, maskor
a mért pontok kozo6tt lenne sziikség a becsult értékekre (interpolacio) vagy meg kellene
becsilni, hogy a mért tartomanyon kivil hogyan alakulnanak az adatok (extrapolacio).

Regresszio (fuggvenyillesztés) esetén meghatarozzuk a pontokra legjobban illeszked6
fuggvény paramétereit, ilyenkor a meghatarozott fliggvény tébbnyire nem megy at a
mért pontokon, csak kdzel halad hozzajuk. Interpolacié esetén az ismert pontok kozotti
ertékeket szeretnénk megbecsulni, ugy, hogy a gorbe (altalaban valamilyen polinom)
minden mért ponton athaladjon.

Regresszid Interpolacid

REGRESSZIO MINOSITESE

Regresszio esetében a 'legjobban' illeszkedd fuggvényt keressik. Hogyan tudjuk
mérni, mi a legjobban illeszked6? Ehhez meg kell hatarozzuk az eltéréseket a meért
pontok y; koordinatai és az illesztett figgvény adott pontbeli f(x;) fUuggvényértéke kdzott.
Ezeket maradék eltéréseknek is szoktak nevezni (ri): r; = y; — f(x;)

A maradék eltéréseket kellene valamilyen médon minimalizalni, az 6sszes pontra.
Lehetne egyszerlien 6sszeadni a hibakat, de ebben az esetben el6fordulhatna, hogy
nagyon nagy pozitiv €s nagyon nagy negativ hibak vannak, amelyek kiejtik egymast
és hiaba lesz nulla az 6sszes eltérés, az illeszkedés rossz lesz. Lehetne a hibak
abszolut értékeit venni, akkor nem ejthetnék ki egymast a hibak, viszont ebben az
esetben nem egyértelm a fliggvény illesztés, pl. adott ponthalmazra tébb egyenes is
illeszthet6 ugyanakkora Osszes hibaval. A megoldas erre, hogy a hibak
négyzetdosszegét minimalizaljak. Ezzel jol lehet mérni az illeszkedés mindségét és
egyértelmld megoldast ad a fliggvény paramétereire. Minimalizalandoé dsszes hiba (S):

S= Zn:riz :Zn:(}’i — f(x))?
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8. Regresszié

A regresszi6 lokalis mindsitése a maradék eltérések (ri - rezidiumok) alapjan térténhet,
a globalis mindsités pedig ezeknek a korrigalt tapasztalati szérasaval:

Z i —fG)? _
n—np

ahol n a rendelkezésre all6 mérések, np a becsult paraméterek, f pedig a folos
mérések szama (f=n-np).

EGYENES ILLESZTES

Nézzunk egy konkrét példat szilardsagtanbol! Egy jol
megmunkalhato, otvozott acél szakitdvizsgalatabol
szarmazo méréseket kell feldolgozni. A teszt soran a
terhelés folyamatosan novekszik egy maximum
értékig, utana csdkken, majd tdnkremegy (eltdrik) az
anyag. A vizsgalatbol meghatarozhat6 a rugalmassagi
modulus (vagy Young-modulus) (B), a
szakitészilardsag (1), az egyezményes folyashatar (2)
(0.2% maradd alakvaltozashoz (5)) az aranyossagi
hatar (3)°. Most a rugalmassagi hataron belil érvényes
Hooke-térvénye alapjan meghatarozzuk a :
rugalmassagi modulust, az egyezményes folyashatart, 5 €
a szakadas helyét és a szakitoszilardsagot!

Ehhez el6szor toltsik be a mérési adatainkat a szakitovizsgalat.txt fajlbol! Ebben a
mért fajlagos alakvaltozasokhoz (€ - %) tartozo feszultség (o - Mpa) értékek talalhatdak
meg.

700

> % Szakitévizsgalat
> clc; clear all; close all;

> data = 21
Toad('szakitovizsgalat.txt'); i

> x = data(:,1); % fajlagos
alakvaltozas, epszilon

> y = data(:,2); % fesziltség, szigma 200

> figure(l)

> plot(x,y," .")

600

300

100

Azt, hogy hol megy tdonkre az anyag, konnyld meghatarozni, az utolsé mérési
eredményt kell venni, ez a maximalis ¢ érték is egyben. A szakitdszilardsag
meghatarozasahoz a maximalis fesziltség (o) értéket kell megkeresnunk:

> disp('Tonkremenetelhez tartoz6 fajlagos alakvaltozds:')
> x(end) % ugyanaz, mint a max(x) => 0.2644 %

> disp('szakitészilardsag: ")

> max(y) % 668.3606 Mpa

9 CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=647577
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8. Regresszié

Tehat 26.4 % fajlagos alakvaltozasnal szakadt

el az anyag, és 668 MPa volt a maximalis 0
feszultség, a szakitoszilardsag. A 30}
rugalmassagi modulus meghatarozasahoz azt a0}

a szakaszt kell megkeressuk, ahol linearis az
Osszefuggés a fajlagos alakvaltozas és a
feszlltség kozott, és erre kell egy egyenest

280

200

illesztenlnk. Az egyenes meredeksége lesz a 1801 b
rugalmassagi  modulus  értéke.  Ehhez 100 ‘.’5"
nagyitsunk bele egy kicsit az abraba, 0.6 % sl %
alakvaltozasig és 400 MPa fesziiltségig! Deéé

> axis([0 0.006 O 400]1)

A fenti abran latszik, hogy a mérés elején, az

origd kozelében nem tekinthet6 linearisnak a mérés a miszer bizonytalansaga miatt,
igy az egyenes illesztéshez le kell vagni az adatok elejét, most vagjuk le, ami kisebb,
mint 0.02 %. Meg kell keresni a rugalmassagi hatar (aranyossagi hatar) felsé végeét is,
vegyuk ezt most 0.15 %-nak.

x10°

400

Megjegyzés: a linearis szakasz végét az abra
alapjan allapitottuk meg. Segitségul a 'data

380+

300+

cursor' gombra kattintva lekérdezhetjuk az 50}

egyes pontok adatait. Valogassuk le logikai sl {3"

indexelést hasznalva a linearis szakasz ol *;;i

pontjait, ahol az x koordinata nagyobb, mint K

0.0002 és kisebb, mint 0.0015! 5
> feltetel=and(x>0.0002,x<0.0015); 52’}9 S
> X1 = x(feltetel); 0 1 2 3 2 5 E
> yl = y(feltetel); X8
> hold on;
> plot(x1,yl, ' 'r*");

Vizsgaljuk meg, hogy a levalogatott pontok kdz6tt tényleg linearis kapcsolat all-e fent.
Ehhez szamoljuk ki a linearis korrelaciés egyutthatot:

o L —D0i—)
VI — 02X (v — §)?

x1-mean(x1)
yT-mean(yT1)
> r = sum(xs.*ys)/sqrt(sum(xs.A2)*sum(ys.A2)) % 0.9805

\%
X
%]
|||

Vagy ugyanez egyszeriibben a matlab beépitett corr2 parancsaval:
> r = corr2(x1,yl) % 0.9805

Minél jobban kozelit a korrelacios tényez6 abszolut értéke az 1-hez, annal inkabb
linearis a kapcsolat a két valtozé kdzott. Mivel most 0.98 lett ez az érték, a kapcsolatot
linearisnak tekinthetjuk és illeszthetink ra egy egyenest. Ehhez nézzik meg az
egyenes egyenletét: y =m-x + b. Ebben két ismeretlen talalhaté m, az egyenes
meredeksége és b eltolas paraméter, ahol az egyenes metszi az y tengelyt. A

92



8. Regresszié

levalogatott mérések alapjan 75 Osszetartozd x,y értékunk van, ezek alapjan 75
egyenletet tudunk felirni, amelyek linearisak az ismeretleneket tekintve (m,b):

m-x;+b=1y, Matrixos alakban x 1 Y1
m-x2+b=y2 (A-x =B): q=| * 1 ‘B = Y2
M- x5 +b= Ve X75 1 Y75

Ez egy tulhatarozott egyenletrendszer, ahol a maradék eltérések négyzetosszegének
minimalizasaval szeretnénk megkapni a legkisebb hibaju megoldast. A korabbi 6rak
alapjan ehhez hasznalhatjuk példaul a tulhatarozott esetben QR felbontast alkalmazé
x=A\B alaku parancsot, vagy az SVD felbontast hasznalé x=pinv(A)*B-t is.

El6szor el6 kell allitanunk az A alakmatrixot az ismeretlenek egyutthatéival. Az elsé
oszlopban m egyutthatéi lesznek, vagyis xi értékei (xi!), a masodikban pedig b
egyutthatéja, ami mindig 1, ezt irhatjuk az egyszeriiség kedvéért x© alakba is.

> A = [x1.A1 x1.A0]
> B = vyl;
> mb = A\B
> % egyenes egyenlete
> m = mb(1)
> b = mb(2)
> f = @(x) m*x+b
> hold on;
> fplot(f,[0 0.0015],'g", 'Linewidth',3);
> axis([0 0.006 0 400])
m x+b
400
350 - . 4 E® 7 om
300+ o ¥ :
260 | 3 g
150 F ;;* -
+ 4t
100} 5 .
H
e
‘-t ¥
50 !;é > .
D , 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B
* x10°

Az illesztett egyenes meredeksége lesz a rugalmassagi modulus értéke:

> format Tong
> E=m%E = 1.656261744954783e+05

Vagyis a mérés alapjan meghatarozott E rugalmassagi modulus értéke: 165 626
N/mm? (MPa).
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PARABOLA ILLESZTES

A folyashatar megallapitasa ebben az esetben nem egyértelm{ az abrabdl, ennek az
anyagnak nincs jol lathato folyashatara. llyenkor az egyezményes folyashatart szokas
hasznalni, ami a 0.2% marad6 alakvaltozashoz tartozé fesziltség érték. Ezt a
szakitodiagrambdl ugy lehet meghatarozni, hogy 0.2% fajlagos nyulas értékétél
parhuzamos egyenest huznak a linearis szakasszal, vagyis E meredekséggel kell
berajzolni egy egyenest ebbdl a pontbdl, és ahol ez metszi a szakitogorbét, ott kell
leolvasni a feszultséget. Definialjuk ezt az egyenest és rajzoljuk be az abrabal

% 0.2%-os folyashatar E (0.002)
fhatar = @(x) E*(x-0.002) 400 ' '
fplot(fhatar,[0 0.006])
axis([0 0.006 0 400])

Hogyan hatarozzuk meg ennek az
egyenesnek és a szakitdgorbének a 250 |
metszéspontjat? Joé lenne illeszteni
egy fuggvényt arra a szakaszra is,
ahol a metszéspont is talalhato, és 180
ennek a metszéspontjat megkeresni el
az egyenessel. Ehhez valogassuk le
az el6z6ekhez hasonléan a x>0.0015
és x<0.006 pontokat:

> % 0.0015 és 0.006 kozotti X X 10
szakasz

feltetel2=and(x>0.0015,x<0.006);
xp = x(feltetel2);

yp = y(feltetel2);

plot(xp,yp, 'm*")

Erre most illessziink egy masodfokl polinomot, egy parabolat y = ¢, + ¢ - x + ¢, * x?
alakban!

380+

vV V. V V

300

200+

a0

o

vV V. V V

yl = CO + Clxl + szjz_ Métl’IXOS alakban 1 x1 x12 yl
— 2

Y2 = Co + C1Xy + €5 4= 1 x, x,° = i

Yn = Co + C1Xp + szrzl 1 x, xnz Yn

A parabola (masodfoku polinom) illesztéséhez el kell allitanunk ismét a megfeleld
alakmatrixot (az ismeretlen co, c1 és c2 egyutthatdit), és megoldanunk egy tulhatarozott
linearis egyenlet rendszert!

A = [xp.A0 xp.Al xp.A2]

b = yp;

% tulhatarozott 1in. egy. rsz. megoldasa
c = A\b

% parabola egyenlete

f2 = @(x) c(D) + c(2).*x + c(3)*x.A2
fplot(f2,[0.0015 0.006],'g", 'Linewidth',3)
axis([0 0.006 0 400])

VVVVVYVVYV
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400

350

300

250

200

1580

100

50

5 B

X x10°

Most mar csak a metszéspontot kell megkeressuk. Ezt a korabbi tanulmanyaink
alapjan szintén konnyen megtehetjuk. Egy f(x) és egy g(x) fUggvény metszéspontjaban
f(x)=g(x). Ezt nullara rendezve a h(x) = f(x)-g(x) = 0 nemlinearis egyenlet gyokeit kell
megkeresni, amit megtehetlink példaul a beépitett fzero fliggvényt alkalmazva!

vV V.V V V V

%% 0.2 %-hoz tartozé folyadshatar megallapitasa

% fhatar(x) = f2(x), vagyis h(x) = fhatar(x) - f2(2)=0
h = @(x) fhatar(x) - f2(x)

metszes = fzero(h,0.004)

folyashatar = f2(metszes) % 345.818 MPa

plot(metszes, folyashatar, 'ro')

Az egyezmeényes, 0.2% maradék alakvaltozashoz tartoz6 folyashatar a mérésunknél
346 MPa-ra adodott.

Hasonlbéan az eddigiekhez harmad, negyed stb. foku polinomokat is illeszthetliink az
adatainkra. A magasabb foku polinomoknal azonban vigyaznunk kell, mert az
alakmatrixunk rosszul kondicionalt lesz és bizonytalan lesz a megoldasunk, a mérési
pontjainkra lehet, hogy tokéletesen fog illeszkedni a polinom, de ko6zottuk oszcillacid
Iéphet fel. Erre fogunk majd példat latni az interpolaciénal.
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POLINOM ILLESZTES MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEIVEL
(POLYFIT, POLYVAL)

A rugalmassagi modulus meghatarozasahoz a feladat els6 részében egy egyenes
illesztésre volt szikség, ami megfelel egy elsé6foku polinomnak, a feladat masodik
részében pedig masodfoku polinomot illesztettink. Matlab-ban van egy parancs
(polyfit), amivel 6sszetartozé pontparokhoz hatarozhatjuk meg tetszéleges fokszamu
polinom egyutthatoit. Az eredménye ennek egy vektor lesz, ami a legkisebb négyzetek
modszerével illesztett polinom egyutthatoit tartalmazza, a legnagyobb foku tagtol
kezdve visszafelé a konstans tagig. Ennek a parancsnak van egy parja is, a polyval
parancs, ami kiszamolja egy tetsz6leges pontban a polinom értékét, ha megadtuk azt
a vektort, ami az egyutthatokat tartalmazza. Ez utébbit meghivhatjuk egy konkrét x
értékre, vagy definialhatjuk fliggvényként x fliggetlen valtozéval. Nézzik meg, hogyan
oldhattuk volna meg az el6z6 feladat fUggvény illesztéseit ezekkel a parancsokkal!

% egyenes illesztése (els6foku polinom)
al = polyfit(x1,yl,1)

pl = @(x) polyval(al,x)

% parabola illesztése (masodfoku polinom)
a2 = polyfit(xp,yp,2)

p2 = @(x) polyval(a2,x)

figure(2)
plot(x,y,'r*"'); hold on;
fplot(pl, [0 0.0015]);
fplot(p2,[0.0015 0.006])
axis([0 0.006 0 400])

VVVVVVVYVYVYVYVYV
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NEMLINEARIS REGRESSZIO LINEARIS ALAKBA [RASSAL

A valésagban nagyon sok olyan fizikai jelenség van, ahol a mennyiségek kozotti
kapcsolat nem linearis. Példaul a légslirliséget (p) a magassag (h) fuggvényében
exponencidlis fliggvénnyel lehet modellezni: p =k-e™" | egy elejtett targy v
sebessége a megtett x Ut fliggvényében az alabbi fliggvénnyel irhato le: v2 = 2 g x.

Nagyon sok nemlinearis fuggvény van, de most csak azokkal fogunk foglalkozni,
amelyeket at lehet ugy alakitani, hogy egy linearis egyenletrendszer megoldasaval
megtalaljuk a paramétereket legkisebb négyzetek modszerét alkalmazva. llyen tobbek
kozott a

e hatvanyfuggvény: y = k x™
e exponencialis fuggvény: y = ke™* vagy y = k 10™*
e reciprok fliggvény: y =

mx+c

Az algebrai polinomok is ilyenek, ezeknek az illesztését mar lattuk az el6z6 példaban.
Az a kérdés, hogyan tudjuk a fenti figgvényeket linearis alakba irni?

Altalaban Uj valtozok bevezetésével tudjuk atalakitani a kétvaltozés nemlinearis
egyenletet, hogy az Uj valtozok (amelyek az eredeti valtozokbodl levezethetbek) mar
linearis kapcsolatban alljanak a keresett paraméterekkel. Nézzunk erre egy példat,
hozzuk linearis alakra a hatvanyfuggvényt, vegyuk mindkét oldal természetes alapu
logaritmusat!

In(y) = In(k x™) = mIn(x) + In(k)
Vezessunk be uj valtozokat, hogy Y = ¢; X + ¢, linearis alakra hozzuk az egyenletet.
Most legyen Y = In(y), X = In(x), ¢; = m, ¢, = In(k):

In(y) = miIn(x) + In(k)
Y c1 X + Cy

A fenti formaban mar alkalmazhatjuk a linearis regressziot, és amint megkaptuk ¢4, c,

értékeét az eredeti 6sszefuggés keresett paraméterei konnyen meghatarozhatoak:
m=c, k = e‘2

Sok mas nemlinearis egyenlet is linearis alakba hozhaté hasonléan. Nézzuk meg erre

a bevezetbben emlitett egyik példat!

A légslriséget (p) a magassag (h) fUggvényében exponencialis fuggvénnyel lehet

modellezni: p = k-e™". A kdvetkezd tablazatban kildnbozd magassagokban mért
légslriség ertekek talalhatdak:

h [m] 1 4000 | 8000 | 12000 | 16000 | 20000

p [kg/m3] | 1.225 | 0.820 | 0.525 | 0.309 | 0.168 | 0.092

Linearis regressziot hasznalva hatarozzuk meg a legjobban illeszkedé fuggvényhez a
k és m egyutthatokat! Az egyenletet hasznalva mekkora lesz a 8850 m magas
Csomolungman a légsriiség? Milyen magasan lesz 1 kg/m?3 a légs(iriiség? Vizsgaljuk
meg lokalisan és globalisan a gorbeillesztés hibait!
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8. Regresszié

A megoldashoz toltsuk be a legsuruseg.txt allomanyt, amiben a fenti adatok vannak.

vV V. V V

vV V. V V

% 1égslrlség a magassag fliggvényében
clear all; close all; clc;

data = load('Tlegsuruseg.txt')

% p=k*eA(m*h) - exponential function,
mk = ?

h = data(:,1) % magassag

p = data(:,2) % legslrlség

figure(l)

plotCh,p,'r*")

Hozzuk linearis alakra az exponencialis
figgvényt! p = k-e™"M

V V VYV V\VYV

In(p) = mh + In(k)
Y = C1X + CZ
Y = Tog(p)
X =h
% A*x=b alakban felirva
A = [X.Al X.A0]
b =Y 14}
% megoldas:
c=A\b % cl =m, c2 = Tn(k) 1.2F
A keresett paraméterek: m = ¢;, k = e“2
% a keresett paraméterek osl
m = c(l)
k = exp(c(2)) i

VV V VYV YVVYV

% illesztett flggvény

f = @ch) k*exp(m*h) ey

% felrajzolva
hold on;
fplot(f,[0 20000])

02r

0

08 *

06

0.4

02

k exp(m h)

0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
h 4

Az egyenletet hasznalva mekkora lesz a 8850 m magas Csomolungman a
légsiriiség? Milyen magasan lesz 1 kg/m? a légs(irliség? Az elsd kérdést egy egyszerl
behelyettesitéssel megvalaszolhatjuk, a masodikhoz az f(x) = 1 egyenletet at kell
alakitani g(x) = f(x) — 1 = 0 alakra és megkeresni ennek a nemlinearis egyenletnek
a gyokeit. Ehhez szukséges egy kezdbeértéket is megadni, amit vehetlink az abrabdl
korilbelll 2000-nek (0.2x10%).

vV V.V V V V

% Tegnyomas 8850 m magasban
p8850 = f(8850) % 0.4285

% Milyen magasan lesz 1 kg/mA3 a Tégslirliség?

g = @Ch) f(h)-1
h06 = fzero(g,2000) % 2.3415e+03

Tehat a Csomolungman 0.4285 kg/m? a leveg6 slirlisége, és 2342 m-en lesz pont 1
kg/m? a slrliség.

Nézzik meg a maradék eltérések alakulasat! Rajzoljuk fel 6ket egy oszlopdiagramra,
és szamitsuk ki az eltérések négyzetdsszegét és a maradék eltérések korrigalt
tapasztalati szérasat!
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r=p -

barch,r)
% hibak
S=

VVVVVVVVYVYV

\%

sum(r.A2) %
% korrigalt tapasztalati szoéras

n = length(h) % mérések szama

np = 2 % becsult paraméterek szama: k, m

szoras = sqrt(s/(n-np)) % 0.0712

% regresszid maradék hibai

f(h)

% maradék eltérések felrajzolasa
figure(2)

négyzetdsszege
0.0203

0.05

-0.05

0.1

-0.15

8. Regresszié

0.0001 0.4 08

12 186 2
><1D4

Foglaljunk 0ssze egy tablazatban néhany nemlinearis egyenletet, amit hasonloképpen
megoldhatnank linearis regresszioval!

Ertékek a
Nemlinearis Linedris alak Y=cX+c Keresett linearis
egyenlet alakban paraméterek | regressziohoz
(képe egyenes)
Y =In(y),X
In(y) m= ¢
y=kx™ _ = In(x), . In(x),In(y)
=mlIn(x) + In(k) ¢ =m, ¢, = In(k) k=e“
Y=In(y), X =x m= ¢
— mx —
y=ke In(y) = mx + In(k) L =m, ¢ = In(k) K = o© x,In(y)
Y=1g(y),X =x m= ¢
— mx —
y= k 10 18(}’) =mx + lg(k) cp=m, c, = lg(k) k = 1002 X, lg(J’)
1 1 =1 = = 1
)- e | Y=Wp=n [ mea [
mx+k y cg=m,c; =Kk k=c; y
_1 _1
mx 1 k1 1 V="/y X =", m= 1/, 11
y:x+k —_ = — -4 — C1=k/m'C2 _ 2 -, —
y mx m __1/ k=c/c xy
- m
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8. Regresszié

NEMLINEARIS EGYENLET TiPUSANAK KIVALASZTASA10

Az el6z6 feladatban rendelkezéslinkre allt egy modell, hogy milyen alaku 6sszefiiggés
all fent a mennyiségek kozott. El6fordulhat azonban olyan eset is, amikor nem ismerjuk
a kapcsolatot leiré fuggveny alakjat. Hogyan valaszthatjuk ki a megfeleld illesztendd
nemlinearis egyenletet ilyen esetben? Célszer( felrajzolni a pontokat és a fenti tablazat
utolsé oszlopaban lévé értékeket. Ha van olyan, amelyik esetében a pontok nagyjabal
egy egyenes mentén helyezkednek el, akkor azt a fuggvény tipust valasszuk a
regressziohoz! Néhanyat abrazoljunk az el6z6 példahoz ezek kozul! Matlab-ban a
természetes alapu logaritmus a log fliggvény, 10-es alapu logaritmus a logl0
fuggvény, exponencialis fuggveény pedig az exp figgveény. Az abrazolashoz hasznaljuk
a subplot fuggvényt, amivel egy abrara tébb dolgot is fel tudunk rajzolni. A parancsot
a subplot(n,m,i) formaban hivhatjuk meg, ahol n a sorok, m az oszlopok szama, i
pedig az adott rajz sorszama balrél jobbra és fentrél le szamolva.

figure(3) 1
x=h; y = p; ot
subplot(2,2,1) +
plot(log(x), log(y), 'r*")
subplot(2,2,2) 2
plot(x,log(y), 'r*") 3 : 1
% egyenes Tlett! x10°
subplot(2,2,3) 05 1
plot(x,Togl0(y), ' 'r*") ot T
% egyenes lett! i ¥ & 05
subplot(2,2,4) "
plot(x,1/y,'r*"')

o
o
9
n
n
[N]

VVVVVYVVVYVVYVYV

"o 0s 1 15 2 0 05 1 15

A fenti rajzon a masodik és a harmadik képen lett a pontok képe kozelitéleg egyenes,
amikor x és In(y) illetve log(y) lett dbrazolva. A tablazatra ranézve latszodik, hogy
abban az esetben, ha nem ismernénk a fluggvénykapcsolatot, akkor is exponencialis
fluggvény illesztésével lenne érdemes probalkozni.

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

axis - Tengelyek minimalis, maximalis értékeinek megadasa

mean - Vektor elemeinek szamtani kdzepe, atlaga

sum - Vektor elemeinek 0sszege

corr2 - Linearis korrelacios egyutthato

polyfit - Megadott fokszamu polinom illesztése az adatokra

polyval - Egydtthatd vektorral megadott polinom értékének kiszamitasa
bar - Abrazolas oszlopdiagrammon

subplot - Egy grafikus ablakon belll tdbb abra

10 Otthoni atnézésre
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9. GYAKORLO FELADATOK 1.

9. Gyakorl6 feladatok 1

LINEARIS EGYENLET RENDSZEREK

1. Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat SVD felbontassal!

2x+3y+4z = 5
3x+5y+6z = 15
4x+6y+9z = 7

Ellenérizze, hogy van-e megoldasa a feladatnak és egyértelmi-e? Hozza létre az
U,S,V matrixokat SVD felbontassal! Ellenérizze a felbontas helyességét! Allitsa el6 az
inverzet az U,S,V matrixokat hasznalva és ezzel oldja meg az egyenletrendszert!
Hatarozza meg megoldas abszolut hibajat skalar alakban!

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

VVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYVYVVYV

clear all; clc;
A= [2 3 4;

35 6;

4 6 9]
b = [5; 15; 7]

% Van-e megoldas?
rank(A) % 3
rank([A b]) % 3, egyenléek, tehat van megoldas

% és r(A) egyenldé az oszlopok szamaval is, tehdt egyértelml a

megoldas

% Az M=U*S*V' felbontdasnak megfelelden inv(M)=V*inv(S)*U'

[u,s,v]=svd(A)

% Ellendrzés

norm(A-U*Ss*v') % 4.5513e-15 - jo a felbontas
U'*uU-eye(3)

V'*v-eye(3)

% U és V ortonormaltak

% Az inverz eldallitasa
invs=diag(l./S);
invA=v*diag(invS)*u'

% A megoldas
x1=invA*b % x1 = -14.0000, 15.0000, -3.0000

% Beépitett SvD felbontas fliggvénnyel: pinv
x2=pinv(A)*b % x2 = -14.0000, 15.0000, -3.0000

% Hiba
norm(A*x1-b) % 5.136le-14
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9. Gyakorl6 feladatok 1

2. Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat LU felbontassal!

—x+y = 3
2x—-y+z = 4
x+3y+2z = 5

Ellenérizze, hogy van-e megoldasa a feladatnak és egyértelmi-e? Hozza létre az L és
U matrixokat! Ellenérizze a felbontas helyességét! Oldja meg az egyenletrendszereket,
kihasznalva azok matrixainak specialis voltat! Hatarozza meg megoldas abszolut
hibajat skalar alakban!

VVVVVYVVYVYVYV

VVVVVVVVVVVVYVVYVVYVVVYVYVYVYV

clear all; clc;

A=[-110;
2 -1 1;
13 2]

b = [3; 4; 5]

% Van-e megoldas?
rank(A) % 3
rank([A b]) % 3, egyenléek, tehat van megoldas

% és r(A) egyenldé az oszlopok szamaval is, tehat egyértelmi a
megoldas

% LU felbontas alsé (L), felsé (U) és permutdacidés (P) matrix-ra
[L u P]=Tu(A)

% A felbontads helyességének ellenbrzése
L*U-P*A
norm(L*U-P*A)

% Az L*U*x=P*b egyenletrendszer megolddsa 2 1épésben

% 2.1 L*y=P*b megoldasa y-ra

% ugy, hogy kihaszndljuk L als6é matrix tulajdonsagat
opts.uT=false;

opts.LT=true;

yl=1linsolve(L,P*b,opts) % vyl = 4.0000, 3.0000, 4.5714

% 2.2 U*x=y megoldasa x-re

% ugy, hogy kihaszndljuk U fels6é matrix tulajdonsagat
opts.UT=true;

opts.LT=false;

x1=1insolve(U,yl,opts) % x1 = -9, -6, 16

% Hiba
norm(A*x1-b)
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9. Gyakorl6 feladatok 1

NEMLINEARIS EGYENLETEK/EGYENLETRENDSZEREK

3. Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasait!
y* =3 x*+5-y2-5=0
y3—2-x3-10-x2+9=0

Abrazolia a feladatot grafikusan a gydkok kozelitd helyének meghatarozasa
érdekében! Hatarozza meg a legkisebb és a legnagyobb x koordinataju valds gyokeit
a Matlab beépitett numerikus fiiggvényével 10° pontossaggall Abrazolia a
megoldasokat a korabbi abran! Hatarozza meg az 0sszes megoldast a Matlab
beépitett szimbolikus egyenletrendszer megoldd flggvényével! Van komplex gyok?
Ha igen mennyi? Abrazolja az 6sszes valés megoldast!

%% 3. feladat

clc; clear all; close all;

% Az egyenletrendszer

disp('Egyenlet rendszer')

eql = @(x,y) yA3 - 3*xA2 + 5%yA2 - 5

eq2 = @(x,y) yA3 - 2*xA3 - 10*xA2 + 9

f = 0@(x,y) [eql(x,y); eq2(x,y)]; 20,249 =0

figure(l); clf; BF
ezplot(eql)
hold on T
ezplot(eq2)

axis equal

F =0 f(x(1,x(2));
x0 = [-4; 3]

x1 = fsolve(F,x0,
optimset('TolFun',le-6))
plot(x1(1),x1(2),'ro")
% x1 = -4.1612

% 2.7166 &l

VVVVVVVVYVVYVVYVVYV

x0 = [2; 2] 5+ 2 0 3 4 &
x2 = fsolve(F,x0,

optimset('TolFun',le-6))

% x1 = 0.9356

% 1.1166

plot(x2(1),x2(2),'ro")

% Definialjuk szimbolikusan az egyenletrendszert!

fs = sym('[yA3 - 3*xA2 + 5%yA2 - 5; yA3 - 2*%xA3 - 10*xA2 + 9]")

% Megoldas solve-val

s=solve(fs)

vV V V VvV V

>

>

>

>

>

>

>

> % x: [9x1 sym]

> % y: [9x1 sym]

> % Az eredmények kiiratdsa double tipusu szamként
> [doubTle(s.x) double(s.y)]

> % -4.1612 + 0.00001 2.7166 + 0.00001
> % -1.1917 + 0.00001 1.2202 + 0.00001
> % -0.8608 + 0.0000i -1.4205 + 0.00001
> % 0.7522 + 0.0000i -1.3556 + 0.0000i
> % 0.9356 + 0.00001 1.1166 + 0.00001i
> % -4.4726 + 1.8307i -2.8328 + 3.2770i
> % -4.4726 - 1.8307i -2.8328 - 3.2770i
> % 1.4855 + 3.3081i -5.8058 + 0.69241
> % 1.4855 - 3.3081i -5.8058 - 0.69241
>

plot(s.x(1:5),s.y(1:5),"'k*")
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9. Gyakorl6 feladatok 1

4. Adott az alabbi egyenletrendszer:

1,2sin(x) -y =1
0,8sin(y) -x =1

Abrazolja az egyenletrendszert az x = 0...2m, y = 0...2ntartomanyon! Hatarozza meg
az egyenletrendszer megoldasait a fenti tartomanyon a Matlab beépitett numerikus
modszerével! Ellenérizze a megoldasokat visszahelyettesitéssell Abrazolja a
megtalalt megoldasokat!

> clear all; clc; close all;
fls = sym('1.2*sin(x)*y-1");
f2s = sym('0.8*sin(y)*x-1");
%fl = @(x,y) 1.2*sin(x)*y-1
%f2 = @(x,y) 0.8*sin(y)*x-1
fl = @(x,y) eval(fls);
f2 = @(x,y) eval(f2s);

f=e0) [f1(x(D), x(2)); f2(x(D), x(2))];

clf;

ezplot(fls, [0 2*pi])
hold on;

ezplot(f2s, [0 2*pi])

opt = optimset('Display', 'iter');
x1 fsolve(f, [1.6 0.8], opt);
x2 fsolve(f, [2.8 2.7], opt);

plot(x1(1), x1(2), 'ro')
plot(x2(1), x2(2), 'r*')

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYVYV
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x1 0.8 x sin(y) - 1
x2 T : : : T T
Gﬁ
% x1 =
% 1.6810 0.8384 5}
% X2 =
% 2.8258 2.6834 .
f(x1)
f(x2) > 3l
*.
% ans =
% 1.0e-10 2r
% -0.0152
% -0.8089 1}
% ans = ©
% 1.0e-08
% -0.7832 I T S S
% -0.8536 X




9. Gyakorl6 feladatok 1

REGRESSZIO

5. Egy kisérletben méréseket végeztek a hétagulasi egyutthatdo meghatarozasara,
ehhez egy 2.5 m hosszu rozsdamentes acélrudat sutébe helyeztek. 20°C-tdl
kezdve 100°-onként ndvelték a hémérsékletet egészen 820°C-ig, és mérték a
hossz ndvekedését. AL hosszndvekedés aranyos AT hdmeérséklet valtozassal,
az alabbi 6sszefliggeés szerint: AL = «a L, AT, ahol a a hétagulasi egyutthato, L,
pedig a kezdeti hossz. Hatarozzuk meg linearis regresszioval a hdétagulasi
egyutthato értékét az alabbi mérési eredmények alapjan!

AT [°C] | 100 | 200 | 300

400 | 500 | 600 | 700 | 800

AL [mm] | 4.2 | 8.9 | 17.3

14823528 |30.8|34.2

Rajzolja fel a regresszids egyenest és a maradék eltéréseket is egymas ala!

VVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVVYV

% hotagulas dL=alfa*LO*dT
clear all; close all; clc;

dT = 100:100:800; dT=dT'
dL =

LO = 2500

figure(l)

subplot(2,1,1)
plot(dT, dL, 'r*")

% egyenletrendszer felirdsa
A LO*dT
b =dL

alfa = A\b % 1.7800e-05
f = @(dT) alfa*LO*dT

hold on
ezplot(f, [min(dT) ,max(dT)])

e = dL-f({dT)
subplot(2,1,2)
bar(dT,e)

[4.2; 8.9; 17.3; 14.8; 23.5; 28; 30.8; 34.2]

alfa LU dT

100 200 300 400 500 600 700 800
dT

100 200 300 400 500 600 700 800
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9. Gyakorl6 feladatok 1

6. Nedves uton mérték egy autd féktavolsagat a sebesség fuggvenyében:

v [km/h] | 20 | 40 | 60 | 80

100 | 120

dim] | 6 | 18|36 |60

91 | 128

Hatarozza meg az adatokra legjobban illeszked méasodfoku polinomot! Abrazolja az
adatokat és az illesztett polinomot egy abran, alatta egy kulon abran pedig a maradék
ellentmondasokat. Mekkora a maradék eltérések négyzetdsszege, varhatd értéke és
a korrigalt empirikus szorasa? Mennyi lesz a féktavolsag 70 km/h-nal? Mekkora

sebességnél lesz a féktavolsag pont 50 m?

% Féktavolsadg nedves uton
> clear all; clc; close all;

v = [20; 40; 60; 80; 100; 120]
d = [6; 18; 36; 60; 91; 128]
figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(v,d,'r*")

% masodfoklu poTlinom illesztése

% d = a0 + al*v + a2*vA2

% A*x=b alakban

A = [V.AO v.ALl v.A2]

b=d

X = A\b % 0.7000 0.1123 0.0079

f =0a(v) x(1) + x(2D)*v + x(3)*v.A2

hold on; ezplot(f,[0 140])

% mas megoldas

a = polyfit(v,d,2) % 0.0079 0.1123
f2 = @(v) polyval(a,v)

% féktavolsag 70 km/h esetén

f(70) % 47.2813 m

% sebesség 50 m féktavolsag esetén
ezplot('50", [minCv), max(v)]1)

x0 = 70 % kezdGérték az abrabdl
f50 = @(x) f(x)-50;

v50 = fzero(f50,x0) % 72.1997
% hibak

r=d- f(v)

subplot(2,1,2)

bar(v,r)

% hibdk négyzetdsszege

S = sum(r.A2) % 0.1214

% korrigalt tapasztalati szoéras
n = Tength(v) % mérések szama

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYVYVYVYVYV

szoras = sqrt(s/(n-np)) % 0.2012
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9. Gyakorl6 feladatok 1

7. A nehézségi gyorsulas méréséhez a kovetkez6 kisérletet végezték. Ledobtak
egy labdat egy 30 m magas épuletrdl, esés kozben tobb helyen meérték a
sebességét az épuletre erdsitett szenzorokkal. A v sebesség a megtett x ut
kozott kovetkezd kapcsolat all fenn: v2 = 2gx, ahol g a nehézségi gyorsulas. A
meért adatok a kovetkezéek:

x[m] 0|5 |10 |15 |20 |25

v[m/s] | 0]9.85|14.32 | 17.63 | 19.34 | 22.41

% nehézségi gyorsuldas meghatarozasa
% VA2 = 2%g¥*X

% Uj valtozoék: Y=vA2, X=x; al = 2%g
%Y = al*X

clear all; close all; clc;

x = [0; 5; 10; 15; 20; 25]

v = [0; 9.85; 14.32; 17.63; 19.34; 22.41]
figure(l)

plot(x,v,'r*")

Y = V.A2; X = X;

% Tinearis egyenletrendszer megoldasa
al = xX\Y % 19.8065

% nehézségi gyorsulas

g =al/2 % 9.9032

% tényleges érték: 9.81

f =@(x) sqrt(2*g*x)

hold on;

ezplot(f,[0 25])
title('Gyorsulasmérés"')

VVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYVYV

Gyorsulasmérés
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9. Gyakorl6 feladatok 1

8. Az abszolut 0 fok meghatarozasara végeztek kisérletet. A kisérletben egy
tartalyban lévé gazt jeges vizbe meritettek (0°C), megmérték a gaz nyomasat,
majd 10 fokonként emelték a hémérsékletet, mérve a nyomast is. A Gay-Lussac
gaztérvény szerint allandé nyomason egy adott tdmegl gaz térfogata az
abszolut hémeérsékletével egyenes aranyban valtozik. Linearis kapcsolat van a
nyomas és a hémérséklet kozott allando térfogat esetén. A mért eredmények a
kovetkezbek:

T[°C] |0 10 |20 |30 |40 |50 |60 |70 |80 |90 |100

p[am.]|094|096|10|1.05|1.07(1.09|1.14|1.17|1.21|1.24|1.28

Extrapolaciéval hatarozzuk meg az abszolut 0 fokot, ahol a nyomas nulla lesz!

clear all; close all; clc;

T =0:10:100; T =T'";

p=1[0.94; 0.96; 1.0; 1.05; 1.07; 1.09; 1.14; 1.17; 1.21; 1.24; 1.28]
figure(l);

plot(T,p,'r*")

% p = al*T + a0 (y=m*x+b egyenes egyenlete)

A= [T.AL T.A0]; b=p ndm
X = A\b 13F
al = x(1) % 0.0034 "
a0 = x(2) % 0.9336 T2
1151
f = @(m) al*T+a0l ul
hold on; -
ezplot(f, [min(T), max(T)1) ’
% hibak )i
e=p - f(M S
norm(e) T P e 5w h ow B m

% mas megoldas beépitett filiggvénnyel: polyfit, polyval
x2 = polyfit(T,p,1) % 0.0034 0.9336

e2 = p - polyval(x2,T)

norm(e2)

f2 = @(T) polyval(x2,T)

% Abszolut nulla fok megkeresése extrapolacioval

figure(2)
plot(T,p, 'r*"'); hold on; 0
ezplot(f, [-300, 100]) Y
ezplot('0',[-300, 100]) 12r
"l
absz_nulla = fzero(f,-250)
% -273.1383 o
% vagy atrendezve f=0-t: T = -a0/al 06}

absz_nulla = -a0/al % -273.1383
% tényleges absz. nulla: 273.15°C

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYVYVYV

% ellenbrzés 0
f(absz_nulla) ool |
f2(absz_nulla) 300 250 200 150 00 D 0 & im
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9. Gyakorl6 feladatok 1

NUMERIKUS MODSZEREK MINTA ZARTHELYI!

A feladatokat Matlab (*.m vagy *.mlix) fajlban dolgozza ki, és lassa el kommentekkel,
hogy mas szamara is kovethetd legyen és egyertelmiek legyenek a kérdésekre a
valaszok.

1. Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasait!
y?—=3-x24+5-y2-5=0
y3—=2:-x3-10-x24+9=0

Abrazolia a feladatot grafikusan a gydkok kozelitd helyének meghatarozasa
eérdekében! Hatarozza meg a legkisebb és a legnagyobb x koordinataju v:alc')s gyokeit
a Matlab beépitett numerikus fliggvényével 10° pontossaggal!l Abrazolja a
megoldasokat a korabbi abran! Hatarozza meg az 0sszes megoldast a Matlab

beépitett szimboli[(us egyenletrendszer megoldo figgvényével! Van komplex gyok?
Ha igen mennyi? Abrazolja az 6sszes valos megoldast!

2. Nedves uton mérték egy auté féktavolsagat a sebesség fuggvényében:

v [km/h] | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120

dim] | 6 |18|36|60| 91 | 128

Hatarozza meg az adatokra legjobban illeszkedé masodfoku polinomot! Abrazolja az
adatokat és az illesztett polinomot egy abran, alatta egy kulon abran pedig a maradék
ellentmondasokat. Mekkora a maradeék eltérések négyzetdsszege, varhato értéke és
a korrigalt empirikus szorasa? Mennyi lesz a féktavolsag 70 km/h-nal? Mekkora
sebességnél lesz a féktavolsag pont 50 m?

20 és 120 km/h kozott szamolja ki kerek 5 méterenként a sebességekhez tartozo
féktavolsagokat és ezeket mentse ki egy széveges allomanyba, egész szamként a
sebességeket és két tizedesjegy pontossaggal a féktavolsagokat!

11 Megoldasokat lasd a gyakorlé feladatok kdzott
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10. Interpolacié

10. INTERPOLACIO

A korabbi gyakorlaton regressziéval, flggvényillesztéssel foglalkoztunk, amikor
meghataroztuk az adott pontokra legjobban illeszked6 egyenest, parabolat,
exponencialis fluggvényt stb. Az illesztett fliggvény tobbnyire nem megy at a mért
pontokon, de idealis esetben kdzel halad hozzajuk.

Az interpolacié egy olyan matematikai O0sszefliggés, ami a megadott pontokat
tokéletesen reprezentalja, visszaadja ezekben a pontokban a meérési értékeket, a
pontok kozott pedig becslésre hasznalhaté. Grafikusan abrazolva a fuggveny atmegy
a mérési pontokon.

Regresszid Interpolacid

INTERPOLACIO EGYETLEN POLINOMMAL

Egy polinom altalanos alakja:
fx) =apx™+ ap_1x™ 1+ +ayx + a

Az a,, a,_4, ", a4, ay €gyutthatdk valés szamok, n pedig egy nem negativ egész szam,
a polinom fokszama. Az els6foku polinom egy linearis figgvénykapcsolat, képe
egyenes, a masodfoku polinom (parabola) és a magasabb foku polinomok képei pedig
valamilyen gorbék, minél magasabb a fokszam, annal tobb 'kanyar', inflexios pont lehet
benne, annal bonyolultabb lehet a képe.

Ha n pontbdl allé adatallomanyunk van, akkor ezt kilénb6z6 fokszamu polinomokkal
lehet kozeliteni, egészen (n-1) fokszamig. Alacsonyabb fokszamu polinom illesztése
esetén regressziorol beszélhetunk, (n-1) foku polinommal pedig interpolaciot kapunk,
ekkor a polinom minden ponton keresztul halad. Ez lesz a polinomialis interpolacio
esete. Ez egy globalis interpolacié, mivel az 0sszes adatra egyetlen fliggvényt
illesztunk. Nézzink egy példat ra!
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10. Interpolacié

A szélerémivek teljesitménye a szélsebességgel valtozik. Egy kisérletben a
kovetkez6 5 mérési eredményt kaptuk erre vonatkozoan:

Szélsebesség [km/h] |22 |35 (48 |61 |74

Teljesitmény [W] 320 | 490 | 540 | 500 | 480

Az 5 mérési eredményre negyedfoku 550
interpolacios polinom illeszthetd.

Interpolacioval  hatarozzuk meg a 500 +
széler6mi teljesitményét 42 és 68 km/h-
s szél esetén! Mekkora szélsebességnél 4607
lesz a teljesitmény 400 W? Ehhez toltsik
be a szeleromu.txt allomanyt! fay

% széleromld adatai

clear all; close all; clc;
data = load('szeleromu.txt') *
v = data(:,1) % szélsebesség e £ 0 % &0 70 a0
p = data(:,2) % teljesitmény
figure(1)

plot(v,p,'r*")

350

V V.V V V VYV

A negyedfokl interpolacios  polinom  f(x) = azx* + azx® + a,x?* + a;x + a,
egyutthatoit kiszamolhatjuk egy linearis egyenletrendszert megoldva, a regresszional
mar megismert modon, 5 egyenletet felirva az 6t pontra. Az A egyutthatd matrixot
Vandermonde matrixnak is nevezik.

Vi = auxt + asxd + ax? + a;x; +ag /xl“‘ x3 x% x 1\ V1
— 4 3 2

y, = a4xi + a3x23 + azx% + a;x, + a, Xt x3 x,% x, 1 Yo

Y3 = a4xi + a3x% + azx% taxa+ a0 S A=|x3* x3° x32 x5 1|;b=|Vs
= AuX3 + A3X3 + a,Xx5 +a1x3 +a 4 3 2

’ = a4x3jl + a3 x3é + a2 x32 + a1 x3 + aO Yo M K Xy o

Vs = QuXy 3X4 2X4 1X4 0 x54 x53 x52 xs 1 Vs

Vagy hasznalhatjuk itt is a polyfit, polyval beépitett Matlab fuggvényeket. Most az
egyszeriség kedvéért hasznaljuk ez utébbiakat!

> a = polyfit(v,p,4) % 0.0001 -0.0171 0.5627 12.0190 -62.0517

A polyfit-et hasznalva megadhatjuk az illeszteni kivant polinom fokszamat, és
megkapjuk a polinom egyutthatéit a legmagasabb foku tagtol visszafelé a konstans
tagig: a, = 0.0001; a; = —0.0171; a, = 0.5627; a, = 12.0190; a, = —62.0517.
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10. Interpolacié

A polyval parancs a megadott egyutthatokbal B )

550F 7

ki tudja szamolni egy tetsz6leges helyen a
polinom értékét, pl. a kérdéses 42 km/h-nal:

> polyval(a,42) % 531.7853

Vagy definidlhatjuk az egyutthatokkal a
polinom flggvényét is, és akkor abrazolni is
konnyen tudjuk:
fp = @(x) polyval(a,x)
fp(68) % 476.5008
hold on; % a0 % 0 45 0 & 0 e
fplot(fp, [min(v) max(v)]) x
Ahhoz, hogy megkapjuk, hogy mekkora szélsebességnél lesz a teljesitmény 400 W,
egy nemlinearis egyenletet kell megoldanunk! A megoldandé nemlinearis egyenletink,
nullara rendezve: a,x* + azx® + ayx? + a;x + ag— 400 =0 . Szikség lesz egy
kezdbeértékre is, amit az abrabdl vehetlunk.

> h = @(x) fp(x)-400

> X200 = fzero(h,30) % 27.1296
Tehat 42 km/h-s szélnél 532 W a teljesitmény, 68 km/h-nal pedig 477 W. 400 W-os
teljesitményt pedig 27 km/h-s szélnél kapunk.

vV V. V V

A sztenderd alakba irt n-ed fokd polinom f(x) = ax™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + aq
illesztéséhez (n+1) linearis egyenletbdl allé egyenletrendszert kell megoldani. Az
egyenletekhez az 6sszes rendelkezésre allé pont koordinatait be kell helyettesiteni az
altalanos alakba. Gyakorlatban, kaldnésen magasabb foku polinomok esetében nem
hatékony megoldani ezt az egyenletrendszert, gyakran rosszul kondicionalt lesz az
egyutthatd matrixunk. Nézzik meg az el6z6 peéldank egyutthatd matrixanak
kondicioszamat! Ehhez irjuk fel az egyutthatd matrixot, ami a linearis egyenletrendszer
megoldasahoz kellene. A felirast megtehetjlk a regressziénal megismert médon is, de
a Matlabnak van egy kulon parancsa a Vandermonde matrix el6allitasara, azt is
hasznalhatjuk, ugyanaz lesz az eredmény:
> A= [V.AM v.A3 v.A2 v.Al v.AQ] % hagyomanyos feliras

> A = vander(v) % masik megoldas: Vvandermonde matrixként
> cond(A) % 1.5378e+09

Ez a szam mar most is nagyon nagy (10° nagysagrend(), pedig csak 4-ed foku, vagyis
nem is nagyon magas fokszamu polinomot illesztettink. Ellenérzésképp
megnézhetjlk, a linearis egyenletrendszer megoldasat, hogy ugyanazt adja-e, mint a

polyfit!
> X = A\p % 0.0001; -0.0171; 0.5627; 12.0190; -62.0517

LAGRANGE ES NEWTON INTERPOLACIOS POLINOMOK

Adott pontokon keresztil egy interpolacios polinom irhatd fel, ez viszont tobbféle
alakban is megadhatd, nézzink meg az altalanos alak mellett roviden két masikat,
amit gyakran célszer(ibb hasznalni, kdnnyebb felirni €és nem lesz rosszul kondicionalt
a feladat. Az egyik ilyen alak a Lagrange interpolaciés polinom, a masik a Newton.
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10. Interpolacié

LAGRANGE INTERPOLACIOS POLINOM

Ez a fajta polinom mindenféle szamitas, egyenletrendszer megoldas nélkul, a pontok
koordinataibol felirhatd, a kovetkez6 alakban n pontra:

f@—}}i@—iﬁﬁéiz
]::l

_’;")) -t Lagrange fuggvenyeknek hivjuk. Két pontra felirva:
—Xj

(x
ahol L;(x) = [Tj=1
Jj#i

(x — 2) (x —x1)

fO) = =) )

Harom pontra felirva:

(x —x2)(x — x3) + (x = 2x1) (x — X3) n (x = 2x1)(x — x3)

(g — x2) (%1 — x3) (x2 = x1) (X2 — x3) 2 (x3 — x1) (X3 — x2) 3

e Latszik, hogy a pontok koordinatait hasznalva, el6zetes szamitasok nélkul is
felirhatd az interpolacios polinom.

e Nehézkes vele dolgozni, minden egyes interpolalandd pontnal fel kell irjuk ujra
az adott pontra az egész egyenletet, nem elég csak az egyutthatdkat
behelyettesiteni, mint az altalanos alaknal.

e Ha a ponthalmazunk uj ponttal bévil, akkor az 6sszes Lagrange figgvényt Ujra
kell szamolni, ebben kildnbdzik a Newton formatdl, ahol Uj pontok esetén csak
az uj tagokat kell kiszamolni.

f&x) =

NEWTON-FELE INTERPOLACIOS POLINOM12

A Newton-féle polinom az un. osztott differenciak segitségével irhato fel, rekurziv uton.
Altalanos alakja a polinomnak:

f(x) =a; +a(x —x;) +as(x —x)(x —x3) + -+ ap(x — x)(x — x2) - (x — xp_1)
Két pontra felirva az egyutthatok:

Definialjuk az elsérend( osztott differenciakat a kdvetkezéképpen:
_ Yi+1 — i
fXivxi] = —Xi+1 —x
Ez tulajdonképpen az egyenes meredeksége, és két pontra megegyezik a,
egyutthatoval.

Harom pontra felirhatd a masodrendl osztott differencia f[x3,x;,x1], ami két
elsérendl osztott differencia kulénbsége osztva (x; —x;) -gyel, ez lesz az a,
egyutthato (az elsé kettd egyutthatd megegyezik a korabbiakkal).

12 Otthoni atnézésre
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10. Interpolacié

Vs~ Yo Y2— W1
flxs, 2] — fx2,%1] _X3TXa X2 X

X3 —Xq X3 —Xq

az = flxs, x3,%;] =
Hasonléképp négy pontra felirhatd a harmadrendii osztott differencia két masodrendi
osztott differencia kulonbségét elosztva (x, — x;)-gyel, és igy tovabb.

Altalanosan a k-adrend(i osztott differencia:

Xivrge, o, X; — Xivie—1,"", Xi
flXige ] = [t L:cl] fa[c = l],(k =12,-,n)és (i=0,,n—k).
i+k — A

e Latszik, hogy ebben az esetben is a pontok koordinatait hasznalva, el6zetes
szamitasok nélkul is felirhat6é az interpolaciés polinom.

e Ezzel mar nem olyan nehézkes dolgozni, ha egyszer mar meghataroztuk
a; ---a, egyutthatokat, akkor ezeket felhasznalhatjuk barmelyik pont
interpolacijanal.

e Ha a ponthalmazunk uj ponttal b6vul, akkor nem kell mindent ujraszamolni, csak
az uj egyutthatot. Ezaltal konnyen bovithet6 uj ponttal a halmaz, és a pontoknak
nem kell sorrendben lennie.

TAROZO JELLEGORBE INTERPOLACIOJA

Nézzunk interpolaciora egy vizépit6 mérnoki feladatot. A tarozoméretezések egyik
elengedhetetlen alapadata a tarozé morfologiai jelleggorbéje, ami megadja, hogy egy
adott vizallashoz mekkora viztérfogat és felllet tartozik. Adottak a kdvetkezé adatok:

Vizallas | Teérfogat | Felllet
H[cm] | V[10° m3] | F [km?]
336 0.16 0.05
504 0.36 0.09
714 0.79 0.19
976 1.73 0.37
1302 3.31 0.62
1628 5.83 0.90
1812 7.72 1.05
1932 8.98 1.16
2142 11.50 1.27

Abrazoljuk a térfogatot leiré jelleggdrbét, szokas szerint, Ugy, hogy a vizszintes
tengelyen a térfogat, a fligg6leges tengelyen pedig a vizallas legyen. Hatarozzuk meg
ezek alapjan interpolacioval, hogy mekkora viztérfogat tartozik 15 m-es vizszinthez,
illetve mekkora vizszint tartozik 12 millié m? térfogathoz!

Toltsuk be a jelleggorbékhez tartozé adatokat a tarozo.txt allomanybal!

> clc; clear all; close all;
> adat = load('tarozas.txt')
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> H = adat(:,1); % cm

> V = adat(:,2); % millio mA3

> F = adat(:,3); % kmA2

>

> figure(l)

> plot(V,H, " "*"); hold on;

> vylabel('vizallas [cm]")

> xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]")

Interpolacié esetén n pontra, (n-1)-ed foku
polinomot illeszthetink. Nézzik meg, ez mit
jelent a mostani esetben. Most 9 adatunk van,

vizallas [cm]

2200

2000 F

1800

1600 -

1400

N
=}
=]

1000
800
600

400+
[*

200

10. Interpolacié

Viztérfogat [10° m?]

erre 8-ad foku polinomot illeszthetlnk!

n = length(v) % 9

al = polyfit(Vv,H,n-1) 300F
pl = @(x) polyval(al,x) a000]
fplot(pl, [0,max(V)])

Mi tortént? J6 lehet a fenti gorbe interpolaciora?
Nyilvanvalé hogy nem. Ez a tulzott illeszkedés
esete, amikor a magas fokszamu polinom - ¥
tokéletesen visszaadja a ismert pontok értékeit, |
de koztik (kilondsen a széleken) oszcillalni  “f
kezd, jelent6sen eltér az adatok trendjétél, ezért 5 5 i : 8 0
nem alkalmazhato megbizhatdan
interpolacidéra, extrapolaciéra. Ezt a hullamzast, oszcillacidos jelenséget Runge
jelenségnek hivjak. Kevés pont estén, amikor a polinom fokszama alacsony, tébbnyire
jol hasznalhatéak az interpolacios polinomok, sok pont, magas fokszamu polinom
esetén azonban mas megoldast kell keresni!

polyval(a1 X)

V V. V V

2500+ / \

N
=}
=1
=)

vizéllas [cm)]
@
=]
(=]
L
3
|

A polyfit parancs futasa utan a Matlab egy figyelmeztetd Gzenetet is kiir:

warning: Polynomial 1is badly conditioned. Add points with distinct X values,
reduce the degree of the polynomial, or try centering and scaling as described
in HELP POLYFIT.

Ha lekérdezziuk a Vandermonde matrix kondicié szamat, akkor egy nagyon nagy
szamot kapunk (101° nagysagrend), ami rosszul kondicionalt matrixot jelent.

> A = vander(V);
> cond(A) % 2.7260e+10

SPLINE INTERPOLACIO

Ha sok pont kozott szeretnénk interpolaciot vegezni, akkor jobb eredményt lehet elérni
tobb, alacsony fokszamu polinom alkalmazasaval, mint egy magas fokuval. Minden
egyes alacsony fokszamu polinom csak egy adott szakaszra, intervallumra érvényes,
két vagy tébb pont kdzétt. Altalaban minden polinomnak megegyezik a fokszama, csak
az egyutthatokban térnek el egymastél. Amikor elséfoku polinomokat hasznalunk,
akkor a pontokat egyenes vonalak kotik 6ssze, masodfoku (négyzetes) vagy
harmadfoku (kébds) esetben a pontok goérbékkel vannak o6sszekdtve. Ez a
szakaszonként eltér6 paraméteri  polinomiadlis interpolacié, amit spline
interpolacionak neveznek. Ez tulajdonképpen egy fajta lokalis interpolacio, mivel egy-
egy szakaszra csak a kdrnyezé pontokat vesszik figyelembe.
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10. Interpolacié

Az n-edfoku spline-ban legfeljebb n-edfoku polinom szakaszok csatlakoznak
egymashoz. A legegyszeriibb eset, ha az adott pontok kdzé linearis fliggvényeket
(els6foku polinomokat) illesztink. Ez az Euler-féle torottvonalak modszere. Gyakran
szikséges, hogy a csatlakozasi pontokban ne csak folytonos, hanem differencialhato
is legyen a fliggvény. llyen lehet példaul egy masodfoku spline, ahol a csatlakozasi
pontokban a fuggvénynek jobbrol és balrol megegyeznek a derivaltjai is. Ezt négyzetes
(kvadratikus) spline-nak is nevezik.

Altalanosan k-ad foku és m-ed rendii spline az, ahol szakaszonként k-ad foku
polinomokat illesztink, és a kozbulsé pontokban m-ed rendig megegyeznek a
derivaltak. Az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kobds, masodrendl spline
interpolacié, amikor is az adott pontok k6zé harmadfoku polinomokat illesztink ugy,
hogy a csatlakozasi pontokban a figgvénynek megegyeznek a derivaltjai és masodik
derivaltjai is. Létezik kdbos els6rendi spline interpolacio is, amikor szintén harmadfoku
polinomokat illesztunk a pontokra, de csak az elsé derivaltak egyezését irjuk el (pl.
Hermite interpolaciés polinomok).

LINEARIS SPLINE INTERPOLACIO

lllesszunk linearis fliggvényeket a pontok k6zé! Adott n pont esetén (n-1) szakasz van,
amire (n-1) egyenest kell meghataroznunk. Ezt a legegyszeribben a két pontra felirt
Lagrange-polinom segitségevel tehetjuk meg:

fi(x) = (X — Xi41) (x —x;) y

l (= Xi41)” - (X1 — %)
Matlab-ban az interpl fuggvenyt interp, (V.H.0)
hasznalhatjuk altalanosan spline 2 ' ' '
interpolaciéra. Ennél egy paraméterben 20001
megadhatjuk, hogy milyen spline interpolaciot 8oy
szeretnénk hasznalni, ha nem adunk meg ey

semmit, akkor az alapértelmezett a linearis
interpolacié. Lehetséges interpolaciés

N B

o oD

a o
T T

vizallas [cm]

1000

modszerek az interpl-nél:  'linear’ - ool
alapértelmezett, 'nearest’ - legkozelebbi sl
szomszéd, 'pchip' - kobos elsérendl spline, 10
'spline’ - kbbos masodrendi spline. L 2 : . . 2
> figure(2);
> plot(V,H, 'r*');hold on;
> vylabel('vizallas [cm]'");
> xlabel('viztérfogat [10A6 mA3]");
> sp = @(x) interpl(V,H,x)
> fplot(sp, [0,max(V)])

Linearis fuggvényillesztésnél folytonos lesz ugyan a fliggvénylnk, de a
meredekségekben toérések lesznek. Ha simabb fliggvényt szeretnénk kapni, akkor
magasabb foku spline-t kell hasznalni.
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10. Interpolacié

NEGYZETES SPLINE INTERPOLACIO13

Négyzetes (kvadratikus, masodfoku) spline esetében az adott pontok kozé masodfoku
polinomokat (y = a-x? + b-x + ¢) illesztiink gy, hogy a csatlakozasi pontokban a
flggvénynek jobbrél és balrél megegyeznek az elsé derivaltjai is.

Egy masodfoku polinomnak 3 ismeretlen egyutthatoja van, és n pont esetén (n-1)
szakaszra kell ezeket meghatarozzuk, vagyis 3*(n-1)=3n-3 ismeretlenink van, ezekre
kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

¢ Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbél szakaszonként
két egyenlet irhatd fel a kovetkez6 alakban: f;(x) = a; - x% + b; - x + ¢;, vagyis
O0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A Kkozbulsé (n-2) pontban a derivaltak (f'(x) = 2a;x + b;) is megegyeznek, erre
(n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkez6 alakban: 2 a;_;x; + by = 2 a;x; + b;

e Mivel a fenti két feltétel még csak (3n-4) egyenletet jelent (3n-3) ismeretlen
meghatarozasara, még egy feltételt meg kell adni. Itt tobb lehetdség is van,
lehet ez példaul az, hogy a masodik derivalt értéke legyen 0 az els6 (vagy az
utolso) pontnal: f," (x) = 2a,4, vagyis a, = 0. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy
az elsé két pontot (vagy az utolsé két pontot) egyenessel kotjuk dssze.

A négyzetes spline-k illesztéséhez (3n-4) egyenletet kell felirjuk. A kdbds, masodrend
spline-k hasznalata elterjedtebb, részben mivel a masodik derivaltak (gorblletek) is
megegyeznek és emiatt simabb a fuggveény, részben pedig amiatt, hogy levezethetd
egy olyan alakja is, ahol csak (n-2) egyenletet kell megoldani. A Matlab beépitett
fuggvényei kdzott is csak kobds spline szerepel, négyzetes nem.

KOBOS MASODRENDU SPLINE INTERPOLACIO

Nézzuk most az egyik leggyakrabban hasznalt spline a kobos, masodrendi spline
interpolacié levezetését az altalanos harmadfoku polinom képlete alapjan!

Ebben az esetben az adott pontok koézé ugy illesztink harmadfoku polinomokat
(y=a-x3+b-x*+c-x+d), hogy a csatlakozasi pontokban a fiiggvénynek
megegyeznek az elsd és a masodik derivaltjai is. Adott n pont esetén (n-1) szakaszunk
van, ezekre kell meghataroznunk harmadfoku polinomokat. Minden egyes harmadfoku
polinomnak 4 ismeretlen egyutthatéja van, vagyis 4*(n-1)=4n-4 ismeretlenunk van,
ezekre kell egyenleteket felirnunk, feltételeket megadnunk.

¢ Minden polinomnak at kell mennie a szakasz végpontjain, ebbdél szakaszonként
két egyenlet irhatd fel a kovetkezd alakban: y; = a;-x3+ b; - x? + ¢; - x + d;,
vagyis 0sszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet.

e A kozbllsé (n-2) pontban megegyeznek a derivaltak (f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢)
is, erre (n-2) egyenletet lehet felirni a kdvetkezé alakban: 3 a;_,x;2 + 2b;_,x; +
Ci—1 = 3 al-xl-z + Zbixl- + Ci

e A kozbilsé (n-2) pontban a masodik derivaltak ( f"'(x) = 6ax +2b ) is
megegyeznek, erre is (n-2) egyenletet lehet felirni a koévetkez6 alakban:
6 a;_1x; + Zbi—l =6 a;x; + 2b,_

13 Otthoni atnézésre
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10. Interpolacié

o Osszesen eddig (4n-6) egyenletet irtunk fel (4n-4) ismeretlenre, tehat még két
feltételt meg kell adni, amit tdbbféleképpen lehet. Az egyik lehetéség, hogy a
végpontokban a masodik derivaltak legyenek 0-k, ezt a fajta spline-t hivjak
természetes kobos spline-nak. Egy masik modszer, amit a Matlab beépitett
fuggvénye is hasznal, a ,not-a-knot” feltétel. Ezt azt jelenti, hogy a masodik és
az utolso elétti pontban a harmadik derivaltak is megegyeznek.

Megjegyzes: levezethetd egy masik alakja is ennek a kdbds spline-nak, ahol nem
(4n-4) egyenletet kell megoldani, hanem elég egy (n-2) linearis egyenletbél allé
rendszert megoldani. Ez a levezetés a masodik derivaltakbdl indul ki és a Lagrange
alakot hasznalja. Lasd pl.: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods,
An Introduction with Applications Using MATLAB, John Wiley & Sons

lllessziink harmadfoku kdbds spline-t Matlab-ban a tar6zé jelleggorbéjére! Ehhez
hasznaljuk ismét az interpl parancsot, csak most adjunk meg neki egy modszert is,
az alapértelmezett 'linear' helyett legyen 'spline'!

> sp2 = @(x) interpl(V,H,x, ' 'spline")
> fplot(sp2,[0,max(V)])

interp, (v,H,x,'spline’)

2200
2000
1800
1600 -
1400 F
1200 F

1000 F

vizallas [cm)]

500
600
400 |

200

Latjuk, hogy ez egy simabb lefutasu figgvényt eredményezett. Mint korabban sz6 volt
réla, ez nem a természetes spline-t hasznalja, hanem a not-a-knot”, vagyis 'nem
csomopont' feltételt. Ezt azt jelenti, hogy a masodik és az utolsé elétti pontban a
harmadik derivaltak is megegyeznek. Mivel itt harmadfoku polinomokrél van szo, ezért
az els6 kettd és az utolsd kettd szakaszon is teljesen megegyeznek a paraméterek,
tehat tulajdonképpen az els6 3 és az utolsé 3 pontra egy-egy polinomot illesztink.
Innen szarmazik a neve, hogy a masodik és az utolso el6tti pont nem igazi csomdpont.

Mivel a leggyakrabban ezt a kdbds, masodrendi spline interpolaciot alkalmazzak,
ezért erre van egy kulon parancs is, spline parancsként, aminek a mikodése
egyenértékl az interpl 'spline' modszerével:

> sp2 = @(x) spline(V,H,x)
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10. Interpolacié

Térjunk vissza az eredeti kérdésre és az illesztett spline alapjan hatarozzuk, hogy
mekkora vizszint tartozik 12 millio m3 térfogathoz, illetve mekkora viztérfogat tartozik
15 m-es (1500 cm-es) vizszinthez!

% Mekkora vizallas tartozik 12 millidé mA3 vizhez?
H15 = sp2(12) % 2174 cm

% 1500 cm-es vizallas mekkora viztérfogatot jelent?
f = @(x) sp2(x)-1500

v1500 = fzero(f,5) % 4.6699 millio mA3

vV V.V V V

KOBOS ELSORENDU SPLINE INTERPOLACIO

Matlab-ban van egy masik kobods spline interpolacié is. Az interpl parancsot
meghivhatjuk 'pchip' médszerrel is (piecewise hermite interpolation). Ez egy kdbds
elsérendl interpolacié, ahol ugyan harmadfoku polinomokat illesztiink az egyes
szakaszokra, de csak az elsé derivaltak folytonossagat kotjuk ki. Ez egy kobds Hermite
interpolacid, ahol a derivaltakat is meghatarozza a Matlab numerikus differencialasbdl
3 pontra a kozbulsé pontok esetében és 2 pontbdl a fuggvény elején/végén. Nézzik
meg mikor lehet hasznos ez a modszer!

Vegylnk most egy fels6geodéziahoz kotheté példat. A Fold gravitacios eréterének
szamitasaihoz szikséges ismerni a Fold slrliségének valtozasait. A Fold slrisége (p)
a sugaraval (R) egyutt valtozik, megkozelitéen az alabbiak szerint:

[Sli‘ri?r 0 800 | 1200 | 1400 | 2000 | 3000 | 3400 | 3600 | 4000 | 5000 | 5500 | 6370
SUrliség
kg/mo] | 13000 | 12900 | 12700 | 12000 | 11650 | 10600 | 9900 | 5500 | 5300 | 4750 | 4500 | 3300

lllesszink spline gorbét a sugar-sirlseg értékekre, majd az interpolaciés gorbe
alapjan szamitsuk ki mekkora lesz a Fold strisége 3200 km-es sugarnal, illetve
mekkora sugarndl lesz a s(iriség értéke pont 4000 kg/m3? Ehhez toltsiik be a
fold_surusege.txt fajlt, majd illesszink a pontokra kdbds masodrendld és kdbds
els6rendl spline-t is! Nézzuk meg melyik illeszkedik jobban!

data = load('fold_surusege.txt')
r = data(:,1) % kilométerben a sugar
ro = data(:,2) % slrliség kg/mA3

% kobos elsérendli Hermite interpolacid

fspl = @(x) interpl(r,ro,x, 'pchip') % vagy 'pchip'
fspl(3200) % 10361

figure(l1) ;subplot(1,2,1);

plot(r,ro,'r*'); hold on;

fplot(fspl, [0,max(r)]);

title('KOobos elsbérendli Hermite interpolacio')

% kobos masodrendi spline interpolacio

fsp2 = @(x) spline(r,ro,x)

fsp2(3200) % 11350

subplot(1,2,2)

plot(r,ro, 'r*'); hold on;

fplot(fsp2, [0,max(r)]);

title('KObds masodrendl spline interpolacié')

VVVVVVVVVVVVYVVYVVYVVYV
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10. Interpolacié

Kabds elsdrendi Hermite interpolacid Kébds masodrendd spline interpolacid
14000 T T T T T T 14000 T . T T

12000 | 12000 |

10000 | 10000 |
8000 8000 |
6000 6000 |

4000 4000 ¢

0 1000 2000 3000 4000 S000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
X X

A két modszer elég nagy eltéréseket adott a 3200 km-nél lévé sirliség értekekre, az
els6 esetben 10361 kg/m? lett az eredmény, a masodikban pedig 11350 kg/m?.

Az abra alapjan egyértelmd, hogy most jobb illeszkedést kaptunk a harmadfoku
els6rendd spline-ra (‘pchip'), mint a harmadfoku masodrendl esetben ('spline'). Azért
jobb most az el6ébbi mddszer, mivel az adatokban erds torések, ugrasok vannak. Sima
fuggvények esetén a masodrendi 'spline’ ad jobb kozelitést.

A feladat masodik felére, hogy mekkora sugarnal lesz a slriség értéke pont 4000
kg/m? éppen ezért hasznaljuk az elsére meghatarozott spline-t!

> % Mekkora sugarhoz tartozik 4000 kg/mA3 slirliség?
> f = @(x) fspl(x)-4000
> R4000 = fzero(f,5500) % 5958.9 km

Tehat kb. 6000 km-es sugarnal lesz a slirliség értéke 4000 kg/m?.

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

vander - Vandermonde matrix

interpl (method: Egydimenzids interpolacié (moédszer: linearis, legkozelebbi
linear, nearest, - szomszéd, kObds masodrendi, kobos elsérendld Hermite
spline, pchip) interpolacio)

spline - Egydimenzids, kdbds masodrendu spline interpolacié
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11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

11. KETVALTOZOS INTERPOLACIO, REGRESSZIO

TOBBERTEKU GORBEK INTERPOLACIOJA

A spline interpolacio jol alkalmazhaté olyan gorbék kozelitésére is, amelyeknél a
fuggvény egy adott x pontban tobb y értéket is felvehet (pl. kdrvonal esetén). llyen
esetben a gorbe paraméteres alakjat hasznaljuk. Paraméter lehet példaul a pont
sorszama, vagy a gorbe ivhossza is. Nézzink most ez utébbira egy példat!

Felmérték a Visegradi varba vezetd szerpentinut kdzel egy kilométeres szakaszan a
tengelyvonalat. Abrazoljuk a felmérés eredményeit, majd illessziink spline gorbét a
pontokra és hatarozzuk meg a kezd6ponttol szamitott 500 m-es utszelvény EOV
koordinatait! Az interpolacidhoz valasszuk paraméternek a gorbe pontjainak a
tavolsagat (ivhosszat). Az adatokat toltsik be a visegrad.txt fajlbol. Ebben EOV
vetuletben vannak a felmért pontok Y,X koordinatai.

% TObbértékl gorbék interpolacidja

clc; close all; clear all;

adat = load('visegrad.txt"')

x = adat(:,1); y = adat(:,2);

figure(l)

plot(x,y)

V V.V V V V

27245

27241

27235+

27231

27225+

2722¢

27215

2720 ¢

27205+

2721

27195 1 1 1 1 1 1
b6.4575 bB.458 6.4585 6.459 64595 646 64605 6461 6.4615

x10°

Az abran lathatjuk, hogy vannak olyan helyek, ahol egy adott x koordinatahoz tébb y
érték is tartozik, hagyomanyos fuggveény interpolacioval nem tudnank ra gorbét
illeszteni. Paraméteres alakban viszont megoldhaté a feladat. Olyan paramétert kell
valasztanunk, ami minden pont esetében egyértelmi{ megoldast ad. Legyen most ez
a paraméter a gorbe ivhossza, amit a felmért pontok kozoétti tavolsaggal fogunk
kozeliteni. Ezutan két figgvényillesztést hajtunk végre, egyet az x koordinatara az
ivhossz fuggvényében, egyet pedig hasonldéképp az y koordinatara.

Szamitsuk ki el6szoér a pontok x,y irdnyu koordinata kulonbségeit (Ax,Ay)! Ezt
egyszerlien megtehetjlk a numerikus diff parancsot hasznalva. Ez egy vektor
esetében a szomszédos elemek kildnbségeit adja vissza (értelemszeriien n elem
esetén n-1 értéket). EbbSl mar szamithatunk tavolsagokat Pitagorasz-tétellel (a
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11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

kezdbpontnak sajat magatol mért tavolsaga 0), majd ezeket folyamatosan 6sszegezve
a cumsum paranccsal megkapjuk a kezd6ponttdl meért tavolsagokat.

% Paraméter: a gorbe ivhossza, tavolsagokkal kozelitve
% x,y iranyu koordinata kilonbségek a pontok kozott:

dx = diff(x)

dy = diff(y)

% tavolsagok:

t0 = [0; sqrt(dx.A2+dy.A2)]
% folyamatosan Osszegezve:
t = cumsum(t0)

vV V V V V V VYV

lllessziink spline gorbét az x és y értékekre az ivhossz fliggvényében!

% Az interpolacids flggvények x-re és y-ra
xt=@(u) spline(t,x,u);

yt=@(u) spline(t,y,u);

% Abrazoljuk az eredményt

hold on;

fplot(xt,yt,[0,t(end)],’ r’);

V V. V V V V

Mi lesz az EQV koordinataja az 500-as szelvény tengelypontjanak?

% Milyen koordindta tartozik az 500 m-es szelvényhez?
format Tlong

x500 = xt(500) % 6.459890032622117e+05

y500 = yt(500) % 2.721148370593938e+05

format short

> plot(x500,y500, ko', "MarkerFacecColor','r")

vV V.V V V

Tehat a felmérés kezdépontjatél az 500-as szelvény EOV Y koordinataja
645 989.00 m, az EOV X koordinataja pedig 272 114.84 m.

v 10° ¥ = spline(t x,u), y = splineit,y,u)

T T T T T T T T T

2724

27235

T
1

T
1

2723

T

27225

T
1

2722

27215

T

272

T
1

2.7205

T

272

T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

6.457 6.45756.458 6.45656.459 6.4595 6.46 6.46056.461 6.46156.462

o x1D5
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11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

KETVALTOZOS INTERPOLACIO SZABALYOS RACSON ADOTT PONTOK
ESETEN14

Kétvaltozds esetben a legegyszerlbb interpolacios mddszer a szabalyos racshaléban
adott pontoknal alkalmazhaté bilinearis interpolacié. Az interpolaci6 harom
egyvaltozos interpolacios Iépésbdl allhat:

Zijal or, piaa) el

1) Interpolacié az y = y;mentén vizszintesen: z(x, y;), )
J'-I-l .—'_‘

2) interpolacio az y=y;,; mentén vizszintesen:

z(X, Yj+1), |
3) végul a harmadik interpolacioé az x = allandémentén Y A — o -
fuggblegesen, felhasznalva az elébbi  két 1z 3)|

interpolacié eredményét: z(x, y).

Megjegyzés: A fentiek csak a bilinearis interpolacié Iépései, _
azonban a j-1, j+2 stb. pontok bevonasaval magasabb foki 7, &~ "4 o
interpolacié is lehetséges. X Fil

%+l §

Nézzink egy tereprendezési példat a fentiekre! A terep magassagait egy szabalyos
racs pontjaiban mérésekkel hataroztak meg. A mérési pontok koordinatai és a mért
magassagok az alabbiak (a magassagok a terep.txt fajlbol beolvashatok):

190

(1350 1317 136.4 139.8 119.8]

120 |134.8 133.0 139.7 135.5 120.0|

Z= 11244 130.0 140.0 139.2 122.3|

|l131'1 133.8 138.1 137.7 121.1J|

50 133.2 137.1 143.0 135.0 123.3
10
0

0 60 140 200 300

Mekkora a terep magassaga a (100,100) pontban? Abrazoljuk ebben a pontban a Ny-
K iranyu metszetet! Mennyi foldet kell hozni vagy elvinni, ha a fenti mérési
eredményekkel rendelkezd domborzatot 135 m magassagu sik tereppé szeretnénk
atalakitani?

A megoldashoz el6 kell allitanunk a racspontok x,y koordinatait is €s beolvasni a
hozzajuk tartozo z értékeket. Figyeljunk arra, hogy a matematikai koordinata rendszer
kezddpontja a bal alsé sarokba esik, a matrixok kezddpontja (elsé sor, elsé oszlop)
pedig a bal fels6é sarokba! A koordinata rendszerek eltérése miatt itt az y koordinatakat
fentrdl lefelé kell megadjuk!

% Tereprendezes

clc; clear all; close all;

% A magassag értékek beolvasdsa

Z = load('terep.txt')

% A racspontok koordinatdai (figyeljiink az adatok sorrendjére!)

V V. V V V

14 Felhasznalva: Palancz Béla (2012): Numerikus médszerek példatar + el6éadas féliak
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11. Kétvaltozods interpolacio, regresszio

x=[0 60 140 200 300];
y=[190 120 50 10 0];

% Racshalo eldallitasa
[X,Y]=meshgrid(x,y)

vV V. V V

Ezzel el6allt egy racshald x,y,z koordinatakkal.
Jelenitsik meg a mért pontokat 3 dimenzidban
(plot3)!

> figure(l)
> plot3(X,Y,z,'ro', '"MarkerFacecolor','r")

Szemléletesebben is meg lehet jeleniteni a domborzatot racshaldéként (mesh), vagy
feluletként (surf). Nézzuk meg ezeket is!

> hold on; mesh(X,Y,Zz)
> surf(X,Y,2)

145 . °
145
140 ®
e 140

135 °
°
L4 . o . 135
130
o
° o A N 130
125 .o o — 125
120
./o “o® 120
15 v 15

200 .
150 ) 300
100 ~ 200 100 200
50 . 100 50 b _ ) 100

200

Masik gyakran hasznalt lehet6ség a szintvonalas

abran torténé megjelenités (contour), ahol ol r -

opcioként megadhatjuk azt is, hogy melyik i

szintvonalak jelenjenek meg (pl. most allitsuk be, 1ot o Jayy

hogy 120 és 140 méter kozott 2 méterenként wp & i gEassad

legyenek szintvonalak), illetve bekapcsolhatjuk a 100 4

szintvonalak feliratozasat is a set paranccsal, ha a0

két kimenettel hivjuk meg a contour-t, és a . % ¢ % )

masodik kimenet tulajdonsagait modositjuk. ol O gggsggw

A% 3 Y

> figure(2) o

> [C,h] = contour(X,Y,z,120:2:140)

> set(h, 'ShowText', 'on')
A fenti parancsok csak megjelenitésre szolgalnak, ebb8l még nem tudjuk
meghatarozni egy tetszéleges pontban a terep magassagat, ahhoz interpolaciéra
(vagy regressziora) lesz sziikség.

lllessziink a pontokra interpolaciés feluletet! Az interpolacidhoz egy fluggetlen valtozé
esetén eddig az interpl parancsot hasznaltuk, most 2 fuggetlen valtozé esetén az
interp2 parancs hasznalhat6. Az interp2 csak racshaléban megadott pontok/adatok
esetén alkalmazhaté (a racspontok egyenlé tavolsaga nem kdvetelmény, csak a ’cubic’
modszer alkalmazasakor). Tobb kilonb6zé moddszerrel is meghivhatd: 'nearest’ -
legkozelebbi szomszéd, 'linear' - bilinearis interpolacio, 'spline' - spline interpolacio,
‘cubic’ - 2D kdbos spline interpolacié (bicubic), csak egyenletes racstavolsag esetén
alkalmazhatd, ellenkezdé esetben spline interpolacid kerul helyette alkalmazasra.
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11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

Rajzoljuk fel az interpolacios feluletet az illesztett fUggveényt felhasznalva (fsurf vagy
ezsurf)!

% spline interpolacié o2 i)
F=@(Cu,v) interp2(X,Y,zZ,u,v,'spline');
% A terep megjelenitése

figure(3);

fsurf(F,[0,300,0,190])

% Ellendrzés

F(0,0) % 133.2000

F(300,190) % 119.8000

% Terep magassaga a 100,100 pontban?
F(100,100) % 137.8079

A (0,0) pontban a magassag 133.2 volt, a (300,190)-ben pedig 119.8, az interpolacio
eredményeképpen visszakaptuk ezeket az értékeket. A (100,100) pont magassaga
spline interpolacioval 137.8 m-re adddott. Probaképp cseréljik le a ’spline’ modszert a
‘'nearest’-re, ’linear’-ra, hogy lassuk, mi torténik ezekben az esetekben!

VVVVVVYVVYV

\%

Rajzoljuk fel a Ny-K iranyu metszetet ebben a
pontban. Ehhez vegylnk fel 50 pontot az y=100
keresztmetszetben a P1(0,100) és a P2(300,100)
pontok kozott! Hasznaljuk az elébb meghatarozott
flggvényt a magassagok kiszamitasara!

145

% Ny-K iranyu terepmetszet
x0 = Tinspace(0,300,50)

y0 = Tinspace(100,100,50)

% vagy: y0 = ones(1,50)*100
z0 = F(x0,y0)

figure(4); plot(x0,z0);
Oldjuk meg a feladat masodik részét is, hogy mennyi foldet kell hozni vagy elvinni, ha
a fenti mérési eredményekkel rendelkezd domborzatot 135 m magassagu sik tereppé
szeretnénk atalakitani? Ehhez szamitsuk ki a terep és a tengerszint altal hatarolt
foldtdbmeg mennyiségét és a 135 méteres vizszintes sik és a tengerszint altal hatarolt
foldtdbmeg mennyiségét a megadott téglalapra. A ketté kilénbsége fogja megadni a
tereprendezéshez szikséges fold mennyiségét. A terep altal hatarolt foldtomeg
mennyiségét az alabbi kettds integrallal (integral2) szamithatjuk:

190 300

Vt=J j F(x,y) dx dy
0 0

V V.V V V V

A vizszintes z=all. sik altal hatarolt foldtbmeg mennyisége egy téglatest térfogata:
Vs, = z+300-190.

% Terep alatti foldtérfogat téglalap tartomanyon kettds integrallal
Vt=integral2(F,0,300,0,190) % 7.6140e+06

% Vizszintes sik altal hatarol foldtérfogat

vs=135%300%190 % 7695000

% A tereprendezéshez sziikséges foldtérfogat

Vr=Vs-vt % 8.0983e+04

VV V V VYV

Mivel a tervezett vizszintes sik altal hatarol térfogat nagyobb volt, mint a terep alatti,
ezért feltdltésre van sziikség, méghozza 80983 m? foldre.
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11. Kétvaltozods interpolacio, regresszio

KETVALTOZOS REGRESSZIO15

Szabalytalan elrendezésl pontok esetében joval bonyolultabb interpolaciot végezni.
Ellenben a polinomiadlis regresszionak nem kovetelménye a pontok szabalyos
elhelyezkedése. Ez utébbi esetben viszont tgyelni kell, hogy nagyon magas fokszamu
polinomot nem szabad alkalmazni a tultanulas miatt. Az illeszté pontokban a
hibadsszeg csokkenése ugyanis nem jelent feltétlenul megbizhatobb modellt, sokszor
a pontok kozott a feluletben nagyfoku hullamzas, oszcillacié 1ép fel.

Nézzunk egy példat kétvaltozés regresszidra, interpolacioral A magyar Duna
vizgyUjtdjének terlletei Ausztriaban és Bajororszagban talalhaték. Ha itt jelent6s
mennyiségl csapadék esik, akkor a Dunan arhullam vonul le. Feladatunk a budapesti
tet6zb vizallas elbrejelzése a kdvetkez6 két adat alapjan:

x: az arhullamot kivalté csapadék, amely 15 bajor illetve osztrak csapadékjelzd
allomas adatainak kozépértéke [mm];

y: a Duna vizalladsa Budapestnél az arhullamot kivalté es6zések kezdetekor [cm];

z: abecsulend6 érték Budapestnél, az arhullam tetézéséhez tartozé vizszint [cm].

Az eddig mért adatokat az alabbi tablazat tartalmazza (az adatok az arhullam.txt file-
ban elérhetbek), ebben egy sor egy adott idéponthoz tartozé x, y, z értékeket jelenti:

58 | 405 | 590
52 | 450 | 660
133 | 350 | 780
179 | 285 | 770 e
98 | 330 | 710 B0 R

72 | 400 | 640
72 | 550 | 670
43 | 480 | 520
62 | 450 | 660
67 | 610 | 690
64 | 380 | 500
33 | 460 | 460
57 | 425 | 610
62 | 560 | 710
54 | 420 | 620
48 | 620 | 660 207 g
68 | 390 | 620
74 | 350 | 590
95 | 570 | 740

200

2017. augusztus 3-an az osztrak és bajor vizgyUjté terlleten atlagosan 100 mm
csapadék esett. Ugyanekkor a Duna vizszintje Budapesten 400 cm-nél volt. Mekkorara
varhato6 az arhullam tet6zése Budapesten?

15 Felhasznalva: Palancz Béla (2012): Numerikus médszerek példatar + el6éadas foliak
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11. Kétvaltozods interpolacio, regresszio

llesszink egy masodfoku regresszids polinomot a pontokra, és ennek
felhasznalasaval adjunk becslést a varhato tet6zési magassagra! lllesszlnk fellletet a
pontokra interpolacioval is, linearis és spline interpolaciot alkalmazva és ezek alapjan
is becsuljuk meg az arhullam varhato tet6zését!

El6szor olvassuk be és abrazoljuk az adatokat! 3D szort pontokat a plot3 vagy a
scatter3 paranccsal tudunk megjeleniteni.

clc; clear all; close all;

xyz=load('arhullam.txt")

x=xyz(:,1); % arhullamot kivaltod csapadék [mm]

y=xyz(:,2); % Duna vizallasa Budapestnél az eslzés kezdetekor [cm]
z=xyz(:,3); % a becsllendé érték, arhullam tetézése Budapestnél [cm]
% Abrazolas

figure(l);clf;

scatter3(x,y,z, 'filled")

VV VYV VYVVYV

Kétvaltozds esetben regresszios sikot a kovetkezd modon irhatunk fel:
z=f(x,y) = p1 +DP2X + 3y
A masodfoku regresszids polinom altalanos felirasa pedig a kdvetkez6:
z=f(x,y) = p1 + P2x + Psy + pax’ + psxy + pey?
Harmadfoku regresszios polinom:
z=f(x,y) = p1 + DP2x + Py + Pax’ + Dsxy + Py’ + p7x° + pgx?y + poxy? + p1oy°

Hasonloképp negyed-, 6tdd- stb. foku polinomokat is felirhatnank, de a tultanulas
jelensége miatt 5. fokunal magasabbat nem szoktak alkalmazni.

Most a feladatban masodfoku polinomialis fellletet kell illesztenlink. n pont esetén n
darab linearis egyenletet irhatunk fel, és 6 meghatarozand6é paraméterink van. Ez
matrixos alakban a kdvetkez6 lesz (A - p = b):

2 2

1 x1 y1 X1Yy1 X1 P1 Z1

1 x X% x X2 P2 Z

e D R G Pl R PR R
2 2

1 x, v X XnYn Xn Pe Zn

Mivel a feladatban jéval tdbb, mint 6 adatunk van, ezért egy tulhatarozott linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk, a legkisebb négyzetek mddszerével
minimalizalva a maradék ellentmondasokat. A feladat megoldasa lényegében
ugyanugy megy, mint egyvaltozés esetben.

> n = length(x) % 19
> A = [ones(n,l) X y X.A2 X.*y y.A2]
> p = A\z

A megoldast megkaphatjuk a matlab egy masik beépitett fliggvényét, a regress-t
hasznalva is, ekkor az egyutthatok mellett megkaphatjuk a 95 szazalékos konfidencia
intervallumukat és a maradék ellentmondasokat is

> [p int95 err]=regress(z,A)

Definiélju'k a regresszios fellletet fuggvényként, és rajzoljuk be az illesztett felllet az
abraba! Abrazoljuk szintvonalakkal is a fellletet! Becsuljuk meg a varhaté arhullam
tet6zését 100 mm csapadék és 400 cm-es vizszint esetén!
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11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

> f=0(x,y) p(D+p(2)*x+p(3)*y+p(4)*X.A2+p(5) *X.*y+p(6)*y.A2
> hold on;
>  fsurf(f, [min(x),max(x),minCy),max(y)])

Forgassuk el kicsit az abrat a Rotate 3D paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban
latszddjon az illeszkedés. Abrazoljuk az illesztett f fiiggvényt szintvonalas abran is!
Flggvény esetében a contour parancs nem hasznalhatd, hanem vagy az ezcontour
vagy az fcontour. A Matlab 2017-es verzidjatdl az ezcontour hasznélata nem
javasolt, hanem helyette az fcontour, viszont ez utdbbi esetében egyelére nem
muakodik a szintvonalak feliratozasa, ugyhogy egyel6re maradjunk az el6bbinél. Ha a
feliratokat be szeretnénk kapcsolni, akkor a szintvonalas abrat el kell mentin egy
valtozéba, és utdana a set parancs segitségével allithatjuk be a feliratozast
(‘'Show','on"), illetve itt adhatjuk meg, hogy melyik szintvonalak jelenjenek meg
(LevelList',450:50:800). Figyeljink, hogy a sima contour parancs esetében a
(‘ShowText','on’) kapcsolot kellett beallitani, itt ez eltér ettdl.

> figure(2); hold on;

> h = ezcontour(f, [min(x) max(x) minCy) max(y)]1)

> set(h,'show','on', 'LevelList',450:50:800)
Az utolsé paranccsal beallitottuk, hogy a szintvonal feliratai is jelenjenek meg, és, hogy
az alap 100 m helyett 50 m-ként rajzoljon szintvonalakat.

Meaqj. A legujabb Matlabnal javasoljak az ezcontour helyett az fcontour hasznalatat.
Itt sajnos egyel6re nincs lehetéség feliratozni a szintvonalakat.
> fcontour(f, [min(x) max(x) min(y) max(y)], 'LevelList',450:50:800)

Az arhullam varhaté tet6zése 100 mm csapadék és 400 cm-es vizszint esetén a
regresszios polinommal végzett becslés alapjan 738 cm lesz:

> % El6rejelzés
> zpol = f(100,400) % 737.8771

Az els6 abrankba, ahol az adatokat megjelenitettik rajzoljuk be az illesztett fellletet
3D-ben és az elbre jelzett értéket is. Forgassuk el kicsit az abrat a Rotate 3D
paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban latszédjon az illeszkedés.

550
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11. Kétvaltozods interpolacio, regresszio

KETVALTOZOS INTERPOLACIO SZABALYTALAN ELRENDEZESU PONTOK
ESETEN

Szabalytalan elrendezésl pontok esetében tobbféle interpolacios modszert szoktak
alkalmazni. Lehet ez pl. a legkdzelebbi szomszéd modszere, amikor a pont a hozza
legkdzelebb es6 pont értékét kapja, torténhet az interpolacio krigeléssel, tavolsaggal
forditott sulyozassal, szabalyos geometriai elemekre bontassal vagy radial-
bazisfliggvény maddszerét alkalmazva.

A Matlab beépitett figgvényei kdzott a szabalyos geometriai elemekre bontast talaljuk
meg. A griddata fliggvény Delaunay haromszdg halézatot vesz fel, és a haromszoégek
alapjan végez interpolaciét. Az interpolacio tipusa lehet legkdzelebbi szomszéd
interpolacié (‘nearest'), haromszog alapu linearis interpolacio, ekkor minden
haromszogre egy sikot illesztlink ('linear'), vagy haromszdg alapu kdbds interpolacio
(‘cubic' - haromszdgelésen alapuld 'bicubic spline' interpolacid). llletve hasznalhato
meg a 'v4' mddszer is, ami biharmonikus spline interpolaciot végez. Ez utébbi mdédszer
nem haromszogelésen alapul.

A mobdszerek alapja a Delaunay
haromszogelés, ahol ugy veszik fel a szort
pontok alapjan a haromszogeket, hogy egy
haromszog koré irt korbe ne keruljon masik
pont. El6bnye ennek a haromszogelésnek,
hogy mivel maximalizélja a haromszog
legkisebb szogeét, ezaltal keruli a keskeny
haromszogeket. Néhany  alkalmazasi
terulete: domborzatmodellezés
(segitségével koénnyen szamithatok az
esés-, kitettség viszonyok,
meghatarozhatdak a szintvonalak), illetve a
végeselem-maodszerben is gyakran
hasznaljak, mivel kdnnyen elballithato.

25

Hatarozzuk meg a haromszog alapu linearis és kdbos interpolaciéval is az arhullam
varhato tetézéseét, ha a lehullott csapadék 100 mm és a vizallas Budapestnél 400 cm!

griddata(x,y,z,100,400, 'Tinear') % 724.7377
griddata(x,y,z,100,400, 'cubic') % 735.3939

A polinom illesztéssel végzett elérejelzés alapjan a tetézés 738 cm-en varhato, a
linearis interpolacié alapjan 725 cm-en, a kobos alapjan pedig 735 cm-en.
Flggvényként is definidlhatjuk a fentieket, és akkor tetszdleges pontra kdnnyen
meghivhatjuk, pl. a kobos interpolaciéra:

> zlin
> zkob

% Interpolaciés fiiggvény definidlasa

flin = @Cu,v) griddata(x,y,z,u,v, 'linear")
fkob = @(u,v) griddata(x,y,z,u,v, 'cubic")
f1in(100,400) % 724.7377

fkob (100,400) % 735.3939

Abrazoljuk a két fiiggvényt térben, illetve szintvonalakkal, egy abra 4 részteriiletén.
Sajnos a griddata-bol eléallitott figgvényt az fplot nem jeleniti meg, csak az ezplot.

vV V.V V V

> figure(3);
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griddata(x,y,z,u,v,'linear’)

subplot(1,2,1);
subplot(1,2,2);
subplot(2,2,3);
subplot(2,2,4);

11. Kétvaltozds interpolacio, regresszid

ezsurf(flin, [min(x) max(x) minCy) max(y)]1)
ezsurf(fkob, [min(x) max(x) minCy) max(y)])
ezcontour(flin, [min(x) max(x) min(y) max(y)])
ezcontour (fkob, [min(x) max(x) min(Cy) max(y)])

griddata(x,y,z,u,v,'cubic’)
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diff
cumsum
meshgrid

plot3
mesh

surf

contour

set

interp2

vektor elemeinek kulonbsége, kozelité numerikus derivalt,
szimbolikus derivalt szamitasa

vektor elemeinek folyamatos 6sszegzése

2-3 dimenzidés racs el6allitasa vektorban
koordinatakbol

Pontok 3D megjelenitése
Racshaloban adott 3D pontok megjelenitése térbeli racsként

Racshaloban adott 3D pontok megjelenitése szinezett
fellletként (kitoltott térbeli racs)

Racshaloban adott 3D pontok alapjan szintvonalak rajzolasa
grafikus objektum (pl. h) megadott tulajdonsagainak beallitasa,
pl. szintvonalak feliratozasa (set(h,’ShowText’,’on’) contour
parancs esetén, vagy set(h,’Show’,on) ezcontour esetén)

2D interpolacié racshaléban adott pontokbdl tetszéleges pontra

(mddszer: linearis — ’linear’, legkbzelebbi szomszéd - 'nearest’,
spline inetrpolacio —’spline’, 2D kdbos spline (bicubic) —’cubic’)

tarolt x,y(,2)
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integral2
scatter3
regress

fsurf, ezsurf
fcontour, ezcontour

griddata

11. Kétvaltozds interpolacio, regresszio

Kettés integral szamitdsa numerikusan, szabalyos téglalap
tartomanyon

Szort pontok 3D megjelenitése

Tobbvaltozés  linearis  regresszio  legkisebb  négyzetek
modszerével

3D fellletek kirajzolasa megadott fuggvény alapjan
Szintvonalak kirajzolasa fuggveény alapjan

Interpolacio szort pontok alapjan tetszdleges pontra vagy racsra
(mddszer: haromszdog alapu linearis interpolacio (TIN modell) —
'linear’, legkdzelebbi szomszéd - 'nearest’, haromszog alapu
kObos interpolacié — 'cubic’, biharmonikus spline inetrpolacio —
!V4’)

131



15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

12. NUMERIKUS DERIVALAS

A derivalttal (vagy differencialhnanyadossal) egy mennyiség megvaltozasanak az
utemét tudjuk jellemezni. Nagyon sok helyen talalkozhatunk vele a mérnoki
gyakorlatban, tudomanyokban. Talan a legismertebb fizikai példa az ut, sebesség
gyorsulas dsszefliggése. Ha a megtett utat, poziciét (x) id6 fuggvényében (t) irjuk fel:
x = f(t), akkor a targy sebessége v(t) az ut id6 szerinti els6 derivaltja lesz (az id6-ut

grafikon meredeksége): vzm, a gyorsulas pedig az ut id6 szerinti masodik

dt
dv(t)

derivaltja, vagy a sebesség elsé derivaltja: a = " Ugyancsak a derivaltat

hasznalhatjuk egy fuggvény minimumanak vagy maximumanak megkeresésére, mint
azt lattuk korabban.

A derivalando figgvény lehet analitikus kifejezés vagy diszkrét pontokban megadott
ertékek. Egyszerl matematikai kifejezéssel megadott fuggvény derivaltja szamithato
analitikusan. Bonyolult matematikai kifejezések, vagy diszkrét pontok esetében
azonban numerikus derivalast szoktak alkalmazni. Ugyancsak fontos szerepe van a
numerikus derivalasnak a differencial egyenletek megoldasakor.

A numerikus differencialas egyik fontos moddszere a derivalt kozelitése véges
differencia hanyadossal. Egy masik megkdzelités, amikor a pontokat kozelitjik
valamilyen analitikusan felirhato fuggvénnyel (pl. polinomialis regresszio, interpolacio)
és az analitikus fuggvényt derivaljuk.

Numerikus derivalas véges differencia kozelitéssel
T T T T T T

Numerikus derivalas figgvény illesztéssel

VEGES DIFFERENCIA KOZELITES

Tegyuk fel, hogy csak diszkrét pontokban ismerjuk a derivalandé fuggveény értékeit. A
derivaltat kozelithetjuk a szomszédos pontokat 0sszekotdé egyenes meredeksegeével.
Erre tobb lehet6ség is adddik. Az egyik a jobb oldali vagy eléremutaté differencia:

, ol Yiv1 — Vi
') =y P
Egy masik lehetéség a baloldali vagy hatramutaté differencia:
, ol Yi = Vi1
') =y P

132
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Miutan a jobb és baloldali differenciak hibainak el6jele gyakran ellentétes, jobb
megoldast adhat a kett6 atlaga. Amennyiben a pontok felosztasa egyenletes (x;,; —
x; = x; — x;—1 = h) ez a centralis differencia formulahoz vezet:

, _ o Y1t T Yi1 Yivr — Vi
f (xl) =Yi Xipq — Xj_1 2h

Altalaban a centralis differencia formula pontosabb kézelitését adja a derivaltnak, mint
a jobb vagy baloldali differencia. A pontok kozo6tti tavolsag csokkenése is pontosabb
eredményhez vezet.

Numerikus derivalas véges differencia kozelitéssel

Centrélis differencia
--------- bal oldali differencia
— — —jobb oldali differencia

= 1 1 I J
55 B 6.5 7 75

A VEGES DIFFERENCIA KOZELITESEK HIBAI

A Taylor sorokat hasznalhatjuk a jobb, bal és centralis differencidak csonkitasi
hibabecsléséhez.

hZ
f+th)=f)+hf)+—f(0)

ahol c egy ismeretlen szam x és x+h kdzott. Legyen x = x;, x + h = x;,, és fejezzuk
ki f'-t az egyenletbdl!

, fOir) =fa) h,
o) =————"=-2 f"©
A fenti formula a jobboldali (eléremutatd) differencia képlete, amelynek a hibaja
—%f"(c), vagyis a csonkitasi hiba nagysagrendje O(h) (nagy ordd h). A fenti képletben

h-t (—h)-ra cserélve megkapjuk a baloldali differencia képletét. A centralis differencia
formula hiba becslését a harmadrend( Taylor sorbdl kaphatjuk meg:

h? h3
fCrin) = fCi+h) = fQa) +h f100) + = f700) + 57 f7 (@)

h? h3
fCria) = flq —h) = fO) —hf'(x) +— f7(x) = 57 f7(c2)

ahol x; < ¢; < x;41 €S x;_1 < ¢, < x;. Vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet és fejezzik
ki f'-t!
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£ = fxivn) = fCrima) % f"(c) + £ (c2)
v 2h 31 2

A fentiek alapjan a centralis differencia formula 0(h?) nagysagrendi, ami sokkal jobb
kozelitést eredményez, igy amikor csak lehet célszerl ezt hasznaini.

Tobb pontra is felirhatjuk a derivaltat a pontosabb kozelités érdekében, példaul 5 pont
bevonasaval a centralis differencia formula hibaja 0(h*) lesz.

, ., Vi = 8Yi1 8y — Vise
f'(xp) =y = 12 h

A jobb és baloldali differencia hibaja is csokkenthet6 tobb pont bevonasaval. Az elsé
derivalt esetén a jobb és bal oldali differencia 3 pontra felirva:

=3yi + 4 Yit1 — Vis2

+ 0(h*)

fo) = vi = T Tt o)
o — 4y,_1 + 3y,
Fa) = yf ~ PR Ok

MAGASABB RENDU DIFFERENCIA HANYADOSOK!16

Magasabb rendi derivaltakra is felirhatd centralis differencia formula, ezeknél mind
0(h?) lesz a hiba nagysagrendje. Centralis differencia formula masodik derivaltra 3
pontra:

v Yier = 2Yi+ Vi

o) =y = - + 0(h?)
Centralis differencia formula harmadik derivaltra 4 pontra:
1

[ =y~ 5o Giva = 2 Yiea + 2¥ie1 = Yia) + O(RY)
Centralis differencia formula negyedik derivaltra 5 pontra:
1
f®x) =y,® =~ i Viez = 4 Vi1 + 6y, — 4yi_1 + yiz) + O(h?)

A masodik derivalt esetén a jobb és baloldali differencia 3 pontra:

v Vi = 2Yiv1 + Vie2

@) =i = +0()
" n o Yicz T 2Yiea T
fr@) =yl = =5+ 0(h)

A masodik derivalt esetén a jobb és baloldali differencia 4 pontra:

2Yi =S5 Yis1 T4 Vis2 — Yies

@) =yi' = - + 0(h?)
" 7 —Yi- +4y— —5_')/-_ +2y
f (xi) =y~ -3 i th i-1 L + O(hz)

16 Otthoni atnézésre
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DIFFERENCIA HANYADOSOK ALKALMAZASA

Adottak egy Ursiklo helyzetének magassag adatai a kilovés utani elsd két percben:

t(s) | 0| 10 | 20 | 30 | 40 | 50 60 80 90 100 | 110 | 120
h(m) | -8 | 241 | 1244 | 2872 | 5377 | 8130 | 11617 | 15380 | 19872 | 25608 | 31412 | 38309 | 44726
Hatarozzuk meg az Ursiklo sebességét az ido " —
figgvényében! Ahol lehet hasznaljunk centralis * ' 7
differencia formulat! Toltsiik be az adatokat az =~ __| 7]
ursiklo.txt fajlbél és abrazoljuk a magassagi 5l /
poziciot a idd fuggvenyében! z 25 /
> clc; close all; clear all; § ’ x/%
> adat = Toad('ursiklo.txt") | ////
> t = adat(:,1);x = adat(:,2); T #
> figure(l); plot(t,h, ' 'r*-") s R
> xlabel('id6[s]") e
> ylabel('magassag [m]"') a8 x w @ & TR
> title('Ut-id6 diagram') "

A sebesség az id6 szerinti elsd derivalt. Centralis formulat csak a masodik ponttol az
utolso elétti pontig tudunk hasznalni. Az elsé pontban csak jobboldali (el6remutato)
differencia formulat, az utolsé pontban pedig csak baloldali (hatramutaté) formulat
hasznalhatunk. irjunk egy fliggvényt, ami kiszamolja minden pontban az elsd
derivaltat, ahol lehet centralis differencia formulat alkalmazva!

Szamoljuk ki az elsé derivaltat a fenti fuiggvényt hasznalva!

v = derivalt(t,x)

figure(2); plot(t,v, 'b*-")
xlabel ('id6[s]');
ylabel('sebesség [m/s]')
title('Sebesség-idé diagram')

V V. V V V

A Matlab beépitett flggvénye a diff is
hasznalhaté derivalt szamitasara, mind
numerikus, mind szimbolikus esetben. A diff
parancsot numerikusan hasznalva azonban
csak egyoldali differenciakat szamolhatunk
vele, centralis differenciakat nem, ugyanis a
diff parancs csak annyit tesz, ha egy vektor

sebesség [m/s]

700

Sebesség-idd diagram

> function dx = derivalt(x,y)

> % Numerikus derivalas differencia hanyadosok alkalmazasaval

> n = length(x);

> dx(1) = (y(2)-y(D)/(x(2)-x(1)); % jobboldali differencia

> for i = 2:n-1

> dx(i) = (yO+D)-y(i-1))/xGi+1)-x(i-1)); % centralis diff.
> end

> dx(n) = (y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1)); % baloldali differencia
> end

L
0 20

’
a0

.
60
idds]

L
80

L
100

120

elemire meghivjuk, hogy kiszamolja a szomszédos elemek kulonbségét. Az
eredménynek eggyel kevesebb eleme lesz, mint a bemenetnek volt. Hatarozzuk meg
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a sebességeket és gyorsulasokat jobb és baloldali differencia kulonbségeket
hasznalva a diff paranccsal!

% egyoldali differenciaval beépitett fliggvénnyel (diff)
dx = diff(x);
dt = diff(t);

dxdt = dx./dt

figure(2); hold on

plot(t(l:end-1),dxdt, 'ro-') % jobboldali/eléremutatd differencia

plot(t(2:end),dxdt, 'ms-"') % baloldali/hatramutatd differencia

Tegend('centralis differencia', 'jobboldali differencia',...
'baloldali differencia', 'Location', 'best')

VV VV VVVVYV

Az el6remutatd (jobboldali) és a hatramutatd (baloldali) differenciak szamitasa
Iényegében megegyezik, jobboldali differenciakat az elsé ponttdl az utols6 elbttiig
tudunk szamitani, baloldalit pedig a 2. ponttdl az utolsoig. A megjelenitésnél lathatjuk
a kulonbséget, az értékek megegyeznek, csak eggyel el vannak csusztatva a két
esetben. Az abra alapjan lathatd, hogy a centralis differenciak hasznalata simabb
gorbét eredményezett, mint az egyoldali differenciaké. Hasonloképp szamithatnank a
gyorsulasokat is a sebesség derivalasavall!

Sebesség-idd diagram

700 T
600
500
)
E 400
(o))
R0)
n
3
o 300
[}
@ —%— centralis differencia
200 —O— jobboldali differencia ]
—&— baloldali differencia
100 B
i: 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

idé[s]

Az alkalmazott derivalt.m fliggvény a 2. ponttdl az utolsé eléttiig alkalmaz 0(h?) hibaju
centralis differencia formulat, a két szélsé pontban pedig O(h) hibaju egyoldali
differencia formulat (az abran latjuk, hogy a két széls6 pontban az értéke megegyezik
a jobb ill. baloldali formulaéval). Lehetne pontositani a végpontokban is, 0(h?) hibaju
megoldast alkalmazva 3-3 pont bevonasaval, a korabban ismertetett képletek alapjan:
> % Az els6 és az utolsd pontban is 0(hA2) hibaju kozelitést alkalmazva
> n=numel(v)
> vl = (-3*x(1) + 4*x(2)-x(3))/(t(3)-t(D)) % -12.8000
> vn = (x(n-2) - 4*x(n-1) + 3*x(n))/(t(n)-t(n-2)) % 617.700
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DERIVALAS FUGGVENYILLESZTESSEL
(SZIMBOLIKUS DERIVALAS, POLINOM DERIVALASA)

4

Nézziik meg a masik megkdzelitést is, amikor o —d
a pontokra egy kozelité flggvényt illesztink.
Legyen most ez egy masodfoku polinom!

by
=
T T

w
n

> % derivalas filggvény illesztéssel

w
T

c = polyfit(t,x,2) 525
% c = 3.0470 10.1151 -89.3626 §
p = @(x) polyval(c,x) g

- N
T T T

figure(1l); hold on;

fplot(p, [min(t),max(t)]1);

Az abra alapjan latjuk, hogy nagyon jdl
illeszkedik a pontokra a parabola. Ha az 0 2 o & W m
egyutthatokkal  definialnank  szimbolikus
alakban a polinomot (syms), akkor derivalasra hasznalhatnank a diff parancsot, mint
azt mar korabban lattuk. Azonban algebrai polinomok esetében van egy egyszeribb
megoldas is. A polyder parancsot hasznalva nincs szikség szimbolikus formaba
alakitani a megoldast. Nézzuk meg mindkét megoldast!

vV V V V V

o
n

<

% sebesség szimbolikus derivalassal

syms x

ps = c()*x.A2 + c(2)*x + c(3)

% (3050%*xA2)/1001 + (50626*x)/5005 - 6288336567612965/70368744177664
v2 = diff(ps,x)

% (6100*x) /1001 + 50626/5005

v2 = matlabFunction(v2)

% vagy egyszerilbben polinom derivalas beépitett Matlab paranccsal
cl = polyder(c) % cl = 6.0939 10.1151

v2 = @(x) polyval(cl,x)

figure(2)

fplot(v2, [min(t),max(t)],'g", 'Linewidth',2)

legend('centralis differencia', 'jobboldali differencia',...

'baloldali differencia', 'derivalas flggvény
illesztéssel', 'Location', "best')

VVVVVYVVVVVVYVYVYV

A derivalt ebben az esetben még simabb lefutasu lett, egy egyenes!

Sebesség-id6é diagram
800 T T T

—%— centrdlis differencia

—O— jobboldali differencia

—H&—— baloldali differencia

derivalas fliggvény illesztéssel

600

($2]
o
o

sebesség [m/s]
S
3

0 20 40 60 80 100 120
idé[s]
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ONTOZOViZ TAROLO PAROLGASI, SZIVARGASI VESZTESEGEI

Nézzink meg egy jellegzetes épitébmérndki feladatot numerikus derivalasra! Becsuljuk
meg, hogy egy ontozbviz-tarozénak egy honap soran hogyan alakultak a parolgasi és
elszivargasi veszteségei (Q;,s5(t)), ha ismert a hozzafolyas (Q;,(t)) és a vizkivétel
(Qout (1)) vizhozamanak id6sora, a vizallas idésora (z(t)), valamint a tarozoé térfogati
jelleggoérbéje. Az alapegyenletet a kdvetkezd: a hozzafolyasbdl kivonva a vizkivételt
€s a parolgasi/elszivargasi veszteséget megkapjuk a térfogat valtozasat:

dz
Qin(t) - Qout(t) - Qloss(t) = A(Z) E

d . . ,
ahol d—i a vizszint megvaltozasa, A(2)

pedig a tarozé adott vizszinthez tartozo
felszine, amit a tarozo jelleggorbéjébdl
hatarozhatunk meg.

Az abran egy minta tarozo
jelleggorbéje lathato, amirél
leolvashatd, hogy egy adott vizszint
(tarozasi szint) esetén mekkora lesz a
tarolt viztérfogat, illetve a tarozd nyilt
vizfelszine.

Tarozasi szint (m)

1,0 F (km?)

r .
10V (millié m3)

A kérdéses tarozé esetén rendelkezésilinkre all a tarozo jelleggorbéje a felszinre
vonatkozdan, hogy adott vizszinthez [m] mekkora tarozo felszin [m?] tartozik.

V'ﬁ?ﬁ:]”t 17.983(19.812 [21.641| 23.470 | 25.298 | 27.127 | 28.956 | 30.785 | 32.614 | 34.442 | 36.271
f:'[srf]'zr]‘ 16177 |222431|748178|1694521|3229775(5471806 |8723345|12120476|17519486 (24815707 36316941

A fenti adatok megtalalhatéak a jelleggorbe.txt fajlban is. Olvassuk be az adatokat,
majd valasszuk szét a valtozokat. Tuntessik fel egy Uj abraban a pontokat és
illesszink ra egy kdbds masodrendid spline-t, fuggvény alakban! Az x tengelyen most

a vizszint értékek legyenek.

%% Viztarozo
clc; clear all; close all;
% Jelleggorbe

h = jelleg(:,1), A = jelleg(:
figure(1l); plot(h,A,'r*-")

F = @(x) splineCh,A,x)

hold on; fplot(F,
title('Tarozé jelleggorbéje')
xlabel('vizallas [m]');
ylabel('Tarozo felilete [mA2]

VVVVVVVYVVYVYV

jelleg = load('jelleggorbe.txt');
12)’

[minCh), max(Ch)1)

v) 0

o 107 Tarozo jelleggorbéje

asf ]

sl /

Téarozé feliilete [m?]
N N
o N o
: ‘

o
o

.
15 20 25 30 35 40
vizallas [m]

Rendelkezéstinkre allnak mérési adatok 30 napra vizallasra (z(t)), a hozzafolyas

(Qin (1)) és avizkivétel (Q,,:(t)) mennyiségére. Ezek az idosor.txt fajlban talalhatoak,
ahol négy oszlopban a kdvetkezé adatok vannak: idépont - [nap], Qin- [M3/s], vizallas

- [m], Qout - [m3/s].
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idépont -|hozzafolyas -|vizallas -|vizkivétel -
t[nap] | Qin [M3¥/s] z[m] |Qout [Mm3/s]

1. 0.08 27.630 0.70
2. 0.08 27.616 0.70

Valasszuk szét az adatokat és a subplot parancsot hasznalva készitsunk egy abrat ket
egymas alatti grafikonnal, a felsében feltintetve a hozzafolyas és a vizkivétel idésorat,
az alson pedig a vizszint megvaltozasat!

% Id6sor adatok

idosor = load('idosor.txt');

t=idosor(:,1), Qin=idosor(:,2),z=idosor(:,3), Qout=idosor(:,4)
figure(2); subplot(2,1,1);

plot(t,Qin,t,Qout); Tegend('hozzafolyas', 'vizkivétel')
subplot(2,1,2); plot(t,z); legend('vizallas")

V V.V V V V

400 T T T T T
hozzafolyas
300 | vizkivétel |
200 r b
100 [ b
0 1 1
0 5 10 15 20 25 30
34 T T T T T
32 |
30 b
28 b
26 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

A jelleggorbe alapjan szamoljuk ki az egyes vizallasokhoz tartoz6 felszin adatok
idésorat A(2)!

> % Az adott iddésorhoz tartozo tarozd felszinek kiszamitasa
> A= F(2)

Az alapegyenletiink a kdvetkezd: Q;,(t) — Qput (t) — Q1oss(t) = A(2) %.

Ebbél ismerjik a Q;,(t), Q,.:(t), A(z) idésorokat és a vizszint id6ésorat is (z(t)).
Ahhoz, hogy ki tudjuk szamolni a parolgasi/elszivargasi veszteség idésorat (Q;,ss(t)),
a vizszint id6 szerint valtozasat vagyis az els6 derivaltat kellene meghatarozzuk. Egy
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adott napon meért hozzafolyas, vizkivétel hatasa mindig a masnap reggel meért
vizszintekben fog csak megjelenni, ezért itt eléremutatd, vagy jobboldali differenciakra

lesz szukségunk!

d
dt
differencia formulat hasznalva ahol lehet (az utolsé pontnal baloldali differencia
formulaval)! Ehhez modosithatjuk a korabban a centralis differencia formulara megirt
derivalt.m fuggvényunket, vagy megoldhatjuk a Matlab numerikus derivalas parancsat
alkalmazva is. Figyeljunk oda, hogy az id6 mértékegységek megegyezzenek! A
végeredmény a tovabbi szamitasok érdekében oszlopvektor legyen!

Hatarozzuk meg a vizallas idd szerinti elsd derivaltjat (%), jobboldali (eléremutatd)

A jobb oldali vagy eléremutaté differencia képlete: f'(x;) = y;' ~ %
i+17 4%
A baloldali vagy hatramutatd differencia: f'(x;) = y;' ~ xl_—zl‘l
i—Ai-1

A méddositott figgvény neve legyen jobbderivalt.m!

> function dx = jobbderivalt(x,y)
% Numerikus derivalas differencia hanyadosok alkalmazasaval

>

> % Utolso elétti pontig jobb, utolsd pontban baloldali differencia
formulaval

> n = length(x);

> for i = 1:n-1

> dx(i) = (yG+D)-y())/xG+1D-x(i));

> end

> dx(n) = (y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1));

> end

Szamitsuk ki a vizallas valtozasat a fenti fuggvénnyel! Ne felejtslik el a napokban
megadott id6ket atvaltani masodpercekre!

% vizallas valtozas

ts = t*%24%3600;

dz = jobbderivalt(ts,z);

dz=dz'

% vagy beépitett diff fliggvényt haszndlva

dz2 = diff(z)./diff(ts); dz2 = [dz2; dz2(end)]

Szamoljuk ki a tarolt viz térfogat valtozasanak 2
id6ésorat is: % = A(z)%, majd az alapegyenletet s:
hasznalva szamolja ki a parolgasi/szivargasi .| g
veszteség idésorat (Q,,ss) [Mm3/s]-ban! | | A A~ NAY

VvV V.V V V V

o

> % Térfogat valtozds, parolgasi, \ ‘

szivargasi veszteség [mA3/s] 05| | |
> dv = A.*dz | /
> Qloss = Qin - Qout - dv;
> figure(3); plot(ts,Qloss) s

0 05 1 1.5 2 25 3
%108

A parolgas a vizfelszinnel aranyos (hv), értékét mm/nap mennyiségben szoktak
megadni. Szamoljuk at a [m3/s]-ban megkapott értékeket mm/nap mennyiségre az

alabbi képletet hasznalva:
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_ Quoss * 86400 - 1000
N A

ahol Qiess [M®/s]-ban adott, 86400 a masodpercek szama egy napban, A pedig az adott
idéponthoz tartozd vizfelszin [m?]. Az 1000-es szorzé azért van benne, mert a
végeredményt nem méterben, hanem mm-ben kapjuk (/nap). A kapott értékeket
abrazoljuk is! (Megj: A parolgasi veszteség max. napi 10 mm szokott lenni, értéke lehet
negativ is, csapadék esetén)

hy

> % Parolgasi, szivargasi veszteségek mm-ben

> veszt_mm = Qloss*86400%1000./A

> figure(3); plot(t,veszt_mm);

> title('Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]')

10 Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]

5 - 771\\ \“7\

@ \\//\\;4//“\V/f——\,//\\\\J/ﬁ\x///:

0L . |

Mi tortént volna, ha nem eléremutatd differencia formulakat hasznalunk (aminek itt
fizikai tartalma van), hanem itt is centralis differencia formulakat alkalmazzuk,
mondvan, hogy pontosabb? Cseréljik ki a

> dz = jobbderivalt(ts,z);
parancsot a kdvetkezdre (ami centralis differencia formulat hasznal):
> dz = derivalt(ts,z);

Az eredmény szemmel lathatéan képtelenség, hiszen egy nap alatt nem szokott 2.3 m
magassagu vizoszlop elparologni, se 1.8 m csapadék esni.

2500 Parolgasi, szivargasi veszteség [mm/nap]

2000 - I
1500 f
1000 f |

500 | ||

]
\

-500 |- ‘
\

-1000 - |/

-1500 | \/

-2000
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DERIVALAS TOBBVALTOZOS ESETBEN

A gradiens a derivalas altalanositasa tébbvaltozos esetre. Egy fuggvény derivaltjanak
ertékeét egyvaltozds esetben szamithatjuk, értéke egy skalar lesz. Tobb valtozo esetén
a gradiens veszi at a helyét, mely ellentétben a derivalttal, mar vektort ad vissza, nem
skalart, eredménye egy vektormezd lesz. Kétvaltozos esetben egy f figgvény gradiens
vektora a kovetkezo:

af
_|ox
Vilx,y) = of ;
dy
Ugyanugy, ahogy a derivalt az érinté meredekségét adja meg, a gradiens a felllet

legnagyobb meredekségi iranyaba mutat, megadja az adott pontban a fliggvény
legnagyobb megvaltozasanak iranyat, értekét.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 kétvaltozos flggvény gradiensét, és abrazoljuk a
vektormezét az x € [—2,2] és y € [—2,2] tartomanyon!

flx,y) = x e"@+%

> %% Kétvaltozods felillet definidlasa
> clc; clear all; close all;
> f = @(x,y) x .* exp(-(X.A2 + y.A2));
> figure(l)
> fsurf(f,[-2,2,-2,2])
> figure(2)
> fcontour(f,[-2,2,-2,2])
2
1.5F
‘ _ //illl "“\§‘\ / //,,,/ '777\'\\\
) , é@”¢%¢&s§ ST AN
" = IIIIl,,{{{:z:‘“ of [ [ Q H‘
0.2 i 7 05 1 \\\\%/// /s‘f
\. G /
0.4 , N — y
2 -
1 ~ . 2 151
1 P 0 o , . . .
2 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Szamitsuk ki a gradiensvektor elemeit, vagyis az x és y szerinti parciadlis derivaltakat
szimbolikusan! Ehhez hasznalhatnank szimbolikusan a diff parancsot is, vagy egy
lépésben a gradient parancsot.

%% Gradiens szamitas szimbolikusan

syms X y

fs = x .*% exp(-(x.A2 + y.A2));

G = gradient(fs, [x, yl1)

% exp(- xA2 - yA2) - 2%xA2%exp(- XA2 - yA2)
% -2%x*y*exp (- xA2 - yA2)

vV V.V V V V
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Abrazoljuk a vektormezét a szintvonalas abran, gy, hogy kiszamoljuk egy racshaléd
pontjaiban a gradiens értékeit! Vektormez6t a quiver paranccsal jelenithetliink meg.

> [X, Y] = meshgrid(-2:0.2:2,-2:0.2:2);
> gx = matlabFunction(G(1))

> gy = matlabFunction(G(2))

> GX = gx(X,Y); GY = gy(X,Y);

> hold on;

> quiver(X,Y,GX,GY)

A gradient parancsot hasznalhatjuk numerikusan is a gradiensvektor értékeinek
kiszamitasara.

%% Gradiens szamitds numerikusan

z = f(X,Y);

[px,py] = gradient(z);

figure(3); hold on;

fcontour(f,[-2,2,-2,2])

quiver(X,Y, px,py)

Itt el6szor kiszamitottuk az XY racspontokban a fuggvény értékét (Z), majd
egyenletesnek feltételezve a racshald osztasat, a gradiens vektor értékeit (px,py).

V V.V V V V

25
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A masodik parcialis derivaltakat tartalmazza a Hesse matrix, ami kétvaltozos esetben
igy irhato fel:

[ 0°f  0%f ]

| 5,2 I
HOoy) = { gff 652?‘

dy 0x a_yz

Egy f fUggveény x valtozé szerinti masodik parcialis derivaltjat szamithatjuk a
diff(f,x,2) paranccsal, vagy az egész Hesse matrixot is megadhatjuk egyben
szimbolikusan a hessian parancs alkalmazasaval. Hatarozzuk meg az el6z6
fuggvény Hesse matrixat és szamoljuk ki a masodik derivaltak értékét az x=0.5 és 'y
= 0.7 helyen!

> %% Hesse matrix

> d2x = diff(fs,x,2)

> % 4*xA3%exp(- XA2 - yA2) - 6*x*exp(- XxA2 - yA2)

> H = hessian(fs)

> % [ 4%xA3*exp(- XA2 - yA2) - 6%x¥exp(- xA2 - yA2), 4%xA2%y*exp(-

XA2 - yA2) - 2%y¥*exp(- xA2 - yA2)]
> % [ 4%xA2*y*exp(- XA2 - yA2) - 2*y¥*exp(- XA2 - yA2), 4%x*yA2%*exp(-
XA2 - yA2) - 2%x¥exp(- XA2 - yA2)]

> Hfv = matlabFunction(H)

> Hfv(0.5,0.7)

> % -1.1928 -0.3340

> % -0.3340 -0.0095

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK
polyder - Algebrai polinom derivaltjanak szamitasa
diff(f,x,2) - f szimbolikus kifejezés 2. derivaltja x szerint
gradient - Gradiensek szamitasa numerikusan, szimbolikusan
quiver - vektormezd megjelenitése
. Hesse-matrix, az f(x) figgvény masodik parcialis derivaltjainak
hessian - o
a matrixa
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13. FELTETEL NELKULI OPTIMALIZACIO

Az optimalizacio, egy fuggvény szélsbérték helyének a meghatarozasa. Ez a feladat a
meérnoki gyakorlatban is sokszor el6fordul, meg kell hatarozni példaul egy
tartdszerkezet maximalis elmozdulasanak a helyét, geodéziai mérések
kiegyenlitésekor egy pont legkisebb hibaval rendelkez6 helyzetét, vizminGség
vizsgalatnal a maximalis szennyez6dés mértékét.

A sokféle felmerilé feladat megoldasara sok modszert dolgoztak ki. A kidolgozott
numerikus eljarasok tobbnyire minimum hely keresésére vonatkoznak, amennyiben a
meghatarozandd szélséérték nem minimum hanem maximum, akkor azt a fuggvény
(-1)-szeresének minimumaval lehet megtalalni, max(f(x)) = min(—f(x)) . A
szélséertéket mindig egy adott intervallumban, tartomanyban vizsgaljuk. Az adott
tartomanyon belll lehetnek lokalis minimumok, ahol a pont akarmilyen kicsiny
koérnyezetében a fuggvényérték nagyobb, mint ebben a pontban (P; pontok az abran).
Amennyiben egy tartomanyban tobb lokalis minimum is van, eltérd
fuggvényértékekkel, akkor a legkisebb fuggvényeértékhez tartozd pont a globalis
minimum (az abran P,).

A

P>

>

Beszélhetlnk feltétel nélkili és feltételes szélséértékrél is (vagy megkotés nélkili és
megkotéses optimalizaciordl). A feltételes szélséérték feladatok esetében ugy
keressik a fuggvény minimumat, hogy kézben a pontoknak ki kell elégitenilk
valamilyen megkotést, feltételt is. Itt lehet egy vagy tobb feltétel, ezek lehetnek
egyenletekkel vagy egyenlétlenségekkel megadva, lehetnek linearisak vagy
nemlinearisak is. A kilénb6z6 esetekben mas-mas modszert lehet alkalmazni (pl.
Lagrange-moédszer, buntetésfiggvény moddszer, Karush-Kuhn-Tucker-feltételek,
linedris programozas). Most id6 hianyaban csak a feltétel nélkuli szélséérték
feladatokkal fogunk foglalkozni. Ezeknek a megoldasara is szamos médszer létezik.
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EGYVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

LEHAJLAS VIZSGALAT

Nézziink meg most rugalmassagtanbdl egy %Y
peldat, ahol a maximalis lehajlas helyét és
értékét keressuk! Egy két végén befogott I
keresztmetszetl gerendara linearisan megoszIo
terhelés jut az abra szerint. Az y tengely iranyu
lehajlas a kovetkez6 Osszefuggéssel
szamithato:

_ o
Y = 120LEI

ahol go=15kN/m=15N/mm, E=70000 N/mm?, L=3000 mm, | = 5.29x107 mm4.

Mekkora lesz a lehajlas 1 és 2 m-nél? Keressuk meg azt a helyet, ahol legnagyobb a
lehajlas és hatarozzuk meg a lehajlas értéket!

(x> — 5Lx* + 71%x3 — 3L3x?),

El6szor abrazoljuk a lehajlasokat!

> %% Lehajlas szamitas
> % valtozok megadasa:
> E = 70000; I = 5.29e7; g0 = 15; L = 3000; EI = E*I;
Célszer( 6sszevonni az E és | valtozékat egybe (El), hogy ne keveredjenek az 'e'

Euler-féle szammal (2.71...) és az 'I' képzetes egységgel (v—1). Ez a szimbolikus
szamitasoknal problémat okozhatna.

y = @(x) q0/(120%L¥*EI)* (XA5-5%L*XA4+7*LA2%XA3-3%LA3%XA2)

% lehajlasok abrazolasa

figure(1l); fplot(y,[0 3000])
y(1000), y(2000) % lehajlas 1 i1l1. 2 m-nél: -0.3601 és -0.3151 mm

vV V. V V
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Nézzunk meg két mddszert, amivel meg lehet keresni egy egyvaltozos fuggveny
minimumat!

INTERVALLUM MODSZER (TERNARY SEARCH)

Az intervallum modszer hasonlit a nemlinearis egyenleteknél tanult zart intervallum
modszerekhez. Kezdéértéknek itt is egy intervallumot kell felvenni [a,b], ahol most nem
egy zérushelye, hanem egy minimuma lesz a flggvénynek, vagyis unimodalis lesz
fuggvény (a minimumbhelyig a fuggvény monoton csdkken, utdna monoton né). A zart
intervallum modszerekhez hasonléan itt is valamilyen médon szlkiteni kell ezutan az
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intervallumot, amig megtalaljuk a megoldast. Ehhez most két bels6 pontot vegyunk fel
(xa, x2) és vizsgaljuk meg a figgvényeértékeket ezekben a pontokban!

Mivel a fuggvény a minimumhelyig monoton csokken, utana pedig monoton né, a
minimumhely csak a legkisebb fliggvényértéket adé pont és a két szomszédja kdzotti
intervallumban lehet. Tehat, ha f(x;) < f(x,) akkor a minimumbhely biztosan az [a, x,]
intervallumban lesz, ha f(x,) > f(x;), akkor pedig biztosan az [x,, b] intervallumban.
Lasd az abrat! Ezutan az uj intervallumban ujra felveszunk két belsé pontot és addig
ismételjuk az eljarast, mig az intervallum egy megadott kiiszobérték ala nem csokken.

A —

>

A moddszer mindig konvergalni fog (amennyiben az intervallumon belll a fliggvény
unimodalis). A kérdés az, hogyan érdemes felvenni x1, x2 helyét, hogy minél kevesebb
iteracidval, szamitassal eljussunk a végeredményhez. Az egyik megkozelités, hogy
egyenletesen vesszik fel a pontokat az intervallum 1/3-aban és 2/3-aban (‘ternary
search algorithm'). Nézzik meg hogyan oldhatjuk meg ezt Matlab-ban. Lasd az
intervallum.m fajt!

function [x, i] = intervallum(f, a, b, tol)

i 1;

a + 1/3*(b-a);

x1
x2 b - 1/3*(b-a);

while abs(x2-x1) > tol
if f(x1) < f(x2)
b = x2;
else
a = x1;
end
i = 1+1;
x1 a + 1/3*%(b-a);
x2 a - 1/3*(b-a);
end
X = (x14x2)/2;
end

VVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYV

Keressuk meg ezzel a mddszerrel a maximalis lehajlas helyét! Hiaba beszélink
maximalis lehajlasrodl, itt is egy minimum hely meghatarozasardl van szo, ha
medgfigyeljuk az elsd abran a koordinata rendszert, akkor latni fogjuk, hogy a lehajlasok
negativ elmozdulas értékeket jelentenek, tehat a maximalis lehajlas a legkisebb vy
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koordinatat jelenti. A kezd6é unimodalis intervallum legyen a [1000, 2000] az abra
alapjan!

% intervallum modszer - egyenld felosztas
[x1 i1l] = intervallum(y,1000,2000,1e-6)

% x1 = 1.4259e+03; i1l = 50

yl = y(x1) % -0.4293

hold on; plot(xl,yl,'rp")

vV V.V V V

Tehat 6sszesen 50 iteracié alatt talaltuk meg a minimumhelyet (a maximalis lehajlas
helyét) 1425.9 mm-nél van, értéke pedig -0.4293 mm lett.
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ARANYMETSZES MODSZERE (GOLDEN-SECTION SEARCH)

Van azonban hatékonyabb felvétele is a pontoknak, mint az egyenletes felvétel.
Hasznaljuk az aranymetszési aranyt! Ez az arany a természetben is gyakran el&fordul
és a muivészetekben is gyakran hasznaljak. Az aranymetszési arannyal ugy
oszthatunk fel egy L szakaszt két részre (L = L1+ L2), hogy a nagyobbik szakasz
aranya a teljes hosszhoz ugyanakkora legyen, mint a kisebbik szakasz aranya a
nagyobbikhoz.

_ L2 _ L1
L L2
Fejezziik ki ebbdl L1-et és L2-t R és L fuggvényében: L2 =R-L; L1 =L2-R = L - R?.
Ezt helyettesitslik be az L = L1 + L2 egyenletbe:
L=L-R*’+R-L
Ezt elosztva L-lel és 0-ra rendezve kapjuk, hogy:
R+ R—-1=0

A masodfoku egyenlet egyetlen pozitiv gyOke lesz az a keresett aranyszam, ahogy a
nagyobbik szakasz aranylik az egészhez, vagy a kisebbik szakasz a nagyobbikhoz, ez
lesz az aranymetszési arany:
V5-1
R = =0.618
2

Nézzuk meg, hogyan hasznalhatjuk ezt a hatékonyabb széls6érték meghatarozashoz,
modositva az intervallum mddszernél a belsé pontok felvételét!
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A R=L2/L=L1/L2=0.618 _

Vegyuk fel ugy a belsé pontokat szimmetrikusan, hogy 0.618 - L tavolsagra legyen a
két pont a szakasz egyik és masik végeéetél. Ebben az esetben is szlkitsuk az
intervallumot a belsé pontok fiUggvényértékei alapjan, tehat a minimumbhely a legkisebb
fluggvényértéket ado pont és a két szomszédja kozotti intervallumban lehet most is. A
kllonbség az el6z6ekhez képest az, hogy az aranymetszés tulajdonsagai miatt most
az uj intervallum egyik belsé pontja meg fog egyezni az el6z6 intervallum egyik korabbi
belsé pontjavall Az abran az Uj intervallum x2 pontja meg fog egyezni az el6z6
intervallum x1 pontjavall Ez azt jelenti, hogy ebben a pontban nem kell Ujra kiszamolni
a fuggvényértéket, elég csak a masik belsé pont ezt megtenni. Ez kilonésen bonyolult
fuggvények esetében lehet jelentés idényereség. Nézzik meg Matlabban hogyan
tudnank ezt megvalositani (aranymetszes.m)!

function [x, i] = aranymetszes(f, a, b, tol)

i =1;
R = (sqrt(5)-1)/2;
x1 = b - R*(b-a);
x2 = a + R*(b-a);
fl =Ff(x1); f2 = f(x2);
while abs(x2-x1)>tol
if f1 < f2
b = x2;
x2 = x1; f2 = f1; % ezt atvesszik az el16z6 iteraciobol!
x1 = b - R*(b-a);
fl =f(x1); % ezt szamoljuk
else
a = x1;
x1 = x2; fl = f2; % ezt atvesszik az el6z6 iterdciobdl!
x2 = a + R*(b-a);
f2 = f(x2); % ezt szamoljuk
end
i = 1i+1;

end
X = (x1+x2)/2;

Az elsé iteracioban még ki kell szamitani x1, x2 pontban is a fuggvény értékeket, de
utana mar elég csak az egyiket szamitani, a masikat atvehetjik a korabbi iteraciébol!

VVVVVVVVYVVVVVVVVYVYVYVYVYVYV
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(Megj. : Az intervallum/aranymetszés mddszere megoldhato rekurziv algoritmussal is,
lasd a golden.m f3ajlt.)

Keressiik meg ezzel is maximalis lehajlas helyét! Abrazoljuk is az eredményt!

% aranymetszes modszere

[x2 i2] = aranymetszes(y,1000,2000,1e-6)
% x2 = 1.4259e+03; i2 = 42

y2 = y(x2) % -0.4293

plot(x2, y2, 'mo")

vV V. V V V

Most egyrészt a korabbi 50 iteracido helyett 42 iteracios lépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a fliggvény kiértékelések szamat nézzuk, akkor még
nagyobb a kilénbség. Az egyenlé felosztas esetén minden iteracidban 2
fuggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 50*2=100 fuggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszés esetében csak az elsé iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracionként egyet, vagyis 6sszesen 43-szor kellett kiszamolni a fliggvény
ertékét! Ez bonyolult flggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

NEWTON-MODSZER

Ha a fluggvény derivaltjanak szamitasa nem okoz gondot akkor megoldhatjuk a
szelsGérték keresést ugy is, hogy az elsé derivalt gyokhelyeit megkeressuk.
Alkalmazzuk most a Newton mddszert szélsGérték keresésre! A gyokhelykereseéssel
szemben nem az f(x) = 0 egyenletet, hanem az f'(x) = 0 egyenletet oldjuk meg, de
ugyanaz az algoritmus hasznalhaté most is (lasd a korabbi newton.m fajlt).

A Newton modszer iteracios képlete zérushely kereséshez: x;,; = x; — ,{,((?))
Ugyanez széls6érték kereséséhez az f(x)-et, f'(x)-re cserélve:
e = x f'(a)
g =X —
1+ i f”(xl)

A Newton moédszerrel torténd szélséérték kereséshez szukség van mind az elsé, mind
a masodik derivalt szamitasara! Oldjuk meg az el6z6 feladatot Newton moédszerrel is!
Kezddérteknek valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az
O0sszehasonlithatosag végett, mondjuk az 2000-et! (Természetesen az abra alapjan
pontosabb kezddérték is valaszthato lenne.).

Az eredeti egyenlet a kovetkezd:

_ qo
120LEI

Ennek az els6 (vagy masodik) derivaltjat nem tul nehéz szamitogép nélkil sem
meghatarozni, mivel egy polinomrdl van sz6. Az elsé derivalt:

qo
=vy = S5x* — 20Lx3 + 21L%x% — 613 ,
fx)=y 120LEI( X x>+ x x)

Természetesen Matlab-bal is meghatarozhatjuk az x szerinti derivaltat, szimbolikusan.
Ahhoz, hogy 0ssze tudjuk hasonlitani a szamitégép nélkul végzett derivalassal,

y (x° — 5Lx* + 7L%x3 — 313x?),
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el6szor alakitsuk szimbolikussa az El, L, qo és x valtozokat, ezekkel definialjuk a
szimbolikus ys fliggvényt, majd szamitsuk ki a derivaltakat szimbolikusan:

%% Newton médszer

% Derivaltak meghatarozasa

syms EI L g0 x

ys = q0/(120%L*EI) * (X.A5-5%L*X.A4+7*LA2%X . A3-3%LA3*X.A2)
dx=diff(ys,x)

% -(q0*(6*LA3*X - 21*LA2*XA2 + 20*%L*XA3 - 5*xA4))/(120*EI*L)
ddx = diff(ys,x,2)

> % -(q0*(6*LA3 - 42*LA2%X + 60*L*XA2 - 20%xA3))/(120*EI*L)

vV V.V V V VYV

Miel6tt fuggvénnyé alakithatnank a szimbolikus kifejezéseket, meg kell adnunk ujra
(be kell helyettesitentink) az El, L és qo valtozok értékeit. Most a kapott eredményeket
egyszerlen masoljuk be a fuggvény definicio eleje utdn CTRL+C/CTRL+V
hasznalataval.

> % Alakitsuk at figgvénnyé a szimbolikus kifejezéseket!
> E = 70000; I = 5.29e7; g0 = 15; L = 3000; EI = E*I;
> dxf = @(x) -(q0*(6*LA3*X - 21*LA2*XA2 + 20%L*XA3 - 5*xA4))/(120*EI*L)
> ddxf = @(x) -(q0*(6*LA3 - 42*LA2*x + 60*L*xA2 - 20%xA3))/(120*EI*L)
Mas megoldas lehet a mar korabban is alkalmazott matlabFunction parancs.
Azonban ebben az esetben csak akkor hasznalhatjuk, ha elétte behelyettesitjik az
ismeretlen (El,qo,L) értékeket a szimbolikus kifejezésekbe, ezt a subs paranccsal
tehetjlk meg. A subs parancs segitségével be lehet helyettesiteni egyszerre az
O0sszes korabban szamként megadott valtozot, vagy meg lehet adni egy bizonyos
valtozo értékét is.
% Mas megoldas
dx = subs(dx),ddx = subs(ddx)

>

>

> dxf = matTabFunction(dx)

> ddxf = matlabFunction(ddx)

Veégul a megoldas Newton mddszerrel:

> % megoldas Newton médszerrel
> [xn in] = newton(dxf, ddxf, 2000, le-6, 100)
> % xn = 1.4257e+03; in = 3

Most minddssze 3 iteracidbdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a modszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal.

MATLAB BEEPITETT FUGGVENY ALKALMAZASA (FMINSEARCH)

Természetesen a Matlab-nak van sajat beépitett fliggvénye is, amivel minimumot lehet
keresni, pl. az fminsearch parancs. Ez Nelder-Mead szimplex modszert hasznal.
> % Matlab beépitett fliggvény - fminsearch

> y = @(x) q0/(120*L*EI)* (X.A5-5%L*X.A4+7*LA2%X.A3-3*LA3*X.A2)
> xmin = fminsearch(y,2000) % 1.4259e+0

Részletekkel egyutt:

> [x,fval,exitflag,output] = fminsearch(y,2000)
> i output.iterations % i = 25 - iteraciok szama
> n = output.funcCount % n = 50 - flggvény kiértékelések szama
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TOBBVALTOZOS FUGGVENY SZELSOERTEK KERESESE

Nem csak egy, hanem tobbvaltozds feladatok esetében is gyakran van szikség
szélsbéerték meghatarozasra, lehet ez egy felulet legkisebb, legnagyobb értéki
helyének meghatarozasa, egy térbeli tarté bizonyos pontjainak x,y iranyu maximalis
elmozdulasa, uthalozat csomopontjainak idealis megvalasztasa a tavolsagok
minimalizalasaval stb. A megkotés nélkili tobbvaltozds esetben is tobbféle megoldasi
modszer kozul valaszthatunk. Hasznalhatunk példaul tobbvaltozés Newton-mddszert,
gradiens modszert, Nelder-Mead szimplex médszert is.

POZICIO MEGHATAROZAS TULHATAROZOTT ESETBEN

Nézzink példat most egy kétvaltozds szélsbérték feladat megoldasara. A korabban
mar megismert mobiltelefonos pozici6 meghatarozasra vonatkozo ivmetszést
hasznalé példat folytassuk. A nemlinearis egyenletrendszereknél két mérési
eredményunk volt két valtozéra, a gyakorlatban azonban f6lés méréseink is szoktak
lenni. 3 vagy tobb meérés esetén, ha nem teljesen hibatlanok a mérések, akkor
maradék ellentmondasok addédnak a pozici6 meghatarozasakor, kiegyenlitésre van
szukség. Akarcsak a tulhatarozott linearis egyenletrendszereknél, itt is a legkisebb
négyzetek modszerét hasznalva minimalizalhatjuk a hibat, a maradék eltérések
négyzetdsszegét. A feladat megoldhaté linearizalassal is, de hasznalhatunk
tobbvaltozos széls6értek keresd algoritmusokat is. Az ismeretlen pozicid (x,y)
koordinatajanak meghatarozasara most 4 mobiltoronyra végeztink tavolsag
meréseket, ebbdl kellene meghatarozni a legvaloszinlbb poziciét!

Mobil X koordinata | Y koordinata Mért bazis-
n/ torony terminal

v / sorszama (Xi) [m] (Yi) [m] tavolsag (ri)
un‘nmm Ismekeflen hely z‘ji:’:‘-};;ms [m]
1 561 487 2130
2 5203 4625 5620
3 5067 -5728 6040
4 1012 5451 5820

A mért tavolsagok egy-egy kort hataroznak meg, aminek az egyenlete implicit alakban
a kovetkezo:

(x—x)>+ @ —-y)*—n*=0,
ahol xi, yi a mobiltornyok koordinatai, x,y pedig a keresett allaspont.

Elsé Iépésként abrazoljuk a kordket és nézzik meg a metszéspont kornyékét Matlab-
ban! El6szor adjuk meg vektorokban a mérések eredményeit és abrazoljuk a
mobiltornyok helyzetét!
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clear all; clc; close all;

xt = [561; 5203; 5067; 1012]
yt [487; 4625; -5728; 5451]
rm = [2130; 5620; 6040; 5820]
% Korok kozéppontjai
figure(1l); hold on;

plot(xt, yt, 'r*")

Ezutan definialjuk a kor egyenletét altalanosan, és szimbolikus x,y valtozot hasznalva
abrazoljuk az egyes koroket!

VVVVVYVVYVVYV

% Kor altalanos egyenlete
kor = @(x,y,xi,yi,ri) (x-xi).A2 + (y-yi).A2 - ri.A2
% korok abrazolasa

syms X vy
E = kor(x,y,xt,yt,rm)
for i = 1:4
fimpTlicit(ECi),[-5000 12000])
end
axis equal

title('Pozicid meghatdrozas kiegyenlitéssel')

Nagyitsunk ra a metszéspont koruli tertletre!

>
>
>
>
>
>
>

>

% A metszéspont koriuli terilet
figure(2); hold on;
for i = 1:4
fimplicit(e(i),[2000 3000 -500 100])
end
axis equal
title('Pozicid meghatdrozas kiegyenlitéssel')

Pozicio meghatarozas kiegyenlitéssel
12000

10000 - Pozicio meghatarozas kiegyenlitéssel
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Latjuk, hogy a négy kor nem egy pontban metszi egymast, hanem kozrezarnak egy
terlletet, ahol a feltételezett pozicionk van. Ezt a legvaldszinlibb helyzetet
hatarozhatjuk meg a maradék eltérések négyzetdsszegének minimalizalasaval. irjuk
fel a minimalizalandé figgvényt (f), ami a maradék eltérések négyzetdsszege lesz

oY) = ) (=% + (7 = y)? = 1)

Definialjuk a célfuggvényt és abrazoljuk is Matlab-ban szintvonalakkal és 3D felllettel

is!
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% minimalizalando flggvény

f = sum((kor(x,y,xt,yt,rm)).A2)

F = matlabFunction(f) % f szimbolikus kifejezés filiggvénnyé alakitasa
fcontour(f, [2000 3000 -500 100]);

figure(3)

fsurf(f, [2000 3000 -500 100])

vV V. V V V V
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A fenti fuggvény minimum helye lesz a keresett pozicio legvaldszinlbb értéke. Hogyan
tudjuk ezt megtalalni? Hasznalhatjuk példaul a tobbvaltozés Newton-maodszert!

TOBBVALTOZ0OS NEWTON-MODSZER

Egyvaltozos esetben a Newton-modszer széls6érték keresésre alkalmazott iteraciods
képlete a kovetkez6 volt:

_ L)

£ ()
Ezt a képletet lehet altalanositani tobbvaltozos esetre is, csak az elsé derivalt helyett
a tébbvaltozés flggveény gradiens vektorat kell hasznaljuk (Vf), a masodik derivalt

helyett pedig a Hesse matrixot (H). A tdbb valtozoét itt is egy vektorban kel megadni (x).
Itt az

Xit1 = X;

Xipr =% — H7H(x) - V()
ahol a Hesse-matrix, az f(x) fuggvény masodik parcialis derivaltjainak a matrixa, a
gradiens vektor pedig az elsé parcialis derivaltak vektora. Kétvaltozds f(x,y) esetben a
gradiens vektor és a Hesse-matrix a kovetkezd lesz:

N
Vi) =|3%) H(x,ﬂg;; i
5; dy 0x 5}3

Korabban, a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasakor, mar hasznaltuk a Jacobi
matrixot, amiben a vektorban tarolt egyenleteknek/fiiggvényeknek az elsé parcialis
derivaltjai voltak benne. A Hesse matrix eléallithaté egy fuggvény gradiens vektorara
kiszamolt Jacobi matrixszal is.
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TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZER MATLAB-BAN

> function [x i X] = gradmulti(grad, hesse, x0, eps, nmax)
>

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);

> i=1;

> X=[x0 x1];

>

> while and(norm(xl - x0) > eps, i < nmax)
> x0 = x1;

> x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);
> i=1 + 1;

> X = [X x1];

> end

> X = x1;

A fenti fuggvény (gradmulti.m) a tobbvaltozés Newton-mddszer megoldasa Matlab-
ban, ahol a bemenet a gradiens vektor, a Hesse matrix, egy x0 kezdeti pozicio, eps
tolerancia érték a leallasi feltételhez és egy nmax maximalis iteracié szam.

A kimenetben x1 a megoldas, i az iteracio szam, X pedig az egymast kovetd
megoldasok Iépéseit tartalmazza.

POZiCIO MEGHATAROZAS TOBBVALTOZOS NEWTON-MODSZERREL

Lattuk, hogy tobbvaltozos esetben szikség lesz a gradiens vektorra és a Hesse
matrixra, az egyvaltozds esetben alkalmazott elsé és masodik derivalt helyett. Allitsuk
el6 ezeket Matlab-ban. A gradiens vektor el6allitdsara hasznalhatjuk a gradient
parancsot a Matlab-ban, mind numerikusan, mind szimbolikusan. Hogy jobban el
tudjuk képzelni abrazoljuk el6szor a numerikusan eléallitott gradiens vektorokat!
Ehhez hozzunk létre egy racsot meshgrid paranccsal és ebben a racsban szamoljuk
ki a gradiens értékeket, amiket a quiver paranccsal abrazolhatunk!

% Gradiens vektor abrazolasa numerikusan

[X,Y] = meshgrid(2000:100:3000, -500:50:100);

Z = F(X,Y);

[px,py] = gradient(z); % gradiensek szamitasa numerikusan
figure(2)

quiver(X,Y,px,py)

vV V.V V V V
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A tobbvaltozés Newton-mddszer alkalmazasahoz nem numerikusan van szukségunk
a gradiens vektorra és Hesse matrixra, hanem vektorvaltozés fuggvény formajaban.
Ezt meghatarozhatjuk szimbolikus szamitasokkal a gradient és a hessian parancsok
alkalmazasaval a szimbolikus f fuggvényre!
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% Gradiens vektor szimbolikusan

G = gradient(f)

% Hesse matrix szimbolikusan

H = hessian(f)

Alakitsuk H-t és G-t vektorvaltozés fliggvénnyé

matTabFunction(G) % G szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
matTabFunction(H) % H szimbolikus kifejezés fliggvénnyé alakitasa
a(x) Gx(D),x(2)) % vektorvaltozossa alakitas

@(x) H(x(D),x(2)) % vektorvaltozodossa alakitas

VVV V VYV VYVYV
o R
I

(9]
o

A megoldéshoz valasszunk kezdbértéket az ((x-%%1)2+(y-437;2-4536900)2+...+((x-5067)‘+(y+5723)2-36481600)‘
8 8 1 v t 4 7 4

abrabdl és hivjuk meg a gradmulti.m figgvényt! A e
0N ) 4 L\, |5 50 | k

> x0 = [2400; -300] P NSXN s

> [p i pp]l = gradmulti(G,H,x0,le-6,100) R M

> % Abrazoljuk a megoldast! s

> plot(p(l),p(2),'r*") -300 _,.:-—“\ -
Nagyon gyorsan konvergalt a modszer, 4 ., — A\
iteraciobol eljutottunk a minimumhelyre a kivant b2 bl b v e

e . 2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000

pontossagon beldl. X

MATLAB BEEPITETT FUGGVENY ALKALMAZASA (FMINSEARCH)

Vannak Matlabos beépitett flggvények is, amiket tobbvaltozos szélséérték
kereséshez hasznalhatunk, az egyik az fminsearch, ami a Nelder-Mead szimplex
modszert hasznalja, egy masik pedig az fminunc, ami kvazi-Newton minimalizalast
alkalmaz. Ha a derivaltak nem szamithatéak konnyen, akkor célszerli a szimplex
modszert hasznalni. A médszer soran felveszink egy kezdd poliédert (szimplexet), 2
dimenziés esetben egy haromszdget, majd az eljaras soran kulonbdzé miveleteket
alkalmazva (nyujtas, zsugoritas, tikrozés) ugy valtoztatjuk a 3 pont helyzetét, hogy
mindig igazodjon a flggvényfelllet alakjahoz, amig a minimumhely kdrnyezetére
zsugorodik. Az eljaras megértéséhez érdemes megnézni mintanak a kovetkezd
animaciot: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Nelder-Mead Himmelblau.qif

Oldjuk meg a feladatot szimplex médszerrel! Ehhez az F fliggvényt vektor valtozéssa
kell alakitanunk!

x0 = [2400; -300]

F=0a(Xx) Fx(1),x(2)) % vektorvaltozéssa alakitas
sol = fminsearch(F,x0)

plot(sol1(1),s01(2), "'ks")

Nézzik meg az eltérést a mért tavolsagok és kiegyenlitett allaspont-mobiltornyok
tavolsagai kozott!

vV V. V V

> % hibak

> ex = xt - sol(1); ey = yt - sol(2);
> er = rm - sqrt(ex.A2+ey.A2)

> % 99.0847

> % 26.3188

> % -31.7595

> % -57.7440

Abrazoljuk a megoldast a 3D abran is!
> figure(3); hold on;
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> plot3(sol(1),s01(2),F(sol), 'r*")

((x - 561)% + (y - 487)% - 4536900)? +...+ ((x - 5067)2 + (y + 5728)% - 36481600)°

4 ™ 3000

200 300 *

y

400 500 2000

Megjegyzes: Az ismertetett modszerek lokalis szélsbérték keresd algoritmusok voltak,
mindig egy adott kezddeérték kozelében keresték a lokalis minimumot. A globalis
minimum meghatarozasahoz tobb lokalis minimum esetében meg kell vizsgalni az
0sszes lokalis minimum értékét, és kozuluk kivalasztani a legkisebbet, az lesz a
globalis minimum. Léteznek olyan modszerek is, melyekkel rogton a globalis
minimumot lehet meghatarozni egy adott tartomanyon (példaul genetikus
algoritmusok), de ezekkel most id6 hianyaban nem tudunk foglalkozni.

MAXIMUM KERESES?7

Az eddig hasznalt mdédszerek kozul az intervallum és aranymetszés modszerével
minimumhelyet tudunk csak megkeresni, a Newton maddszerrel vizszintes érint6jl
helyeket keresunk, tehat ez mind minimum, mind maximum meghatarozasra
alkalmazhato, a beépitett fminsearch pedig, ahogy a neve is mutatja szintén minimum
hely meghatarozasara alkalmazhat6. Lehetne persze kis modositassal az
intervallum/aranymetszés modszert is
maximum keresésre hasznalni, de
egyszerlbb, ha maximum keresés helyett a
fuggvény (-1) szeresének a minimumat
keressuk meg. Nézzink erre egy példat!
Keressik meg az f(x)= —x%+ 6x + 1
fuggvény maximumat!

246 x+H

> clear all; clc; close all;
f=0((X) -x.A2 + 6*%x + 1
fplot(f)

fm = a(x) -f(x) , , , , , , =
xm = fminsearch(fm,4) % 3.0000 . A < ’ 2 ) b
fmax = f(xm) % 10.0000

> hold on; plot(xm, fmax, 'ro')

vV V V V V

Ne felejtsuk el, hogy a maximum értékének megallapitdsahoz az eredeti fuggvénybe
kell visszahelyettesiteni!

17 Otthoni atnézésre
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GYAKORLO FELADAT18

Szennyvizbevezetések altal terhelt élévizek esetében, a kdrnyezeti hatasok
megismerése és egyuttal lehetséges minimalizalasa érdekében fontos a szennyez6
anyag terjedésének, koncentracidé eloszlasanak meghatarozasa. Folydkba torkolo
tisztitott szennyvizbevezetés esetében vizsgaljuk meg a folyoé vizben oldott oxigén
koncentraciéjanak minimalis értékét! Ennek értéke a viz élbvilaganak védelme
eérdekében nem lehet kisebb egy kritikus minimum szintnél!

Szennyviz
bevezetés helye

AV

-
Folyasirany
~

—

Y
Vizben oldott oxigén koncentracidja

Az abra a koncentracio valtozasat mutatja a szennyez6 anyag tartozkodasi idejének
fuggvényében. Az oldott oxigén koncentracio (c) valtozasat az id6 fuggvenyében a
kovetkezd fuggvennyel lehet leirni [mg/L]:

kaLo
kg + ks — kg
ahol t a tartézkodasi id6 [nap], cs a telitési koncentracié (most az értéke: 10 mg/L), Lo
a biokémiai oxigénigény (BOD) a betaplalasnal (50 mg/L), ke a lebomlasi sebesség
[0.1 1/nap], ks a killepedési sebesség [0.05 1/nap], ka az atlevegdzési sebesség [0.6
1/nap], Sv pedig a killepedési oxigénigény [1 mg/L/nap].

S
c(t) = ¢ (e kat — =(katks)t) _ k_b(l _ eFaty
a

Hatarozzuk meg a folyd minimalis oxigén koncentraciojat a szennyviz bevezetés
kozelében! El6szor abrazoljuk a fuggvényt!

% szennyviz bevezetés
clear all; clc; close all;
cs = 10; LO = 50; kd = 0.1; ks = 0.05; ka = 0.6; Sb = 1;

V V. V V V

c = @(t) cs - kd*L0/(kd+ks-ka)*(exp(-ka*t)-exp(-(kd+ks)*t)) -
Sb/ka* (1-exp(-ka*t))

A koncentracio fuggvénye el lett mentve a koncentracio.mat fajlba, igy a begépelések
elkerulése miatt betdlthetjuk a fuggvényt abbdl is:

> TJoad koncentracio;

> C
> % c = @(t)cs-kd*L0/ (kd+ks-ka)*(exp(-ka*t)-exp(-(kd+ks)*t))-Sb/ka*(1-
exp(-ka*t))

Abrazoljuk 0-25 nap kdzott a koncentracié valtozasat!

> figure(l)

18 Otthoni atnézésre
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> fplot(c,[0 25])

cs-...-Sbika (1-expi-ka t))

T T T T

10F .

Keressuk meg az intervallum médszerrel a folyd minimalis oxigén koncentracidjat! A
kezd6 unimodalis intervallum legyen a [0, 5] az abra alapjan!

% intervallum modszer - egyenld felosztas
[x1 i1] = intervallum(c,0,5,1le-6)

% x1 = 3.3912; i1 = 37

cl = c(x1) % 3.3226

Tehat 0sszesen 37 iteracio alatt talaltuk meg a minimumhelyet, a minimalis oxigén
koncentracio pedig 3.32 mg/L lett.

vV V. V V

cs-...-Shika (1-exp(-ka t))
T T

KeressUk meg az aranymetszes modszerével is
a minimalis oxigén koncentraciot! abrazoljuk is
az eredményt!

% aranymetszés modszere

[x2 i2] = aranymetszes(c,0,5,1le-6)
% x2 = 3.3912; i2 = 31

c2 = c(x2) % 3.3226

hold on;
plot(x2, c(x2), 'r*")

V V V V V VYV

Most egyrészt a korabbi 37 iteracido helyett 31 iteracios lépés is elég volt a
megoldashoz, viszont, ha a fliggvény kiértékelések szamat nézzuk, akkor még
nagyobb a kllénbség. Az egyenlé felosztas esetén minden iteracioban 2
fuggvényértéket kellett kiszamolni, vagyis 37*2=74 fuggvénykiértékelés tortént, az
aranymetszés esetében csak az elsé iteracioban kellett 2 kiértékelést végezni, utana
mar csak iteracionként egyet, vagyis 6sszesen 32-szer kellett kiszamolni a fliggvény
értékét! Ez bonyolult flggvények esetében nagy elényt jelent az egyenletesen felvett
pontokkal szemben.

Alkalmazzuk most a Newton modszert széls6érték keresésre! A Newton modszerrel
torténé szélsbértek kereséshez sziukség van mind az els6, mind a masodik derivalt
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szamitasara! Kezd6értéknek valasszuk most az el6z6 intervallum egyik végpontjat, az
O0sszehasonlithatosag végett, mondjuk az 5-6t! (Természetesen az abra alapjan
pontosabb kezddérték is valaszthaté lenne, példaul a 4). A szimbolikus derivaltak
fuggvénnyé alakitdsahoz hasznaljuk a matlabFunction fuggvényt!

%% Newton moédszer

syms t

df = diff(c(t),t) % df = (5*exp(-(3*t)/20))/3 - (23*exp(-(3*t)/5))/3
ddf = diff(c(t),t,2) % ddf = (23*exp(-(3*t)/5))/5 - exp(-(3*t)/20)/4

% Alakitsuk at a szimbolikus kifejezéseket fiiggvényekké!
df = matlabFunction(df)
ddf = matlabFunction(ddf)

% megoldas Newton médszerrel
[cn in] = newton(df, ddf, 5, le-6, 100) % cn = 3.3912; in = 6

V V.V VYV VYV YVYVVYV

Most minddssze 6 iteracidébdl eljutottunk a megoldashoz, latszik, hogy ez a modszer
sokkal gyorsabban konvergal, amennyiben konvergal. Prébaljuk meg valtoztatni a
kezdbértéket, adjuk meg az intervallum masik végpontjat a 0-t is, majd egy jobb
kozelitésként a 4-et, és probaljunk ki egy tavolabbi értéket is, mondjuk a 10-et! Mit
kapunk eredményul?

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

subs - szimbolikus valtozoba konkrét értékek behelyettesitése

Egy/tébbvaltozos fliggvény minimanak megkeresése Nelder-
Mead szimplex modszert alkalmazva

Feltétel nélkuli szélsBérték keresés kvazi-Newton
minimalizalast alkalmazva.

fminsearch -

fminunc -
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14. NUMERIKUS INTEGRALAS

A numerikus integraldas egy kozelité integralasi modszert jelent, melynek
alkalmazasaval a hatarozott integralok kozelit6 értékét adjuk meg. Integralasra nagyon

sok terllet van szikség, legyen sz6 ivhossz szamitasrél (L = f:,/l + (f'(x))?%dx),
terllet, térfogat szamitasrol vagy differencial egyenletek megoldasarol.

NUMERIKUS INTEGRALAS TRAPEZ SZABALYT ALKALMAZVA

Az egyik legismertebb mddszer a trapéz-szabaly alkalmazasa, ahol a két szomszédos
pontot 0sszekodtd egyenes alatti trapéz teruletével kozelitjlk az adott szakaszra az
integralt. Ezt hasznalhatjuk diszkrét pontok esetében is és analitikusan megadott
fuggvények esetében is, amikor nem tudjuk meghatarozni szimbolikusan az integralt.
Ez utébbi esetben felveszink n pontot az integraland6 fuggvény szakaszon, n-1
szakaszra osztva a tartomanyt, és ezekre a pontokra alkalmazzuk a trapéz szabalyt.

Egyetlen intervallum esetén:

_f@+fb)

b
j f(x)dx~T(b—a)

Tobb intervallumnal 6sszegezni kell a trapézok teruletét. N = n — 1 részintervallum
esetén:

b 1 N
fa f(x)dx ~o Z(f(xi) + f(xi41)) (ig1 — %)

A fenti képletben nem sziikséges, hogy az A f(%1)
egyes részintervallumok azonos f(x) 7
hosszusaguak legyenek, ha azonban az /
intervallumok hossza megegyezik (x, — x;) = ?%/\/
(t3—xy) ==, —%,4) =h ,  akkor /\ \
egyszerilsiteni lehet a képletet: /\/§
b N \/\
J f(x)dx %g Z(f(xi) + f(xit1)) &%k
“ =1 a _h_ Xi X1 b

Nézzik meg a fentieket egy példan keresztil!

A Fold strlsége (p) a sugaraval (R) egyutt valtozik, megkdzelitbéen az alabbiak szerint:

S[Er%‘i" 0 800 | 1200 | 1400 | 2000 | 3000 | 3400 | 3600 | 4000 | 5000 | 5500 | 6370
Strlség | 13000 | 12900 | 12700 | 12000 | 11650 | 10600 | 9900 | 5500 | 5300 | 4750 | 4500 | 3300
[kg/m?]

Hatarozza meg a Fold tdmegét az alabbi integral alapjan (a szamitasoknal figyeljunk
a mértékegysegekre)!
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6370
MFﬁld = f p4TL'R2dT'
0

A sliriségadatokat beolvashatjuk a 'fold_surusege.txt' fajlbdl, vagy beirhatjuk kézzel
is.

> % Fold tomege 130004——r .

> clc; close all; clear all; e %

> adat = Toad('fold_surusege.txt') - e

> R = adat(:,1)*1000 10000} \\\T
> ro = adat(:,2) 5000 |
> figure(1); plot(rR,ro, 'm*-") sow0} '

7000 -

Szamitsuk ki az integralando fuggveény értékeit |
a megadott sugar értékekhez! o

> fXx = 4*%pi*ro.*R.A2 400y e
A megoldashoz hasznaljuk most a Matlab -
beépitett trapz fuggvényét, ami diszkrét pontok alapjan kozeliti a hatarozott integral
ertékét trapéz szabalyt alkalmazva. A pontoknak nem kell egyenletesen
elhelyezkedniuk.

> M = trapz(R,fx) % 6.0261le+24 kg

Vagyis a Fold tomegére 6.0261 - 10%* kilogrammot kaptunk. Ez nagysagrendileg
stimmel, a jelenleg elfogadott becslés a Fold tomegére (5.9722 + 0.0006) - 102* kg.

NUMERIKUS INTEGRALAS SIMPSON-SZABALLYAL

A trapéz szabaly egyenesekkel kdzeliti a szomszédos pontok kdzott a fliggveényt.
Pontosabb eredményt lehet elérni konnyen integralhatd, magasabb rendid fuggveny
kozelités alkalmazasaval. A legismertebb ilyen modszerek a Simpson-formulak,
amelyek masod vagy harmadfoku polinomokkal kozelitik a fuggvény szakaszokat
(Simpson's 1/3 method, Simpson's 3/8 method). A masodfoku Simpson-formula
esetében 3 szomszédos pontra lehet illeszteni egy parabolat. Ezt megtehetjuk a
Newton-féle interpolaciés polinomot felirva 3 pontra:

p(x) = ay + ax(x — x1) + az(x — x1)(x — x3)

Ahol az egyutthatok a kdvetkez6k:
V3—Y2 Y2—V1
Y2—W1 _X3—T Xy XX

; Az =
Xy —Xq X3 —Xq

a; =Y, a; =

Egyenld (h) intervallumok esetén:
Ya= V1. o _ Y3—2y:+ )
hot R 2 h?
Visszahelyettesitve az egyutthatokat a polinomba, levezethetd a kdvetkezd képlet 3
pontra:

a1 =Y, =

X3 X3 h
| reodx = | pGadx =3 (0w + 476 + FG)

X1
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Altalanositva:

Xit+1 h
| T red 23 (FG) + 4760+ FGia))

Xi-1
Legyen n pontunk egyenletesen felvéve, , f(Xis1)
egymastol h tavolsagra az [a,b] intervallumon, A _ (xi)

ekkor x;, =a, x,=b. Az n pont N=n-1
szakaszra osztja az intervallumot. A Simpson
szabalyhoz 3 pont szikséges a parabola
illesztéshez, mindig két egymast kovetd
szakaszra szamolhatjuk csak az integralt, ezért
mindig  paros szamu  szakaszra  kell
felbontanunk a fuggvényt a  mobdszer
alkalmazasahoz:

e
P

e
e

o

X3 X5 Xn=b

lfbf(x)dx = f(x)dx-+lf

X3

f(x)dx + f

X1=a Xn-1=XN

A harom pontra kapott egyenletet felhasznalva, n pontra a kovetkezé képletet kapjuk:

b 3 n-1 n-2
ja fedx =z [f@+4 ) fed+2 Y fOg)+f(b)

i=2,4,6... j=3,5,7...

Szamoljuk ki a Fold tdmegét a Simpson szabalyt alkalmazva is! Matlab-ban ezt a quad
paranccsal tehetjik meg. A quad parancshoz azonban nem diszkrét pontokat, hanem
egy fuggvényt kell megadnunk. Ehhez illesszunk a siriiség adatokra egy spline gorbét!
Ugyanezt a példat néztuk az interpolacio témakorénél is, ott lattuk, hogy a gorbében
lévé jelentds torések miatt a kdbds masodrendl spline illesztés (spline parancs) nagy
oszcillaciot eredményez, ezért most hasznaljunk a kobos elsérendl interpolaciot
(interpl parancs 'pchip' modszere).

% kOobos Hermite interpolacid

ro_cubic = @(x) interpl(R,ro,x, "'pchip")

figure(1l); hold on;

g = fplot(ro_cubic, [0 6370000]);

set(g, 'color', 'k','Linestyle','-.",'Linewidth',1);

Tegend('Eredeti adatok','kobds Hermite interpolacio')

V V. V V V V

interp, (R,ro x, ‘cubic’)

14000 . :
—4#— Eredeti adatok
‘“‘Nﬂ\b —-—-kithés Hermite interpolaci
12000 - \"\§ A
T,
St
10000F \*} -
8000 4
6000 1
\,,,\*\\
4000+ R
\\s
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Végezzuk el az integralast a Matlab Simpson-szabalyt alkalmaz6 quad parancsaval
is! Ehhez adjuk meg az integraland6 mennyiséget a sugar fliggvényeként,
felhasznalva az el6bb illesztett gorbét! Majd szamitsuk ki az integralt!

> fx_cubic = @(R) 4*pi*ro_cubic(R).*R.A2

> M2 = quad(fx_cubic,0,6370000) % 5.9658e+24 kg

A Fold tomegére most 5.9658 - 102* kilogrammot kaptunk. Ez joval kdzelebb all az
elfogadott becsléshez, mint a trapéz szaballyal kapott érték.

Megjegyzés: A quad parancs hasznalatat mar nem javasoljak a Matlab-on belul,
késbbbi verzibkban mar nem is lesz benne, hanem helyette az integral nev(i parancs
hasznalatat ajanljak, ami komplexebb esetekben is jol mikodik. Ez mar nem a
hagyomanyosnak tekinthetd Simpson szabalyt, hanem adaptiv kvadraturat alkalmaz
az integral kiszamitasara. A meghivasa megegyezik a quad parancséval. Most ebben
az esetben mégis a Simpson-mddszerrel kiszamolt integral értéke all kdzelebb a
ténylegeshez.

> M3 = integral(fx_cubic,0,6370000) % 6.0541le+24

Kiegészités: Mind a numerikus derivalas, mind a numerikus integralas pontositasara
hasznalhaté a Richardson-féle extrapolacié. Ezzel a mddszerrel a csonkitasi hibat
tudjuk csokkenteni, ugy, hogy két pontatlanabb kozelitést kombinalva egy
nagysagrenddel pontosabb kozelitést allithatunk el6. Ennek a részleteivel most id6
hianyaban nem foglalkozunk.

TOBBDIMENZIOS INTEGRALOK SZAMITASA SZABALYOS TARTOMANYON

Két és harom dimenzids integralok szamitasa is egy gyakran felmerulé feladat, ilyen
példaul a terllet, térfogat szamitas is. Egy két dimenzids hatarozott integral az alabbi
alakba irhato:

Y2 X2

1= | [ raaxay
Y1 X1

Az integralas ilyenkor két Iépésre bonthatd, egy belsdé és egy kulsé integralasra.
Felirhatjuk el6szor a kilsé integralt valamelyik korabbi médszerrel (trapéz, Simpson
szabaly), ahol minden egyes tag egy belsé integralt fog tartalmazni, amiket szintén
numerikusan szamolhatunk. igy az egyvaltozés numerikus integralast lehet
altalanositani tobb dimenzidra, szabalyos (téglalap, téglatest) tartomany esetén.

Matlab-ban szabalyos tartomany esetén egy flggvény kettés integraljanak
kiszamitasara hasznalhatjuk az integral2 parancsot, 3 dimenziés esetben pedig az
integral3 parancsot.

> g = integral2 (fun,xmin,xmax, ymin, ymax)
> q
Az el6bbire néztunk is mar egy példat a 2D interpolacié témakorében, egy szabalyos

racshaléban megadott terep térfogatanak szamitasanal. Egészen mas megkozelitést
kell alkalmaznunk azonban, ha az integralasi tartomany szabalytalan alaku.

integral3 (fun, xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax)
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TOBBDIMENZIOS INTEGRALOK SZAMITASA SZABALYTALAN TARTOMANYON

Szabalytalan tartomanyon az integralashoz hasznalhatjuk a Monte-Carlo médszert.
Ez egy sztochasztikus algoritmus, ami véletlen szamokat hasznal. A hagyomanyos
integralasi mdédszerek altalaban egy szabalyos racson értékelik ki az integrandust, mig
ebben az esetben véletlen pontokban torténik a fuggveény kiértékelés. Ezt a modszert
a legkdnnyebben terulet, térfogat szamitason lehet bemutatni, de a moddszer
altalanosithaté mas esetekre is.

TERULET SZAMITAS MONTE-CARLO MODSZERREL

Meghataroztuk egy vizgyUjtd tertlet hataranak a pontjait, szamitsuk ki a vizgyajté
terlletét! Ehhez el6szor toltsik be a 'vizgyujto.txt' allomanyt, jelenitsik meg, a
torzulasok elkerulése veégett azonos léptékkel az x és y tengelyen a hatarpontokat!

clc; clear all; close all;
adat = load('vizgyujto.txt');
x = adat(:,1); y = adat(:,2); ey
figure(1l); hold on; 10000 |
plot(x,y, 'r-", 'Linewidth',2)
axis equal

V V VYV VYV

8000

Ha a terlletet Monte-Carlo moddszerrel =y
szeretnénk meghatarozni, akkor az az som
alapelv, hogy meghatarozzuk a terulet
befoglalé téglalapjat és generalunk ezen a
tartomanyon N véletlen pontot egyenletes
eloszlasban. Ezutan megszamoljuk, hogy
hany pont esik az adott tertletre (n) és meghatarozzuk azt az aranyszamot (p), hogy
a belll 1évé pontok hogy viszonyulnak az dsszes ponthoz. Kell6en sok pont felvétele
esetén ez az arany kozelitéleg a keresett terllet és a befoglald terllet aranyat adja:

n

P=N

Ha ismerjuk a befoglalo téglalap terlletét: T = a- b, akkor a keresett szabalytalan
tartomany (jelen esetben vizgy(jtd) tertlete Ty szamithato:

n
T, = fG)dT ~p T == (a-b)

Oldjuk meg ezt Matlab-ban! El6szor rajzoljuk meg a |
befoglalé téglalapot a tertletliink kéré (rectangle)!

2000

L L s L 1 i 1 n 1
-4000  -2000 0 2000 4000 BOOD 8000 10000 12000

8000 (-
> a max(x)-min(x) % 6.6698e+03 sl
> b = max(y)-min(y) % 1.3169e+04

> rectangle('Position',[min(x),minCy),a,b])

4000

2000

Generaljunk véletlen pontokat két dimenzidban! Ehhez
tdbb parancsot is hasznalhatunk, az egyik a pszeudo 4% Fo 0 mO A0 wm w0 w0 1w
véletlen szamokat létrehoz6 rand parancs, a masik a

Halton pontok (haltonset), amelyek a van der Corput sorozatokon alapulnak.
Generaljunk velik 1000 pontot. Mindkett6 a [0,1] tartomanyon dolgozik.

> % Pszeudo-véletlen pontok eldallitdsa
> xyr = rand(1000,2);
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figure(2);
plot(xyr(:,1),xyr(:,2),"'r.")
title('Pszeudo-véletlen pontok')

% Halton pontok eldéallitdasa
hs
xyh = net(hs,1000);
figure(3);
plot(xyh(:,1),xyh(:,2),"'r.")
title('Halton pontok')

VVVVYVVVYVVYV

Pszeudo-véletlen pontok

AEERS 7 ey
b
08r
07
06l .
o
05
0.4},
b
0.3F+
b
02p

01

08y,

08

07

06

osf

0.4

03

02F

0.1

haltonset(2); % 2 dimenzids Halton sorozat generalasa

Halton pontok

0
02 03

04 05 06 07

A fenti abrak kozul az els6é a pszeudo véletlen pontokat, a jobb oldali a Halton pontokat
mutatja. Latszddik, hogy ez utdbbi egyenletesebb eloszlasu, igy hasznaljuk ezt a

szamitasainkhoz!

Mivel a [0,1]x[0,1] tartomanyon vannak a
pontjaink, transzformaljuk at O&ket a
meghatarozott befoglalé téglalap teruletére!
Ehhez szorozzuk meg az oldalakat a
megfelel6 téglalap oldalhosszaval és toljuk el
a kezddpontba!

% Halton pontok attranszformalasa
a tartomdnyba, ahol dolgozunk

xh = xyh(:,D*a + min(x);
vh = xyh(:,2)*b + min(y);
figure(l);
plot(xh,yh,'b.")

>

vV V V V
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A Monte-Carlo modszer alkalmazasahoz meg kell szamoljuk, hogy hany pont van a
tartomanyon belll. Ehhez a Matlab inpolygon parancsat hasznalhatjuk, ami egy
vektort ad vissza a belul Iévé pontoknal egyesekkel, a tobbi pont indexénél nullakkal.
A nem nulla elemeket megszamolhatjuk az nnz paranccsal (number of nonzero matrix

elements).

k = inpolygon(xh,yh,x,y);
plot(xh(k),yh(k), ' 'r*")

n
N
T
t
format Tlong

VV V V VYV VYV
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% Terulet szamitas Monte-Carlo médszerrel

nnz(k) % belil 1évé pontok szama: 280
Tength(xh) % 0sszes pont szama: 1000
a*b % teljes terilet: 87824061 mA2
n/N*T % belul T1év6 teriilet: 2.4591e+07
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> t % 2.459073708000000e+07 = 24590737.08 mA2

Ellenérzésképp kiszamithatjuk a tertletet a geodéziaban is hasznalt, koordinatakra
(yi+1+yi)(xi+1_xi)) |
. !

felirhato trapézokra bontas médszerével is (T = ),

> % Ellenbrzés: teriiletszamitas koordinatak alapjan (trapéz moédszer)
> x1 = x([2:end,1]); % eggyel balra tolt koordinatak

> yl = y([2:end,1]); % eggyel balra tolt koordinatak

> Tp = sum((yl+y) . *(x1-x)/2) % 24591531 mA2

Vagy hasznalhat6 ugyanerre a Matlab beépitett trapz parancsa is, ekkor az utolsé pont
koordinataja utan oda kell irjuk az elsé pont koordinatait:

[x; x(D]; y1 = [y; y(DI;
trapz(x1l,yl) % 24591531

> x1
> Tp

A két mddszer hasonlé eredményt adott, a Monte-Carlo médszer tovabb pontosithato
tobb pont felvételével. Egy szabalytalan idom terlletének kiszamolasara sokféle
modszer all rendelkezésunkre, a Monte-Carlo médszer elénye abban nyilvanul meg,
hogy altalanosithaté mas esetekre is. Példaul ezzel a modszerrel kiszamolhatjuk, hogy
mennyi csapadék hullott a vizgyijté teruletére, amennyiben ismerjuk a csapadék
eloszlasat, példaul néhany helyen csapadékmeéreés tortént!

MONTE-CARLO MODSZER ALTALANOSITASA

Fogalmazzuk meg a Monte-Carlo modszert

altalanosan! Legyen f(x) értelmezve egy x €V, Vi

tartomanyon és keressuk a fliggvény hatarozott

integraljat a tartomany egy Vy résztartomanyan V; c

Vr. a keresett integral: fVRf(x)dV. \ ’

A flggvény atlagértékét a keresett tartomanyon
kiszamithatjuk az alabbi médon integralassal:

\-

fv= = flx)av

Ve Jyp

Vagy felvehetlink a tartomanyon n pontot és kiszamolhatjuk ezekben a pontokban a
fuggvény értékek atlagat, ami sok pont felvétele esetén kdzelitbleg megegyezik az
integralassal kiszamolt értékkel:

n
_ 1
fomy DG
i=1
ahol x; € V, és n a tartomanyba es6 pontok szama.

Az atlagra kapott kifejezéseket egyenlévé téve kifejezhetjik az integralt:

| peod =2 D)

A Vi tartomany kozelitését megkaphatjuk, a teruletszamitasnal is hasznalt modon.
Amennyiben a véletlenszeriien felvett pontok egyenletes eloszlast kdvetnek, akkor
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kell6en sok pont esetén a tartomanyon belul Iévd pontok szama ugy aranylik az 6sszes

ponthoz, mint a V; rész tartomany nagysaga a teljes V. tartomanyhoz:
VR _ n . VT 'n

= Ve =
v, N _ 'RTTN

ahol n a tartomanyba es6, N pedig az 6sszes pont szama. Az integral kdzelitése tehat:

VT 'n n n
V.
JyfGoav ~ 2 Zlf(xo - Zf(xi)

Vagyis az integral szamithatd a tartomanyon belll I[évé pontokban kiszamolt
fuggvényértékek osszegének és a (teljes tartomany nagysaga/az Osszes pont)
hanyadosanak szorzataval. A V;/N tulajdonképpen az egy pontra juté tertlet/térfogat
nagysagat adja meg.

LEHULLOTT CSAPADEKMENNYISEG SZAMITAS MONTE-CARLO MODSZERREL

A megadott vizgy(jt6 terleten csapadékmeérd allomasokat helyeztek el és megmeérték
a lehullott csapadék mennyiségét egy nagy vihar alatt, az allomasokon 5-12 mm esdét
mértek helytdl figgben. Kérdés, hogy dsszesen mennyi csapadék hullott a vizgy(ijté
terllet egészére?

A csapadékméré allomasokon mért csapadékmennyiségeket kozelitették a kovetkezd
masodfoku polinommal:

flx,y) =0.005+6-10"7x+3-1077y—10"10%2 —2-10" 1 xy + 2- 10711 y?2

A fenti fuggvényt kellene integralni a vizgy(jté teriletére. Oldjuk meg a feladatot
Monte-Carlo médszerrel!

Adjuk meg a fenti fuggveényt! Beirhatjuk kézzel is, vagy betdlthetjik a csap.mat
allomanybol!

Toad csap.mat

csap % @(x,y)5e-3+6e-07.*x+3e-07.*y-1le-10%x.A2-2e-11.*x.*y+2e-11%y.A2
figure(4)

h=ezcontour(csap, [min(x) max(x) min(y) max(y)])

vV V. V V
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> set(h, ' 'show','on"); hold on
> plot(x,y); axis equal;

5e-3+6e-07 x+3e-07 y-1e-10 x2-2e-11 x y+2e-11 y?

/ A
Miutan 1000 véletlen pontot mar felvettlink a 0,0;'2 o
.. , . iy 12000 [/
terlleten, hasznalhatjuk itt is ezeket a pontokat. T o »
Az 0Osszes csapadékot megkapjuk, ha o RN 0‘0{ oS
kiszamoljuk a teruleten belul lévé pontokban az 0.0t X
atlagos csapadék mennyiséget, és ezt utana - BUL VAR
megszorozzuk a terulettel (mivel ezt mar az % R TR
elé6bb meghataroztuk). 6000 2003 oX S
| v
> xb = xh(K); o Ik
> yb = yh(k); 000000, > \/ %
> n = length(xb) % 280 f] §9
> N = length(xh) % 1000 —_— 4%/
> % Az atlagos csapadék a terileten \ 9% I/
> ¢s = 1/n*sum(csap(xb,yb)) % 0.006

0.008612820224953 m 2000 4000 6000
% Az 0sszes lehullott csapadék: X

> CS = cs*t % 2.117955976691141e+05

\%

Vagy hasznalhatjuk az altalanositott Monte-Carlo képletet, ez esetben nem Kkell
kiszamolni a szabalytalan tartomany teriletét, elég csak a befoglalé téglalap tertlete
és a felvett pontok szama, illetve a tartomanyon belll lévé pontokban a
figgvényértékek 6sszege.

> % Az altalanos Monte-Carlo modszert hasznalva,

> % ha a terlletet nem szamoljuk ki kiil6n
> (€S2 = T/N*sum(csap(xb,yb)) % 2.117955976691141e+05

Amennyiben nem szabalytalan, hanem szabalyos teruleten kell elvégezni az
integralast, ha példaul a befoglalé téglalapon lehullott csapadék mennyiségére
vagyunk kivancsiak, akkor hasznalhatjuk az integral2 parancsot. Az integral2
parancshoz egy fuggvényt és a 2D tartomany hatarait kell megadjuk.

> % A befoglaldé téglalapon leesett csapadék mennyisége
> CS_teglalap = integral2(csap,min(x),max(x),min(Cy),max(y))
> % 7.197677742886153e+05

GYAKORLO FELADAT NUMERIKUS DERIVALASHOZ, INTEGRALASHOQZ19

Adott egy q [N/m] fajlagos sulyu szabadvezeték, amelyet két egymastél b tavolsagra
Iévé h magassagu oszlophoz rogzitlink ugy, hogy a feszitéerd vizszintes komponense
H. A kabel alakjat az alabbi koszinusz - hiperbolikus fluggvény irja le:

_H q q b
f(x,H,q,b,h) _3 (cosh(ﬁ x)—cosh(ﬁ §>>+h

Hatarozzuk meg a kabel hosszat, ha
H =1000 N, g =2 N/m, b =200m, h = 40m.

19 Otthoni atnézésre!

169



15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

Oldjuk meg a feladatot numerikusan és ellenérizzik a hibajat szimbolikus szamitassal!

Hfy (cosh(g/H x)-coshig/H bi2))+h

-100 -80 60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Egy f(x) fuggvény ivhosszat [a, b] intervallumon az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

b
s = f 1+ (f'(x))?dx

Oldjuk meg a kdvetkez6 feladatokat:

1.
2.

o s

Allitsuk el6 a pontos megoldast szimbolikusan a késébbi ellenérzéshez!
A derivalt fliggvényt kozelitsik a masodrendl hibaju, 0(h?) differencia
modszerrel!

F(x+A4)— F(x —A)

dF (x,A) = > A

irjuk fel a derivalt fliggvény kozelitését A lépéskdz fliggvényeként! Hasonlitsuk
0ssze a pontos megoldassal grafikusan A= 5 és A= 10 esetén!

Szamitsuk ki az ivhosszat a trapézszaballyal A= 5 és A= 10 esetén!

Végezzik el az integralast a negyedrend( hibaju Simpson szabaly alapjan is!
Abrazoljuk a hibakat grafikusan oszlopdiagram segitségével!

%% Ivhossz szamitas
% ivhossz: S=int(sqrt(1+dfA2),a,b))

clear all; format short; clc; close all;

H=1000; % Feszitberd vizszintes komponense [N]
q=2; 6 Szabadvezeték fajlagos sulya [N/m]
b=200; % Két oszlop kozotti tavolsag [m]
h=40; % 0szlop magassaga [m]

R

f=@(x) H/g*(cosh(q/H*x)-cosh(q/H*b/2))+h;
% A kabel alakjat leiro fliggvény

figure(l); clf;
fplot(f, [-100,100])

VVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

170



VV V VYV VVYVVYVYVVYV

VVVVVVVYVVYVVYV

vV V. V V

15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

Hfy {cosh(g/H x)-cosh{g/H b/2))+h

T T T T T T T T T

40

38

36

34

32

30

1 1 1 1 1 1 1 L 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
X

% A pontos megoldds - szimbolikusan

syms x;

fs = H/q*(cosh(gq/H*x)-cosh(q/H*b/2))+h
diff(fs,x)

% ans = sinh(x/500)

fsint = sqrt(l+sinh(x/500)A2)

ihsym = int(fsint,x,-100,100)

% ihsym = 500*%exp(1/5) - 500/exp(1/5)
ihsym=doubTe (ihsym)
% ihsym = 201.3360

% Numerikus megoldas

% A derivaltfiggvényt a masodrendd hibaju o(hA2) differencia
médszerrel kozelditjuk

df=0(x,d) (F(x+d)-f(x-d))/(2*d); % numerikus kozelités
dfs=@(x) sinh(x/500); % a pontos megoldas szimbolikus szamitdshol

% deTta=5 és delta=10 esetén a derivaltak kozelitésének hibaja
d5=@(x) dfs(x)-df(x,5);
d10=@(x) dfs(x)-df(x,10);

% a hibaflggvények abrazolasa
figure(2);clf;

fplot(d5, [-100,100]1);

hold on

fplot(d10, [-100,100]);

w107 dfs(x)-df(,10)

%% Integralds - ivhossz: S=int(sqrt(1+dfA2),a,b))
% A pontos érték: 201.3360

% Integralds a trapéz szabaly alapjan (masodrendd hibaval) -
trapz(x,y)
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> % X,y vektorok (6sszetartozdé értékek)
> x=-100:10:100; % delta=10
>  ylO0=sqrt(1+df(x,10).A2);
> ihtrlO=trapz(x,yl0)
> % ihtrl0 = 201.3429
>
> =-100:5:100; % delta=5
> y5=sqrt(1+df(x,5).A2);
> ihtr5=trapz(x,y5)
> % ihtr5 = 201.3377
>
> % Integralas Simpson szabaly alapjan (negyedrendd hibaval) -
quad(fun,a,b)
> % fun-filggvény, a,b-integralasi hatdrok
> i10=@(x) sqrt(1+df(x,10).A2); % integralandd fliggvény
> ihSimp=quad(i10,-100,100)
> % ihSimp = 201.3362
>
> % Hibak
> etrlO=ihsym-ihtrl0 % etrl0 = -0.0069, Trapézszabaly hibaja, delta=10
> etr5=ihsym-ihtr5 % etr5 = -0.0017, Trapézszabaly hibaja, delta=5
> eSimp=ihsym-ihSimp % eSimp = -1.7709e-004, Simpson médszer hibaja
> figure(3)
> bar([etrl0 etr5 eSimp]l)
> names = {'trapezl0'; 'trapez5'; 'Simpson' };
> set(gca, 'XTickLabel', names)
0 %1073
2+ -
4 - -
6+ —
-8 L L |
trapez10 trapez5 Simpson
A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK
trapz(x,y) - Numerikus integralas diszkrét pontok alapjan trapéz szaballyal
guad(fun,a,b) - Flggvény numerikus integralasa Simpson-szaballyal
integral(fun,a,b) - Flggvény numerikus integralasa adaptiv kvadraturaval
. Kettds integral szamitdsa numerikusan, szabalyos téglalap
integral2 - .
tartomanyon
. Harmas integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglatest
integral3 - .
tartomanyon
rectangle - Téglalap rajzolas
haltonset(n) - n dimenzids Halton sorozat el6allitasa
net(hset,n) - n pont kivalasztasa a Halton sorozatbdl
inpolygon - egy zart poligonon belul lévé pontok meghatarozasa
nnz - nem nulla elemek szama
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15. DIFFERENCIALEGYENLETEK - KEZDETI ERTEK PROBLEMA

A differencialegyenlet egy olyan egyenlet, amely az ismeretlen fliggvény derivaltjait is
tartalmazza. A megoldas itt nem egy konkrét érték lesz, hanem egy olyan fuggvény,
amely kielégiti a differencialegyenlet rendszert. Kézdnséges differencialegyenlet
esetén ez egy egyvaltozos fuggveny.

Az egyértelmi megoldas érdekében meg kell adni egy (vagy tobb) pontot, amelyen a
megoldasfiggvény athalad. Nézzink egy egyszerl példat, adott a kovetkezd

differencialegyenlet: Z—i’z y + x, keressik azt a fuggvényt, amelyik kielégiti ezt a

feltételt. A lenti abra bal oldalan abrazolt 6sszes fliggvény kielégiti ezt a feltételt. Ez a
differencialegyenlet trajektoria vagy iranymezéje (phase portrait). Ha azonban azt a
megoldast keressuk, ami athalad az x = —0.8,y = 0.2 ponton, akkor mar egyetlen
flggvény lesz a megoldasunk (jobb oldali abran pirossal jeldlve).

X
AR 1\
R YO
\\\\Qu\\\\\\l \> \\\\\

-0.5 0 05 1 - - £ 1 15

Kezdeti érték probléma esetén ismerjuk a fuggvény és derivaltja(i) értékét a
kezdbpontban, ezek alapjan probaljuk meghatarozni a fluggvényt. Peremérték
feladatok esetében legalabb az egyik érték (a fliggvény és derivaltjainak értékei kdzul)
nem a kezdépontban, hanem a végpontban adott. Ez azzal bonyolitja a feladatot, hogy
meg kell hataroznunk azt a kezdeti értéket is, ahonnan elindulva a végpontban
megadott eértéket kapjuk.

Linearis differencialegyenletben a keresett flUggvénynek vagy derivaltjanak csak a
linearis kifejezése szerepel. Példaul:

d
e* % + a-x? + x* -y = 0 — linedris differencidlegyenlet

Z—i} +a-x+y+b-y? =0 — nemlinearis differencidlegyenlet

Az egyenlet n-ed rendi, ha abban az ismeretlen fliggvény legmagasabb derivaltja az
n-edik derivalt. A megoldasfiggvény meghatarozasa sokszor - kildnésen nemlinearis
esetben - csak numerikusan lehetséges. Ebben az esetben a fuggvényt nem
analitikusan kapjuk meg, hanem diszkrét pontokban a flggvény értékeket, numerikus
integralassal. A cél olyan numerikus eljarasok alkalmazasa, amelyek el6irt lokalis hiba
mellett minél kevesebb Iépéssel, pontosabb fluggvénykiértékeléssel képesek
meghatarozni a megoldasfliggvény pontjait.
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ELSORENDU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET-
KEZDETIERTEK PROBLEMA

Elsérend differencialegyenlet altalanos alakja (legyen t a fliggetlen valtozo):

Y

Egyvaltozos esetben egy fuggetlen valtozénk van, ez most ¢, és egy fugg6 valtozo, ezt
most y -nal jeloltuk. f(t,y) fuggvény irja le az elsé derivaltat. Amennyiben a
differencialegyenlet bal oldalan nem csak az elsé derivalt szerepel, akkor a megoldas
el6tt at kell rendezni az egyenletet a fenti alakra. Kezdeti érték probléma esetén kezdeti
feltételként ismert, hogy a megoldas athalad a (t,, y,) ponton:

y(to) = Yo

EULER-MODSZER

Szeretnénk meghatarozni egy altalunk felvett intervallumban, adott |épéskdzonkeént (h)
az eredeti fliggvény értékeit. Tekintslk allandonak egy adott h szakaszon a figgvény
meredekségét (m). Ha ismerjik a flggvény értékét a szakasz kezd6pontjaban és a
meredekség értekét, akkor a szakasz végén a fuggvény értékeét kozelithetjik az ismert
kezddponton athaladéo m meredekségi egyenessel.

Az Euler-modszer esetén feltételezzik, hogy m = f(t,y) értéke allandé az integralasi
részintervallumokban (h =t;;; —t;) és értéke az intervallum elején kiszamolhato
ertékkel egyezik meg.

tit1
yi+1=yi+ f(tly)'dtzyi+f(ti'yi)'h=yi+mi'h
ti
ti+1 = ti +h
ahol m a szakasz kezd6pontjaban kiszamolt, az adott szakaszon allandénak tekintett
meredekség. A modszer lokdlis hibaja O(h?), globalis hibaja pedig O(h), azaz a
modszer elsérendi.

YA YA

Egzakt megoldas

® Egzakt megoldas
© Numerikus megoldas

Numerikus megoldas

LA Prraes } \Meredekség: f(t,vi)
T t > - ' Tt
i h i+1 h

A\

Nézzuk meg, hogyan oldhatjuk meg az Euler-modszert Matlab-ban (euler.m)!

> function [t,y] = euler (f, y0, a, b, h)
> n = round((b - a)/h);

> t(1) = a;

> y(1) = y0;

> fori=11:n

> yG + 1 = y@) + h*=f(t), y@d);
> ti + 1) = t(i) + h;
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> end

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA EULER-MODSZERREL

Nézzunk egy példat ra! Egy viztorony R=10 m sugaru gomb alaku tartalyan alul, h=0
magassagban elhelyezkedd r=5 cm sugaru nyilason keresztul elkezdik leengedni a
benne tarolt (kb. 4000 m3) vizet. A leengedés kezdetekor (t = 0) a vizszint magassaga
a tartalyban 17.44 m. A nyilas kifolyasi tényezdje u = 0.85.

a) Mekkora lesz a vizszint a tartalyban 12 6éra mulva?
b) Mennyi id6 alatt Grul ki a tartaly?

A viztorony pillanatnyi vizszintjét (a tartaly aljatél mérve) a kovetkezé elsérendi
kozonséges differencialegyenlettel irhatjuk le:

(th)—dh— uré\2gh
& ~dt  2hR-h?

m
aholR =10m,r =0.05m,g = 9.815—2,;1 = 0.85.

Oldjuk meqg az a) feladatot, hogy mekkora lesz a vizszint 12 éra mulva!

Egy els6rendl differencialegyenletnél a megoldas els6é Iépése mindig az, hogy
kifejezzlk az elsé derivaltat a tobbi valtozé fuggvényében, ha eredetileg nem igy volt
megadva. Ez lesz az f fliggvényunk.

ijuk be a feladatot Matlab-ba és oldjuk meg Euler médszert hasznalva, 60
masodperces lépéskodzzel! El6fordulhat, hogy az els6 derivalt f fUiggvényében nem
szerepel a flggetlen valtozé (ami most t), de a megoldashoz a Matlab-ban a
differencialegyenlet fliggvényének megadasakor az ismeretlenek kézétt mindig meg
kell adni a fuggetlen valtozot is. Ez a helyzet most is, t csak a valtozok felsorolasanal
szerepel, a fuggvényben nem.

> R =10; r = 0.05; g = 9.81; mu = 0.85;
> % Derivalt filiggvény megaddsa
> f = @(t,h) -mu*rA2*sqrt(2*g*h)/(2*h*R-h.A2)
> %dhdt = @(t,h) -sqrt(2*g*h)/(alfa*h*(2*R-h));
> % Kezdeti feltétel, tartomany, 1épéskdz megaddsa
> h0 = 17.44; t0 = 0; tv = 12*3600 %

12 6ra = 43200 s Vizmagassag valtozasa a viztoronyban
> % lépéskoz 60 s it
> d = 60; 16 .‘\\
>
> % megoldas Euler-médszerrel b
> [T, H] = euler(f, hO, t0, tv, d); Eu
> figure(2) "%m
> plot(T,H); g
> xlabel('id6é [s]') S8
> ylabel('vizmagassag [m]"') .
> title('vizmagassdg valtozdasa a

viztoronyban') a

A H vektor utolsé eleme megadja, hogy mennyi e = = & =
volt a vizszint 12 éra elteltével: id6 [s]

> H(end) % 2.7712 m

175



15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

Az Euler mddszer elsérend(l, azaz O(h) hibaju médszer. Nézzik meg, tudunk-e ennél
pontosabb modszert hasznalni!

EULER MODSZER JAVITASAI
(HEUN-, KOZEPPONTI-, RUNGE-KUTTA-MODSZER)

Hasonldképp becsili a fliggvény értékeket az Euler, a Heun, a K6zépponti és a Runge-
Kutta mddszer is, a kuldnbség csupan a meredekség kiszamitasanak modjaban van.
Euler mdédszernél a l1épéskoz elején szamoljuk ki a derivalt értékét és ezt hasznaljuk
meredekségnek (Iasd a fenti abrak).

A Heun moédszernél a meredekség az intervallum elején (m;) és végén (m;,) szamolt
meredekségek atlaga. Ahhoz azonban, hogy a meredekséget az intervallum végén ki
tudjuk szamolni, ismerni kell az ottani fliggvény értéket is, mivel m;,; = f(tis1, Viz1)-
Ezért el6szor egy un. prediktor lépésként Euler modszerrel szamitjak a végpontbeli
kozelitd fuggveny értéket és ezt hasznaljak a meredekség meghatarozasahoz. A két
meredekség atlagat hasznalva szamithat6 a tényleges fliggvényérték a végpontban.

1) Prediktor 1épés (Euler modszer): yi(fi =y;+my-h=y;+ f(t,y:)"h,
2) Korrektor lépés: t;.q =t;+h, mq= f(ti+1,yi(fi
0
m. +m; tpy) 7+, Y 9)
yi+1=yi+( a l+1)-h=yi+f( vY;) f; i+1 Y1) )_h

A modszer lokalis hibaja O(h?) és globalis hibdja O(h?) azaz a médszer masodrenddi
hibaju, egy nagysagrenddel pontosabb, mint az Euler-modszer.

A kozépponti médszer esetén a felez6pontban szamoljuk ki a derivaltat, és ez lesz
az allandonak tekintett meredekség az egész intervallumra. Ehhez el6szor ki kell
szamolni az el6zetes fuggvényértéket a felez6pontban Euler modszerrel és utana
tudjuk szamolni ebben a pontban a meredekséget.
1) Felezdpont fuggvényértéke (Euler modszer): y A=y Em g
2

h

l. =y +f(tuy) 5
. o i _ h .

2) Meredekség a felez6pontban: ti% =t +3 mH% =f (tH%, yH%)

Flggvényérték a végpontban: y

i+1 =yi+mi+%'h

A madszer lokdlis hibaja O(h®) és globalis hibaja O(h?), azaz hasonldéan a Heun
modszerhez, ez is egy nagysagrenddel pontosabb, mint az Euler-méddszer.

YA
Egzakt megoldas
Numerikus
/ megoldas
o I 2 EMeredekség:
Yi : : ff(ti"‘ h/2,¥i41/2)

bz 2 b

Tovabb lehet pontositani az Euler-mdédszert, ha tobb pontban szamoljuk ki a derivaltat,
és ezek sulyozott atlaga lesz az allandénak tekintett meredekség. Ez a legelterjedtebb,
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negyedrendl hibaju Runge-Kutta médszer, amelynek globalis csonkitasi hibaja:
O(h%). Matlab-ban ezt valésitja meg a beépitett ode45 fiiggvény.

Yii1 =yl.+%-(m1 +2my+2my+my)-h
my = f(t;,y;) - meredekség a kezdépontban — A pont szamitasa ezzel
m,=f (tl- + g,yi +my g) - meredekség az A pontban — B pont szamitasa ezzel
ms=f (tl- + g,yi +m, g) - meredekség a B pontban — C pont szamitasa ezzel

my = f(t; + h,y; + m3 - h) - meredekség a C pontban

Y A Runge-Kutta médszer

my = f(t,¥i)

h h
, Ya=yitmy; = mp=f(ti+35,5,)

Meredeksegek: . .
my My Mz My (;:/’ Yp=Y;tmag o my=f(ti+t3yp)
yC:yi+m3'h _)m4:f(ti+h:yC)

1

yilooo . Yipr =Yy tg (my+2my +2mg+my)-h

» t

U2 hy2 tim

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA RUNGE-KUTTA-MODSZERREL

Oldjuk meg az elébbi viztornyos feladatot Runge-Kutta modszerrel is! Ehhez
hasznaljuk a Matlab beépitett ode45 parancsat!

Ennek legegyszer(ibb hivasa a kovetkezd:

> [TouT, YOUT]

ahol ODEFUN egy fuggvényhivatkozas y' = f(t,y) fuggvényre, TSPAN lehet a [To Tv]
intervallum megadasa, vagy megadott lépéskozokkel a kezdd és végpont kozotti
vektor, Yo pedig az y fliggvény kezdeti értéke.

ode45 (ODEFUN, TSPAN, YO)

Vizmagassag valtozasa a viztoronyban
18

> % Megoldas Runge-Kutta-modszerrel LIAN

> [T1, H1] = oded5(f, [0,43200], hO); " \

> Hl(end) % 2.7779 m B “

> % vagy 1épéskdz megadasaval g, =

> [T2, H2] = ode45(f, 0:60:43200, h0); ga ™

> H2(end) % 2.7713 m = 5
> hold on; ° =
>

plot(T1,H1, 'r") 4
plot(T2,H2, 'm") 2

>

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Ebben az esetben nincs lathatd kulonbség a moédszerek kozott, a véggF]edményber'iDis
csak par mm az eltérés a vizszintben. Erdekes megnézni, hogyan vette fel az

algoritmus a Iépéskozoket, abban az esetben, amikor csak kezdd és vegsé idépontot
adtunk meg:

> diff(TD
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> min(diff(Tl)) % 995.1333
> max(diff(T1)) % 1.1649e+03

Tehat a lépéskdz 995 és 1165 masodperc kozott valtozott. Sirlbb 1épéskdz
valasztasa altalaban pontositia az eredményt, viszont megnodveli a szamitas
id6szukségletét.

b) Szamitsuk ki, hogy a tartaly teljes kilriléséhez hany érara van szikséq!

Ehhez el6szor szamitsuk ki hosszabb idére a lefolyas alakulasat, mondjuk az el6bbi
43200 masodperc helyett 50000 masodpercre. Vigyazzunk, mivel negativ h esetén
komplex szamokat kapunk megoldasként! A megoldashoz illesszink spline gorbét a
pontjainkra és zérushely kereséssel hatarozzuk meg a kiurulés idépontjat!

0

> % Lépéskdz megadasaval L
> [T3, H3] = ode45(f, 0:60:50000, h0) 1
> plot(T3,H3, k") 14
> plot([0,50000],[0,01) =
> % képzetes rész elhagyasa g"
> H3 = real(H3); g°
> % spline illesztés ke
> sp =@(t) spline(T3,H3,t) ‘
> fplot(sp,[0,50000]) :
> % Hany é6ra milva lesz 0 a °
V'iZmagaSSég? 20 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
> x0 = fzero(sp,49000) % 4.9192e+04 s i, B ot
> x0 = x0/3600 % 13.6644 h 2 -

Hogyan alakul a kiurulés kulonbozé kezdeti
magassagok esetén? Rajzoljuk fel a trajektoria
vagy iranymezd6t, a maximalis 20 méteres kiindulo
vizszinttél egészen 1 méteres vizszintig!

vizmagasséag [m]

> % Trajektoria vagy iranymezé

> for i=20:-1:1

> [T, H] = ode45(f, [0,50000], i);

> plot(T,H,'b")

> end ; "
> axis([0 50000 0 201) '

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZER MEGOLDASA

Sok esetben egy adott folyamat tobb valtozoétdl is figg, amelyek egymast is
befolyasolhatjak. llyen esetekben nem egy differencidlegyenletet, hanem egy
differencialegyenlet rendszert kell megoldanunk. Legyenek a fliggé valtozéink

Vi, V2, -, Vo, @ flggetlen valtozénk pedig t . Altalanos esetben egy elsérendi
differencialegyenlet rendszer felirasa:

dy,
ar [, Y1, Y2, Y3 s Yn)

dy,
E = L&y, Y2, Y3 - Vn)
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dyn

Pk a6 Y1, Y2, Y3 s V)

A kezdeti értékek pedig az [a,b] tartomanyon:
yi(@) =Yy, y,(@) = Y5, -, yn(a) = Y,

Ezen egyenletrendszerek egy része megoldhatdé a korabban ismertetett explicit
modszerek altalanositasaval: t;.; = t; + h, Euler mdédszer esetében példaul:

Yiis1 = Vi +f1(t,y1,y2,y3 ""yn) “h

Ynis1 =y, + (Y Y Y5 y,) h

Hasonloképp altalanosithatoak az Euler modszer javitasai és a Runge-Kutta médszer
is. Nézzunk egy egyszeri kétvaltozos peéldat erre. A megoldast a [0, 1.2] tartomanyon
keressuk, h=0.4 |épéskdzonként.

dx t+y=0; 0=1
dt X y_ ) X )_
dy

E—yt—x—o, y(0) = 0.5

El6szor rendezzuk at az egyenleteket, hogy a baloldalon csak az elsé derivaltak
szerepeljenek:

dx

f1’='a;:= xt—y;

dy
f2 ac Y +Xx

Itt két egyenletunk van, f1 az egyik valtozo t szerinti els6 derivaltja, f> pedig a masik
valtozé elsé derivaltja. Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett Runge-Kutta
modszerével! A megadott x,y valtozdk helyett vektorvaltozot szukséges hasznalni a
Matlab beépitett fUggvényeinek a hivasakor, legyen pl.

v=|[x;y],tehatv, = x,v, =y

Amennyiben nem tul bonyolult az egyenletrendszerink, akkor megadhatjuk az
egyenletrendszert egysoros fliggvényként a kdvetkezdképp:

> fl = @(t,v) v(D)*t-v(2)
> f2 = @(t,v) v(@)*t+v(l) 2 =
> F = @(t,v) [f1(t,v); f2(t,v)] =

A megoldashoz meg kell adni még a
kezdbértékeket, értelmezési tartomanyt,

lépéskozt is. 1 .
> t =0:0.4:1.2 05
> x0 =1; yO = 0.5; % kezdeti értékek
> [T,v] = ode45(F,t,[x0;y0]) g
> X =V(:,1); Y =V(,2;
> figure(l); hold on; *% 02 04 08 o8 1 12
> plot(T,X,T,Y)
> Tlegend('x(t)','y(t)', 'Location', 'best')
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Tobb valtozé vagy bonyolultabb 6sszeflggések esetében mar célszerl lehet kplbn
fajlban megirni a differencialegyenlet rendszert. Nézzik meg igy is a megoldast. Irjuk
meg egy kulon diffrsz.m fajlba az elsérendi differencialegyenlet rendszert!

> function F = diffrsz(t,v)

> fl = v(D*t - v(2);
> f2 = v(2)*t + v(1);
> F = [f1; f2];

> end

Figyeljink oda, ha kilén *.m fajlban adtuk meg a differencialegyenlet rendszert, akkor
a meghivasakor a figgveény neve elé kell irni egy @ jelet!

> [T, v] = oded45(@diffrsz, t, [x0; yO0])

MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

Egy masodrendl k6zdnséges differencialegyenlet t fliggetlen és y fliggé valtozéval a
kovetkez6 alakba irhato:

d?y dy
az =7 (t' Y, E)

Az egyenlet megoldhato [a,b] intervallumon, ha van két ismert feltételink. Amennyiben
a két megadott érték a tartomany elején van, akkor kezdeti érték feladatrél beszéllink.

A két kezdeti feltétel az y és % ertéke a kezd6pontban. Jelolje ezeket az értékeket A
és B.

dy

E t=a

y(a) = 4; =
Ez a fajta masodrendld differencidlegyenlet atalakithatd két elsérendi
differencialegyenletb6l alld6 egyenletrendszerré, ami az eléz6ekhez hasonléan
megoldhat6. A feladat megoldasahoz az elsé lépés, hogy kifejezzilk a masodik
derivaltat, amennyiben nem ilyen formaban van megadva az egyenlet. A masodik

derivaltat f(t, Y, %) fuggvényekeént irjuk fel. Természetesen nem biztos, hogy ezek

mindegyikétdl flgg. Itt t a fuggetlen valtozo, ezt Matlab-ban akkor is meg kell adni, ha
esetleg nem flgg téle kdzvetlendl a derivalt fliggvény. A fliggb valtozé és derivaltjai
helyett vezessiink be egy Uj vektorvaltozot (w)!

y
dt

Hasznaljuk y és <= helyett w elemeit Gj valtozokként: w, =y és w, ==, Ekkor két

egyenletet kell felirmunk a két valtozé elsé derivaltjaira, és ezekhez kell megadni a
kezdbertékeket:

dw; dy
VS0 T e wi(a) =4

sz dzy
fo=—r =gz =ftw,w)  wy(@)=B
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15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

Ezekkel a definiciokkal a masodrendi differencialegyenlet felirhatd két elsérendi
differencialegyenletbdl allé egyenletrendszerként! Oldjunk meg egy ilyen masodrend
differencialegyenletet!

MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASA MATLAB-BAN

Egy autd rugozasanak szimulaciojat végezzuk az alabbi
egyszerl modell alapjan, ahol az auté éppen athalad egy A m
magassagu akadalyon. A modellben m az aut6é tdmege, k a
rugdmerevség (a rugéban fellepd er6 aranyos az t
elmozdulassal), ¢ a csillapitasi tényez6 (a csillapitd erd
aranyos a tomeg sebességével). Az adatok: m = 1000 kg; k =

1000%; ¢ = 5002; 4 = 0.1m. A kiindulé idpontban mind az

auté fuggdleges helyzete, mind a flggblege sebessége 0. A
vizsgélt idsintervallum 15 masodperc. ~ ——<—l... A

+X

Csillapitott szabad rezgésnél a tdmegre hato eréket 6sszegezve az alabbi kozénséges
differencialegyenletet kapjuk az auté fliggéleges mozgasara:

mi+cx+kx=0

Ahol x az auté magassagi helyzete, x az id6 szerinti elsé derivalt, tehat az auté
fluggbleges sebessége, ¥ pedig az id6 szerinti masodik derivalt, vagyis az autd
fligg6leges gyorsulasa. Attérve az auté koordinata rendszerére a fiiggéleges iranyu
mozgas mozgasegyenlete:

ek —m=0
Az T ar x B

A kezdeti feltételek, hogy a kezdeti fuggbleges helyzet és a kezdeti fuggbleges
sebesseég is nulla, mielbtt az akadalyhoz érne az auto:
dx

x(0) = 0; —

=0
dt

x=0

Elsé Iépésként fejezzik ki a masodik derivaltat (%)-t az egyenletbdl!
d’x 1 (kA " dx) B (t dx)
dt2 m o) T g

Alakitsuk at a masodrendl differencialegyenletet els6rendl differencialegyenlet
rendszerré! Vezessunk be egy Uj vektor valtozot a fliggd valtozo és derivaltjai helyett:

" _( dx)T
Xt

Hasznaljuk aw; = x ésw, = % Uj valtozdkat az egyenletiinkben! Két egyenletet kell
felirnunk, a két valtozé elsé derivaltjaira, és ezekhez kell megadni a kezd6értékeket:

dwy; dx

YSar Tar M wi(0) =10
dw, d?*x 1

2= =g =y KA kwi—cwp); wy(0) =0
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15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

irjuk meg a differencialegyenlet rendszert egy kiilén autodiff.m fajlban Matlab-ban!
Legyen w egy vektorvaltozé: w = [wy, w,], tehat w(1) = x a fliggbleges pozicid és

w(2) = % pedig a figgbleges sebesség.

> function f = autodiff(t,w)

> % A mozgasegyenlet konstansai

> m=1000; k=1000; A=0.1; c=500;

> fl1=w(2);

> f2 = 1/m*(k*A - k*w(1) - c*w(2));
> f = [fl; f2];

> end

Figyeljuk meg, hogy a bemené valtozok kozott szerepel a t valtozé is, még akkor is,
ha fi,f> kifejezésben kdzvetlenll nem! Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett,
Runge-Kutta modszert hasznald, ode45 parancsaval, 10% abszolut és relativ
pontossaggal, 0-15 masodpercre!

Az ode45 opcionalis paramétereit eddig még nem alkalmaztuk, de lehetéséglunk van
tobb érték beallitasara az odeset() fliggvényt hasznalva. A fontosabbak:

— RelTol = skalar relativ hibakorlat, amelyik az y minden komponensére eérvényes

— AbsTol= skalar vagy vektor abszolut hibakorlat, amelyik a
megoldasfliggvényekre egységesen vagy kulon-kilén érvényes

— MaxStep = maximalis megengedett Iépéskdz

— InitialStep = javasolt kezdd t Iépéskdz

A megoldast készitsik el a rezgomozgas.m fgjlba (fontos, hogy a megoldast
tartalmazo fajl és a differencialegyenlet rendszert tartalmazé fajl ugyanabban a
konyvtarban legyen!):

> % Csillapitott rezgés

> clc; clear all; close all;

> % Megoldas Runge-Kutta médszerrel (ode45, odeset)

> options = odeset('RelTol', le-4, 'AbsTol',[le-4 le-4]);

> % legyen az id6éintervallum [0, 15] masodperc

> x0=0; % kezdeti pozicid

> v0=0; % kezdeti fligg6leges sebesség

> [T,wW]=ode45(@autodiff,[0,15],[x0; vO0],options);

A megoldasként kapott W matrix elsé oszlopaban vannak az elmozdulas értékek
(w(1) = x) és a masodik oszlopaban az elsé derivaltak (w(2) = %), vagyis a sebesség
értékek.

Mivel nem tul bonyolult egyenletrendszerrél van sz6 a feladat megoldhato lett volna
egysoros fliggvény hasznalataval is a kdvetkez6képp:

% Mas megoldas egysoros fliggvény haszndlataval

m=1000; k=1000; A=0.1; c=500;

dwdt = @(t,w) [w(2); 1/m*(k*A - k*w(1) - c*w(2))]
options = odeset('RelTol', le-4, 'AbsTol',[le-4 le-4]);
x0=0; v0=0;

[T1,wl]=o0de45(dwdt,[0,15],[x0; vO],options);

Megjegyzések: Mindkét megoldas egyenértéki, kulon fajlban megirva a
differencialegyenlet rendszert szemléletesebb. Figyeljink arra, hogy a
differencialegyenlet rendszerben nem szerepel kalon a t paraméter, mégis meg kell

vV V. V V V V
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15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

adni a bemend valtozoknal a differencialegyenlet megoldasahoz! Ugyancsak fontos,
ha a differencialegyenlet rendszert kiilén fajlban adtuk meg, kell a neve elé irnunk egy
@ jelet, ha egysoros fuggveényként, akkor nem.

Az elmozdulas, sebesség, gyorsulas értékek id6 fiuggvényében torténd abrazolasat
forondmiai gorbéknek nevezik, a sebességek abrazolasat az elmozdulas

fuggvényében (ahol az id6 a gorbe paramétere lesz) pedig fazis sikon torténd
abrazolasnak. Rajzoljuk fel két egymas melletti abraba a forondmiai gorbéket és a

fazissikon a sebességeket az elmozdulas fuggvényében!

% A kocsiszekrény elmozduldsa és sebessége az idd fliggvényében

id& [s]

183

>
> subplot(1,2,1)
> X = W(:,1); % flgg6leges elmozdulas
> v = W(:,2); % fluggbleges sebesség
> plot(T,x,T,v)
> Tlegend('elmozdulas [m]', 'sebesség [m/s]','Location', 'Best')
> xlabel('id6 [s]')
> title('Forondémiai gorbék')
>
> % Abrazolas a fdzissikon - az iddé most paraméter
> % sebesség az elmozdulas filiggvényében
> subplot(1,2,2)
> plot(x,v)
> xlabel('elmozdulas [m]")
> ylabel('sebesség [m/s]")
> title('Abrazolas a fazissikon')
Foronomiai gorbék Abrazolas a fazissikon
0.16 ; : 0.08 : -
0.14 | X G
1/ \
o2l | \ ] 0.06 / \ 1
"' \\\ T3 / \
01t ||1 ..\ / \\7- — // \\
\\ 004 - / \ 4
! A | @ " \
0.08 ; E. \\
L/ elmozdulas [m] | 2 \ |
a.ne [\ sebesség [m/s] § 002 a ",‘
0.04 L/ % ' / \ \
’ [ @» [ l
[ e | \ “ I-
0.02 | 1 ! %3 |
| / l‘,. ':I
or =] l\\ /
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15. Differencialegyenletek — Kezdeti érték probléma

MAGASABB RENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

Harmad-, negyed- vagy magasabb rend( differencialegyenleteket szintén vissza lehet
vezetni els6rendl differencialegyenlet rendszerre, hasonléan a masodrendi esethez,
Uj valtozok bevezetésével. Természetesen annyi kezdbéértékre lesz szukségunk,
ahany egyenletet felirunk, harmadrendi esetben 3, negyedrendi esetben 4 stb.

Egy n-ed rend( differencialegyenlet altalanosan:

dny B . dy dZy d(‘n—l)y
aon = I\"Y g ae e

>, as<t<b

Kezdeti feltételek:

d?y
=42 gz

. .d(n—l)y
3y ey —dt(n_l)

dy
dt

y(a) = Ay; = Ay

t=a t=a t=a

Vezessunk be egy n elemd Uj vektorvaltozot:
= ( dy dzy dn—ly)
dt dt* 7 dtnt

irjuk fel a kdvetkezd elsérendi differencialegyenlet rendszert w elemeire a hozzajuk
tartozé kezdeti feltételekkel egyutt (y = w;):

T

dw d

fl:d_i,“l:d_}t]:Wz; wi(a) = 4,
dw, d?

=G T wal@) = 4,

dw,_; d*1

fa-1 = d1; - dtn—}ll = Wn; wn_1(@) = 4,4
dw, d"y dy d>y @Dy

=4 _W_f<t’y’E’dt2""’dt(n—1) P wala) = Ay

Példaként oldjuk meg a kovetkezé harmadrend( differencidlegyenletet a [0,1]
intervallumon!
dy d?y d3y
2x—3y+4a+x W_ﬁ_
Ahol a kdvetkezb kezdeti feltételek adottak:
dy

y(0) = 3; a

d?y

= ' — =i 7'
x=0 " dx? ’

x=0

Elsé Iépés, hogy fejezzlik ki a legmagasabb derivaltat!

d*y dy  d*y
F—ZX—3y+4a+xW
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Alakitsuk at a harmadrendi differencialegyenletet egy elsérendi differencialegyenlet

rendszerré, ami 3 egyenletet tartalmaz! A harmadik derivaltat felirhatjuk f (x Yoo il in)

fuggvényeként. A flggd valtozd és derivaltjai helyett vezessink be egy uj
vektorvaltozét!

T
wely & &)
Y dt dt?

d? £ Lo .
d—i’,wg = d—;;. Az els6rendl differencialegyenlet rendszerben az

ujonnan bevezetett valtozok elsé derivaltjait kell megadjuk! 3 valtozénk van, tehat 3
egyenletet kell felirnunk.

Tehat: w; =y,w, =

dw; dy

fi= dx —azwzi w1(0) =3
dw, d?y

2=d_x2=ﬁ=w3; w,(0) =2
dw; d?y

3:W:W:2x_3wl+4W2+xW3; w3(0) =7

Matlab-ban ennek a felirasa a diff3.m fajlban, w=[w1,w2,w3]:

function dwdx = diff3(x,w)

fl = WCZ), 30
2 = w(3);

= 2%*x - 3*w(1l) +4*w(2) + x*w(3); o
dwdx = [fl; f2; f31;

20F

V V. V V V V
—h
w

Megoldasa a [0,1] intervallumon: )

wl0=3; w20=2; w30=7; 1or
[X,w]= ode45(@d1ff3 [O 1], [wl0; w20; w30]) P
figure(l); [ mssgesses

plot(X,w(:,1),X,w(:,2),X,w(:,3))

\

VvV V V

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

MAGASABB RENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZEREK

Egy magasabb rend( differencialegyenlet rendszer hasonldképp felirhatd uj valtozok
bevezetésével elsérendld differencidlegyenlet rendszerré. Nézziunk példaul egy
masodrendi differencialegyenlet rendszert!

d?x _r (t dx dy)

acz -\ Y e a

d?y dx dy

aa =R (60 )

Definialjunk egy Uj vektorvaltozét a fliggé valtozok és derivaltjaik helyett!

w—( dx dy)
XY G dr

. dx d . . . . £
Tehat: w;=x; wo=y; wy = = w4=d—3;; A négy uj valtozénak megfelel6 4

egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer a kovetkezd lesz:
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dwy; dx
1:7:d_t:W3

dw, dy
=g T a =

dw; d*x dx dy
f=ar =gz = B a)

dw, d?y dx dy
=@ = B )

A megoldasa az el6z6ek szerint torténhet!

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

_ Kozonséges differencialegyenlet rendszer kezdeti érték
problémajanak megoldasa Runge-Kutta modszerrel

Kbzonséges differencialegyenlet kezdeti érték feladatat
odeset - megoldé fuggvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl.
RelTol, AbsTol, MaxStep, InitialStep)

ode45
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16. Differencialegyenletek - peremérték feladatok

16. DIFFERENCIALEGYENLETEK - PEREMERTEK FELADATOK

Eddig a kézdnséges differencidlegyenletek kezdeti érték feladataval foglalkoztunk,
amikor a fuggvény és derivaltjainak értéke a kérdéses intervallum kezdépontjaban volt
megadva. Els6érendl esetben a flggvény értéke a kezd6pontban, masodrendi
esetben a fuggvény és elsé derivaltjanak az értéke a kezd6pontban, harmadrendi
esetben a flggvény, az elsé és a masodik derivalt értéke a kezddpontban stb.
Peremérték feladat esetében a fliggvény és derivaltjainak értékei kézul legalabb az
egyik nem a kezd6pontban, hanem a végpontban adott, és igy kell megkeressuk azt a
fluggveényt, ami kielégiti a feltételeket.

Nézzink egy masodrend( kdzonséges differencialegyenletet az [a,b] intervallumon:
d’y dy
7 = t, ,—
dt? f ( Y dt)
A masodrend( differencialegyenlet megoldasahoz két feltétel sziikséges. Kezdeti
erték feladat esetében ez a fuggvény (y) és az els6 derivaltjanak (%) az értéke a
kezddpontban. Peremérték feladat esetében tébb valtozat lehetséges. Lehet adott a
fuggvényérték a kezdd és a végpontban, ezt Dirichlet-peremfeltételnek nevezzuk:
y@=Y, yb)=Y,
Lehet adott az elsé derivalt értéke a két végpontban, ezt Neumann-peremfeltételnek
nevezzuk:

dy dy
—| =D, —| =D
dtleg % dtleey P

Vagy lehetnek vegyesen pl. a fliggvény értéke a kezd6pontban és az els6 derivalt
ertéke a végpontban.

Vizsgaljuk azokat az eseteket altalanosan, amikor a probléma visszavezethet6
els6rendli  explicit differencialegyenlet rendszerre. Ekkor a megoldandé
egyenletrendszer:

dy
—_ t,
= =fy)
A két peremen (t = a és t = b) ismertek a kdvetkezd értékek:
yi(a) = A4; i=1,-,k

y;(b) = Bj; j=k+1,-,n

A megoldas egyik lehetséges mddja, hogy visszavezetjiuk a feladatot egy kezdeti érték
probléma ismételt megoldasara, ezt nevezzik tuzérségi modszernek.
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TUZERSEGI MODSZER (SHOOTING METHOD)

A megoldas elve az lesz, hogy megoldjuk a kezdeti érték problémat egy felvett
yj(a) =u; eértékre, majd ellendrizzik az y;(b) = B; feltétel fennallasat (a
differencialegyenlet rendszer numerikus megoldasaval). Ha eltérés van, akkor
modositjuk az u érteket. Tegyuk fel, hogy az ismeretlen u; és az y;(b) értékek kozatti
kapcsolatot egy g(u) fuggvény irja le, vagyis:

y;(b) = g;w)

Ennek alapjan az ismeretlen kezdeti értékeket az alabbi (n-k) valtozos fuggvények
zérus helyeinek megkeresése adja:

hi(w) = gjw)—y;j(b) =0

TUZERSEGI MODSZER ALKALMAZASA

Fellovink egy petardat fugg6legesen felfelé, a petarda 5 masodperc elteltével robban
fel. A petarda fuggbéleges mozgasat, ha eltekintink a légellenallastdl, akkor a
kovetkez6 masodrendi differencialegyenlettel irhatjuk le:

d’y

acz = Y
Mekkora sebességgel kell fellonink a petardat, ha azt szeretnénk elérni, hogy
pontosan 40 méter magasan robbanjon fel?

A kezdeti érték feladatoknal tanult moédon alakitsuk at masodrendi

differencialegyenletet (C:Tf = f(t,y,%)) két els6rendl differencialegyenletbdl allo

rendszerré! Ehhez vezessunk be egy kételemi uj vektorvaltozét, aminek az elsé eleme
a fliggb valtozd, vagyis a petarda fliggbleges helyzete (y), a masodik elem pedig az

elsé derivalt, a petarda fuggéleges sebessége (%):
dy)T

w = -

(3’ dt

Ekkor w; =y; w2=d—y, az elsérendl differencialegyenlet rendszert pedig a

dt
vektorvaltozé elemeinek derivaltjai adjak:

_dwl_dy_
R P P
_dw, d%y

A TETE A
A peremfeltételek:
y(0) = 0; y(5) = 40;

Vagyis a fuggéleges elmozdulas (y) a fellovéskor 0 m, 5 masodperc elteltével pedig
40 m. Kérdés, hogy az elsé derivalt, a sebesség, mekkora legyen kilovéskor, hogy
y(5) = 40 teljesuljon?
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El6szor oldjuk meg Runge-Kutta moddszerrel ugy az egyenletrendszert, hogy
felveszlink kilonb6zd kezdeti értékeket a sebességre. Legyen w,(0) =
20,30,40,50 ™M/ ! w egy vektor: w = [w;, w,], ahol w; a fligg6leges elmozdulas érték,
w, pedig az els6 derivalt, vagyis a sebesség értéke.

A differencialegyenlet rendszert megadhatjuk kulén fajlban, pl. a diff petarda.m
fajlban:

> function F = diff_petarda(t,w)
> g = 9.81;

> fl = w(2);

> f2 = -g;

> F = [fl; f2];

> end

Vagy megadhatjuk egysoros fliggvényként is abban a fajlban ahova dolgozunk (pl.
petarda_felloves.m):

> g = 9.81;

> dwdt = @(t,w) [w(2); -g]
A Runge-Kutta modszerhez hasznaljuk a Matlab beépitett ode45 parancsat! A
differencial egyenlet rendszert kilon fajlban definialva a fuggvény neve elé kell tenni
egy @ szimbolumot. El6szor adjunk meg 20 m/s kezdeti sebességet, és0 <t <5s
intervallumot!
ta =0; tb =5; yO = 0; v0 = 20;

[T w] = ode45(@diff_petarda,[ta; tb],[y0; v0]); % kilon fajlban
% vagy

[T w] = ode45(dwdt,[ta; tb],[y0; v0]); % egysoros fliggvényként

vV V. V V

Az eredményeknél T vektorban a Iépéskdzok

30

vannak a [0, 5] intervallumon. W egy matrix ket Fuggbleges emozduas

Sebesség

oszloppal és annyi sorral, amennyi elem a T
vektorban van. W els6 oszlopaban a fuggdleges
elmozdulas értékek vannak (y), a masodik
oszlopban pedig az elsd derivaltak (%), vagyis a
sebességek. Abrazoljuk az elmozdulasokat és a
sebességeket az id6 fuggvényében!

figure(1); " o
Y — W(:,l); V — w(:’z); 0 05 1 15 2 25 ] 35 4 45 5
plot(T,Y,'b',T,v,'r")

Tegend('Fligg6leges 4

elmozdulas’, 'sebesség’) 0

vV V.V V

v0=20 |-
120 b = v0=30

Az  abrabdl lathatjuk, hogy 20 m/s vomi0

100 e vo=0

kezdbsebességgel nem is kdzelitjuk meg a 40 m- A -

80

es magassagot. Vegylnk fel tobb kezdeti értéket

60

(20,30,40,50 m/s) és most csak a fuggéleges " s
helyzetet jelenitsik meg! Irassuk ki a végpontbeli b e e
magassag értékeket is (W elsé oszlopanak az o

utolsé eleme)! 20

-40

> ﬁgur‘e(Z), hold onj; 0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
> for vi=20:10:50 §
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[T w] = ode45(dwdt,[ta; tb],[y0; vil);
fprintf('vo=%d m/s; y(5)=%f m\r\n',vi,w(end,1))
plot(T,w(:,1));

end

plot([0,5],[40,40]);
> Tlegend('v0=20", 'v0=30"', 'v0=40", 'v0=50","y=40","40 m")

v0=20 m/s; y(5)=-22.625000 m

v0=30 m/s; y(5)=27.375000 m

v0=40 m/s; y(5)=77.375000 m

v0=50 m/s; y(5)=127.375000 m

vV V V V V

Az abrabdl és az eredményekbdl is lathatjuk, hogy az 5 masodperces intervallum
végén a 30 m/s kezddsebességgel kevesebb, a 40 m/s kezdésebességgel tébb mint
40 m-es magassagba jutottunk. Valahol a kett6 kozott lesz a megoldas.

Az ismeretlen kezdeti feltétel, vagyis most a kezdeti sebesség, legyen u, és irjuk fel
ennek egy g figgvényében a végpontbeli flggveny értéket, és vizsgaljuk meg, hogy
ez mikor lesz 40!

wy = g(u) =40
Vagyis keressuk az h = g(u) — 40 zérushelyét!

irjuk meg elészor egy kiildn fajlban a g fiiggvényt, ami a kezdéérték fiiggvényében
visszaadja a végpontbeli magassag értéket! Ehhez a 'diff_petarda.m' kilén fajlban
megirt differencialegyenlet rendszert hasznalhatjuk. Legyen ez a f4jl a
petarda_magassag.m fajl!

> function y = petarda_magassag(u)

> ta =0; tb = 5; yO = 0;

> [T w] = ode45(@diff_petarda,[ta; tb],[y0; ul);
> y =W(end,1); % az els6 oszlop utolsd eleme

> end

Abrazoljuk a kezddsebesség fiiggvényében az 5 masodpercnél elért magassagokat
20 és 50 m/s kezd6sebességek kozott!

40

> figure(3) i

> fplot(@petarda_magassag, [20, 501); ”
> hold on; plot([20,50],[40,401); -
Az abra alapjan valahol 30 és 35 m/s kozott kell o v

felvennink a kezdb&értéket a sebességhez.
Legyen most u, = 32!
> % a hianyzo6 kezddéérték meghatarozas 0

> h = @Cu) petarda_magassag(u)-40 Qo//,
> V0 = fzero(h,32) % 32.5250

20 25 30 35 40 45 50

Rajzoljuk fel a megoldast szaggatott vonallal a
tobbi kezd6érték mellé az abrabal

[T w] = ode45(@diff_petarda,[ta; tb],[y0; v0]);
figure(2);

p-IOt(T!W(: 51)1 'k__');
Tegend('v0=20", 'v0=30"', 'v0=40", 'v0=50", 'y=40","'40 m',
'megoldas’', 'Location', 'best')

title('Petarda kezdeti sebességének meghatarozasa')

vV V.V V

\Y
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Petarda kezdeti sebesséegéenek meghatarozasa

140 [

v0=20 .
120 | v0=30 e

v0=40 o

v0=50 st
100 [ y=40 78

— — —megoldas ///
80 | s
///
60 /
i iy T TSRS s
i o b
40 R e =
// i
20 T e—
LR -
0
20f
40 :
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Sok mas modszer is létezik peremérték feladatok megoldasara, példaul véges
differenciak mddszere, prébafuiggvények modszere (globalis maradék minimalizalasa,
lokalis maradékok eliminalasa). Ezek ismertetésére most id6 hianyaban nem térink ki.

PEREMERTEK FELADAT MEGOLDASA A MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEVEL

Természetesen a Matlab-nak van sajat beépitett parancsa is a peremérték feladatok
megoldasara, a bvp4c parancs (bvp = boundary value problem). Nézzink most egy
példat tartoszerkezet témakorébdl!

Az alabbi L=4 m hosszu kéttamaszu tartéra egyenletesen megoszlé terhelés hat (q).
Nagy lehajlasokra, a tart6 lehajlasa (y) a kovetkezd kdzonséges differencial egyenlettel
hatarozhaté meg:

Vi
3 o
d%y dy\*1? 1 X l :
by [+ (@) | e T
i e
y(0) = 0; y(L) = 0; - peremfeltételek L

EI = 1.4 x 10’ Nm?; - hajlitasi merevség
q =10 x 103N /m ; - terhelés

Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett fliggvényével! Hatarozzuk meg a lehajlas
értékeket x fuggvényében és jelenitsik meg bket! Jelenitsik meg az elsé derivaltakat
is! Mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-nél? Mennyi a maximalis lehajlas értéke?
Milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm?

A Matlab beépitett bvp4c peremérték feladat megold6 fuggvényét a kovetkezd
formaban lehet megadni:

> SOL = bvp4c(ODEFUN,BCFUN,SOLINIT)

A bvp4c-nek egy kimenete van (most ez a solution roviditéseként a sol, de barmilyen
valtozénév lehet), ami egy struktura tipusu valtozéként tartalmazza a figgetlen
valtozét (sol.x) és a kiszamolt fuggd valtozé és derivalt értékeket is (sol.y).
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Harom bemenete van:

— odefun: els6rendi differencialegyenlet rendszer (fliggvény)

— bcfun: a peremértékek fliggvényként megadva

— solinit: kiértékelendd tartomany, illetve a fuggvény és derivaltjai atlagos
ertékének becslése (a bvpinit paranccsal eléallitva)

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZER MEGADASA (ODEFUN)

Ehhez is, mint a kezdeti értékeknél hasznalt ode45 parancsnal at kell alakitani a
magasabb rendi differencialegyenletet egy elsérendi differencialegyenlet rendszerré
(odefun). Ehhez el6szor fejezzik ki a masodik derivaltat a masodrendi
differencialegyenletbdl!

Alakitsuk at egy Uj kételeml vektorvaltozO bevezetésével els6rendi

: ., . d
differencialegyenlet rendszerré! Legyen most: w; = y; w, = =

dx’
dy T
= (3’ a)

Ekkor az els6rendi differencialegyenlet rendszer:
_dwy dy
fi= dx _-dx_W2
dw, d?y 53 1 1
2z _ 2 _ 2-Zeg-(L x —x2) | —
fr=—r==5 ([1+w2] S Lox—x)) )

Definialjuk a differencialegyenlet rendszert egy kilén figgvényben. Ezt megtehetjik
egy kulon fajlban, ahogy eddig is tettlk, vagy a script fajl végén is (a Matlab R2016b
verziojatol). Legyen a fuggvény neve diff_lehajlas!

> function F = diff_lehajlas(x,w)

> EI = 1.4e7; q = 10e3; L = 4;

> fl1=w(2);

> 2 = ((A+(2)IA2IA(3/2) * (1/2) * g * (L*x-xA2) ) / EI;
> F = [fl; f2];

> end

PEREMERTEKEK FUGGVENYKENT MEGADVA (BCFUN)

A peremfeltételek (a lehajlas az alatamasztasoknal):

y(0) = 0; y(L) = 0;

A bvp4c szamara a peremfeltételeket is egy fluggvényben kell megadni (bcfun). Az
[a,b] tartomanyon a feltételeket a wa és wb vektorokban adhatjuk meg, wa a
tartomany elején megadott feltételeket jelenti, wb pedig a tartomany végén megadott
feltételeket. A vektorok elsé eleme (wa(1),wb(1)) az egyenletrendszer fliggd
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valtozojanak értéke (w; = y) a kezd6pontban/végpontban, vagyis a keresett fliggvény

értéke a kezdd/végpontban, a masodik eleme (wa(2),wb(2)) az elsd derivalt értéke

(w2 = Z—Z) a kezdd/végpontban és igy tovabb a 3., 4. stb. elem a masodik, harmadik

stb. derivalt értéke lenne. Jelen esetben mivel a keresett lehajlas (elmozdulas)
fluggvény értékei adottak a kezd6 és végpontban:

wa(1l) =0,wb(1) =0

A peremeértékek vektorfuggvénye legyen mondjuk g. Megadasa ugy torténik, mint
zérushely kereséskor, amikor a 0-ra rendezett alakot kell megadni, tehat

g1=wa(l)—0=0
g, =wb(1)—0=0

Ez tulajdonképpen a maradék ellentmondasokat jelenti, ha ezek 0-k, akkor teljesiti a
flggvény a megadott feltételeket. Jelen esetben mivel pont 0 a peremérték mindkét
helyen ezért egyszerlien g, = wa(1), g, = wb(1). Ha a mondjuk a kezd6pontban az
elsé derivalt értéke lenne megadva, példaul 2, a végpontban pedig a keresett figgvény
értéke 3, akkor a megadas a kdvetkezd lenne: g, = wa(2) — 2, g, = wb(1) — 3.

Legyenek a peremfeltételek a perem_lehajlas fliggvényben (ez lehet kilon fajlban
vagy a script végén). Mivel most a lehajlas értékekre van feltételunk mindkét
végpontban, ezek az wa és wb elsé elemei adottak.

> function G=perem_lehajlas(wa,wb)
gl=wa(l);
g2=wb(1);
G = [91; 92];

end

vV V. V V

KIERTEKELENDO TARTOMANY, ISMERETLENEK ATLAGOS ERTEKE (SOLINIT)

A harmadik sziikséges bemenet a bvp4c fliggvény hasznalatahoz a kiértékelendd
tartomany (solinit), illetve a flggvény és derivaltjai atlagos értékének becslése
(konstansként), amiket a bvpinit paranccsal kell megadni. A tartomanyunk most 0 <
x < 4. Vegyunk fel ezen 10 cm-ként pontokat. Meg kell még becsulni a fuggvény és
az els6 derivaltjanak is az atlagos értékét. Mivel most csak a fuggvény értékére van
adatunk a kezdd és végpontban, és ezek mindegyike 0, legyen a becsult értékunk is 0
mind a figgveényre, mind az elsé derivaltra. (Ha a kezd6 és végpontban eltérd lenne
az érteék, akkor célszerl lenne a kett6 atlagat valasztani itt a konstans becslésére.) A
megoldast a lehajlas_megoldas.m fajlban készitsik el!

> clc; clear all; close all;

> % Becsiult kezdeti értékek - bvpinit

> x0 = 0:0.1:4; % kiértékelendd tartomdny
>

wl0 = 0; w20 = 0; % becsilt konstans értékek a fliggvényre és az elsé
derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(x0,[wl0; w20])
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MEGOLDAS BVP4C PARANCCSAL

A megoldashoz adjunk meg 10 relativ toleranciat. Ezt nem az odeset, hanem a
bvpset paranccsal tehetjik meg. Utana oldjuk meg a feladatot a bvp4c parancsot
hasznalva és abrazoljuk is a megoldast!

% megoldas a beépitett bvpdc fliggvénnyel

opciok = bvpset('RelTol',le-4);

sol = bvp4c(@diff_lehajlas,@perem_lehajlas,kezdofelt,opciok)
X = sol.x;W = sol.y;
plot(X,w(1,:)); hold on
plot(X,w(2,:));

> Tlegend('lehajlasok', "derivaltak"',

Mivel a megoldas struktura tipusu, igy sol.x és soly hivatkozassal tudjuk
szétvalasztani a fuggetlen valtozot (X) tartalmazo vektort és a keresett fuggvenyt és
els6 derivaltjait tartalmazo (W) matrixot.

V V. V V V V

'"Location', 'best')

3
<10

2 T =]
1.5

1}
05 lehajlasok

7 derivaltak
0R g y
\
05F \ 3 / 4
R
_1 L \\\.‘ / /// B
\\\ / //
B
\ /
4
- .
s he
-25 1 I 'I‘ 1 I
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Az eddigi megoldas egyben a kovetkezbképp néz ki:

> % Kétamaszu tartd lehajléasa

> clear all; clc; close all;

> % Becsllt kezdeti értékek - bvpinit

> x0 = 0:0.1:4; % kiértékelendé tartomany

> wl0 = 0; w20 = 0; % becsilt konstans értékek a fliggvényre és az elsé
derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(x0,[wl0; w20])

> % megoldas a beépitett bvpdc fliggvénnyel

> opciok = bvpset('RelTol',le-4);

> sol = bvp4c(@diff_lehajlas,@perem_lehajlas,kezdofelt,opciok)

> X = sol.x;

> Y = sol.y;

> plot(X,Y(1,:)); hold on

> plot(X,Y(2,:));

> Tlegend('lehajlasok', 'derivaltak', 'Location', 'best')

> o mmmmm -

> function F = diff_lehajlas(x,w)

> EI = 1.4e7; q = 10e3; L = 4;

> fl = y(2);

> 2 = ((A+W@)IAA3/2) * (1/2) * q * (L*x-xA2) ) / EI;

> F = [fl; f2];
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function G=perem_lehajlas(wa,wb)
gl=wa(l);
g2=wb(1);
G = [g1; 92];

V V.V V V VYV

> e

Kérdés volt még, hogy mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-nél, mennyi a maximalis
lehajlas értéke és milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm?

Ezeket megoldhatnank ugy is, hogy egy spline fliggvényt illesztiink a kapott pontokra,
de hasznalhatjuk a deval parancsot is, ami tetsz6leges pontban kiértékeli a bvp4c
megoldasat (ode45 esetén is hasznalhatd, ha azt nem két kimenettel hivjuk meg,
hanem eggyel, akkor az is egy struktura tipusban adja vissza az értékeket). A deval
csak interpolaciora hasznalhat6, extrapolaciéra nem!

% Mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-nél?
el = deval(sol,1.35) %-0.0021, -0.0009

el = deval(sol,1.35,1) %-0.0021

% Tehat 2.1 mm a lehajlas

hold on; plot(1.35,el, 'ro")

Csak a megoldas és a kiértékelendd hely megadasakor a deval fliggvény hasznalata
soran megkapjuk az adott pontban a fliggvény értékét, és az els6 derivalt értékét is,

ha csak az elsé (vagy a masodik) érdekel minket ezek kozil, akkor megadhatjuk még
a minket érdekl6 valtozé indexét is. Most a lehajlas 2.1 mm lett a kérdéses pontban.

vV V.V V V

Mekkora lesz a maximalis lehajlas? Ehhez definialjuk fliggvényként a kapott
megoldast! Mivel a koordinata rendszer ugy van felvéve, hogy a lehajlasokat negativ
szamként kapjuk, igazabol egy minimumot keresunk, igy egyszerien hasznaljuk most
az fminsearch parancsot erre! Ehhez kezd6értéknek adjuk meg a 2-t!

% Mekkora Tesz a maximalis lehajlas?
Tehajlas = @(x) deval(sol,x,1)

xmax = fminsearch(lehajlas,2) % 2
Tmax = Tehajlas(xmax) % -0.0024

vV V. V V

Mivel itt a terhelés teljesen szimmetrikus volt, egyértelmi volt, hogy a felez6pontban
(2 méternél) lesz a maximalis lehajlas, igy akar le is kérdezhettik volna ott az értéket
a deval hasznalataval:

> TImax = deval(sol,2,1) % -0.0024
> plot(xmax,Imax, 'r*")
Milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm? Ez két pontot is jelenthet, melyeket
az fzero hasznalataval kereshetiink meg. Figyeljunk ismét a koordinata rendszerre és
a mértékegységekre, hogy 1 mm lehajlas itt -0.001 m-t jelept! Kezdbérigkeket az abra
alapjan valasszunk 0.5 illetve 3.5 m-t! Z )

15

plot(x1l,lehajlas(x1), 'ks"'); hold on; 45 .
plot(x2,lehajlas(x2), "bd") 2f~ ‘@11

> % lehajlas = -0.001 -> h = lehajlas + 0.001 5 O

> h = @(x) Tehajlas(x) + 0.001 0s

> x01 = 0.5; x02 = 3.5; R

> x1 = fzero(h,x01) % 0.5437 LN / /
> x2 = fzero(h,x02) % 3.4563 AR Vet
>
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FUGGOLEGES MOZGAS MODELLEZESE BVP4C FUGGVENYT HASZNALVA

Nézzuk meg hogyan nézne ki az elsének megoldott petarda kilovéses példank a
Matlab beépitett fliggvényével! A masodrendd differencialegyenlet: %:—g, a
peremfeltételek: y(0) = 0; y(5) = 40.

A megoldas bvp4c hasznalataval:

> % petarda - bvp4c

> clc; clear all; close all;

> % Becsllt kezdeti értékek - bvpinit

> t0 = 0:0.1:5; % kiértékelendd tartomany

> wl0 = 20; % becsilt atlagos magassag (0+40)/2

> w20 = 0; % becsilt érték az atlagos els6é derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(t0, [wl0; w20])

> % megoldas a beépitett bvpdc fliggvénnyel

> opciok = bvpset('RelTol',le-4);

> sol = bvp4c(@diff_petarda,@perem_petarda,kezdofelt,opciok)

> X = sol.x;

> W = sol.y;

> plot(X,w(l,:)); %

> xlabel('1d6'); ylabel('Magassag') T,
S Qoo ____ 80T . =g
> function F = diff_petarda(t,w) ///

> g = 9.81; “or /

> Fl = w(); g /

> f2 = -g; g /

> F = [fl; f2]1; = //

> end 2

> Y e /

> function G=perem_petarda(wa,wb) m'//

> gl=wa(l); /

> g2=wb(1)-40; % o5 4 45 & 25 8 35 4 48
> G = [gl; g2]; 16

> end

> e

GYAKORLO PELDA PEREMERTEK FELADATOKHOZ

Oldjuk meg most a kdvetkezd peremérték feladatot a [0,1] tartomanyon:

Atrendezve:

A megadott peremfeltételek: y(0) = 1; %(1) =3

Az intervallum elején adott a flggvényérték, az intervallum végén pedig az elsé

. P oy hy d
derivalt! Az els6rendl differencialegyenlet rendszer, ha w; = y; w, = d—z:
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__qu___dy__
1T 0 dx 2
_dw, d%

= T T
mfeltételek: wa(1) =1, wbh(2) =3

Nullara rendezve: g, = wa(1) — 1; g, = wh(2) — 3

Megoldas Matlab-ban:

VVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVVVVYVYVYV

% gyakor16 peremérték feladat

clc; clear all; close all;

clc; clear all; close all;

% Becsllt kezdeti értékek - bvpinit

x0 = 0:0.1:1; % kiértékelendd tartomany

wl0 = 1; % becsilt atlagos fliggvényérték
w20 = 2; % becsllt érték az elsé derivdltra
kezdofelt = bvpinit(x0, [wl0; w20])

% megoldas a beépitett bvpdc filiggvénnyel
sol = bvp4c(@gyakorlo_diff,@gyakorlo_peremfelt,kezdofelt)
X = sol.x; W = sol.y;
plot(X,w(1,:),X,W(2,:));

Tegend('y', "dy/dx") ’ ;
% ___________________________________ 7;,,7777777777 dy/dx
function F = gyakorTo_diff(x,w) | e ™ _ ]
f1l = w(2); : Sy gt
2 = -w(l); st L
F = [fl; f2]; e
end i ////
9= = === = === m e e " i
function G=gyakorlo_peremfelt(wa,wb) //”
gl=wa(1l)-1; s
g2=wb(2)-3; S —
G — [gl; gz]; 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
end
Ofm
A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK
Kbzonséges differencial egyenletek peremérték feladatanak
bvp4c - - .
megoldasa kollokacioval
bVDIn Kezdeti értekek becslése kdzonséges differencialegyenletek
vpinit - o . -
peremérték feladatanak megoldasahoz
Kbzonséges differencidlegyenlet peremérték feladatat megoldo
bvpset - flggvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl. RelTol,
AbsTol)
deval _ Kozonseges differencialegyenlet megoldasanak kiértékelése

adott pontban
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17. GYAKORLO FELADATOK 2.

A feladatok megoldasait Matlab fajlokban kell elkésziteni, amelyben a végrehajthato
utasitasokon tul legyenek megjegyzések is a megoldas lepéseirdl.

1. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

A lenti képen lathatd gabonasilé teteje a kovetkez6
fuggvénnyel megadott gorbe y  tengely  kordli
korbeforgatasaval allithatd el x=0-t6l x=4-ig:
T
_ 2 (2
y = 12 cos ( 3 x)

Egy y=f(x) gorbe [a,b] kozbtti szakaszanak
korbeforgatasabdl kapott felllet nagysaga a kovetkezd
képlettel szamithato:

b
A=2T[f x+/ 1+ (f'(x))?

a) Definialja a gorbét és abrazolja a [0,4] intervallumon! (3
pont)

b) Szimbolikus szamitassal allitsa el6 a gorbe derivalt
fluggvényét! (4 pont)

c) Szamitsa ki a teté feluletének nagysagat! (6 pont)

d) Mekkora részét tudjuk lefesteni a silo tetejének 12 liter festékbdl, ha 10 m?
lefestéséhez 1.2 liter festékre van szikség és fentrdl kezdjuk a festést? A
megoldashoz definialjon egy fliggvényt, ami adott x értékhez kiszamolja a tetdé
felUletét és keresse meg, hogy ez milyen x értéknél felel meg a lefesthetd felulet
nagysaganak. A kezdeti érték megvalasztasahoz abrazolja a fliggvényt egy U;j
abran! Mekkora y nagysagu sav marad ki a festésbdl alul? (8 pont)

e) Hatarozza meg, hogy mekkora a tet6 térfogata! A silo tetd részének térfogatat
kiszamolhatja, egy forgastest térfogatanak képletébdl:

b

Vznfrzdy
a

Most a forgastest sugarat az x értékek adjak, ezért a térfogat szamitasahoz
definialja az y gorbe inverz fuggvényét, az x = g(y) fuggvényt. (Matlab-ban az
arccos fuggvénynek az acos parancs felel meg.). Rajzolja fel az inverz
flUggvényt is egy Uj abraba, és szamitsa ki a térfogatot! Figyeljen az intervallum
hatarainak helyes megadasara! (7 pont)

f) Szamolja ki a minimalis és maximalis y értékek kozott fél méteres osztasban a
hozzajuk tartozd sugar értékeket (x)! Ezeket a pontokat rajzolja be az elsé
abraba! (2 pont)

g) Az el6bb kiszamolt 6sszetartozé y,x értékeket irja ki az fprintf hasznalataval egy
szoveges fajlba két oszlopba, egy tizedesre az y értékeket és két tizedesre az
x ertékeket! (5 pont)
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A képen lathaté hdatétorony sugarat kulonb6z6 magassagokban
megmeérték. Szamitsuk ki a hitétorony térfogatat és felszinét!

a)

b)

C)

d)

e)

f)

9)

17. Gyakorl6 feladatok 2.

2. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

Olvassa be az adatOl.txt fajlban talalhaté adatokat. Az
els6 oszlopban a magassagok, a masodik oszlopban a
hozzajuk tartozé sugarak vannak méterben. Valassza szét
a valtozokat és jelenitse meg a sugarakat a magassag
fluggvényében! (2 pont)

Egy forgastest felszinét (A) és térfogatat (V) a
kovetkez6képp szamithatjuk ki:

L L
A=2nfrdz; V=nfr2dz
0 0

A beolvasott adatokat hasznalva szamitsa ki trapéz
szaballyal a torony felszinét és térfogatat (6 pont)!
lllesszen kdbds masodrendl spline gorbét a pontokra és
ezt felhasznalva szamitsa ki a felszint és a térfogatot
Simpson szabaly alapjan is a Matlab beépitett fuggvenyével! Az illesztett
fliggvényt rajzolja be az abraba is! (8 pont)

Az illesztett spline alapjan keresse meg, hogy mekkora magassagban van a
torony legkeskenyebb része? Mekkora itt az atméré nagysaga? (4 pont)
Szeretnék a tornyot lefesteni egy 10 m széles savban. Hol legyen a sav, hogy
a leheté legkisebb feluletet kelljen lefesteni? Ehhez definialjon egy fluggvényt,
ami adott kezdéponttdl kiszamolja a fellletet egy 10 m-es savban, és keresse
meg ennek a minimumat! A j6 kezd6érték megvalasztasahoz abrazolja a
fuggvényt (vigyazzon a hatarok megadasakor, hogy a maximalis torony
magassagot ne lépje tul)! Adja meg a lefestend6 terulet nagysagat, a sav
aljanak és tetejének magassagat! Mennyibe fog kerllni a festék, ha 1.2 liter
festékkel 10 m?-t lehet lefesteni és 1 liter festék 540 Ft-ba ker(il? (8 pont)
Szamolja ki a torony sugaranak értékeit két méterenként a magassag
fuggvényében! (2 pont)

irja ki a kiszamolt pontok adatait egy széveges fajlba két oszlopba az fprintf
hasznalataval, egész szamként a magassagokat és 3 tizedesre a hozzajuk
tartozé sugar értékeket! (5 pont)

-
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3. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

Egy ejtbéernyds kiugrik egy egyenesen, vizszintesen halado repulébdl. Az ejtbernyds
mozgasa kozelitbleg az alabbi egyenletrendszerrel irhatd le:

o) & o

d?y Y rdy\ [rdx\®  sdyy?

@ = o @ 6 @

dt? m\dt dt dt

ahol x és y az ejtbéerny6s pozicidja, az abran lathatd koordinata rendszernek
megfeleléen.

m =80kg;g = 9.81m/s?, y =5.38 Ns?/m?

A kezdeti feltételek:

=

=Tt

W samys P =

dtle—o m/s; dtleeg

Hatarozza meg az ejtbernyés mozgasanak palyajat az elsé 5 masodpercben. A két
masodfoku kdzdnséges differencial egyenletet vezesse vissza 4 elséfoku kozénséges
differencial egyenletre és oldja meg a feladatot tetszéleges modszerrel.

x(0) = 0; y(0) = 0;

a) Vezesse vissza a feladatot U valtozdk bevezetésével 4 elsérendl differencial
egyenletre, és irja meg a rendszert reprezentalé Matlab fuggvényt! (Ez lehet
egysoros fuggvény is, vagy kuldn fuggvényben is megadva)

b) Oldja meg az egyenletrendszert tetszéleges modszerrel az elsé 5 masodpercre,
felhasznalva a 4 kezdeti értéket!

c) Rajzolja fel az ejtéernybs palyajat az xy koordinata rendszerben! Két masik
abraba rajzolja fel a kovetkez6 forondmiai gorbéket: x,y elmozdulas és vx, vy
sebességek az id6 fuggvényében!

d) Mennyi 5 masodperc utan az elmozdulas és a sebesség a két koordinata
tengely iranyaban?

e) Mennyi a fuggdleges elmozdulas 2.25 masodperc utan?

f) Az ejtéernyds 1500 m-es magassagban nyitja ki az ejtéernyéjét. Mikor éri el ezt
a magassagot, ha a repulégép az ugraskor 2000 m-en haladt? (Ehhez
modellezze hosszabb intervallumra, pl. egy percre az ejtéernyds palyajat!)
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4. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

Adottak a Tisza Martély és Mindszent kozotti szakasza egy szelvényében a felmért
folydomeder pontjainak (x,y) koordinatdi a szelveny.txt dallomanyban. Az x
koordinatak az elsd, az y meder mélység adatok a masodik oszlopban taldlhatok. A meder
bal- illetve jobb oldali végpontja egyarant az y = 0 m-es szinten talalhato.

Oldja meg az alabbi feladatokat

1Y)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Olvassa be az adatokat egy matrixba és valassza kiilon egy-egy vektorba az x €s y
koordinatakat.

Hatarozza meg spline interpolaciéval a meder alakjat. Irja meg az interpolacio
egysoros ys(x) fliggvényét €s rajzolja fel az ys(x) fiiggvény segitségével a szelvényt a
minimalis Xmin €s maximalis xmax koordinatak kozott.

Hatdrozza meg numerikus integraldssal, Simpson-szabéllyal a meder teljes F
keresztmetszeti teriiletét. Az integralast végezze a meder spline interpolacio
fiiggvényével az Xmin €s xmax hatarok kozott.

Spline interpolacioval vegyen fel a meder teljes szélességében az x koordinata szerint
egyenletesen elhelyezkedd 200 pontot. Az igy kapott poligon teriiletét trapézokra
bontdssal hatarozza meg, €és hasonlitsa Ossze a numerikus integraldssal kapott
eredménnyel.

Hatarozza meg a folyomeder nedvesitett keriiletét (az el6z6 pontban kapott poligon
hosszat) y =0 m-es vizallas esetében.

Hatarozza meg a keresztmetszet F(y = 2) teriiletét az dbran lathatd y =2 m-es vizallas
esetében is numerikus integralassal, Simpson-szaballyal. Ehhez meg kell hataroznia
az abran lathatd x=a és x=>b integralasi hatdrokat, valamint el kell tolnia a
folyomeder gorbéjét 2 m-el az y tengellyel ellentétes irdnyban. Az integralasi
hatarokat az ys(x) —2 =0 nemlineéris egyenlet gyokkeresésével kaphatja meg. A
megfeleld kezddértékeket az abrardl veheti.

Hatarozza meg a meder bal- és jobb szakaszanak (a meder legmélyebb pontjatol balra,
illetve jobbra es6 szakaszoknak, lasd az abrat) az xpai(y) €s xjobb(y) inverzfiiggvényeit
spline interpolacidval. Rajzolja fel egy-egy abran ezeket a fiiggvényeket. (4 pont)
Hatarozza meg a keresztmetszet y mélység szerint valtozo F(y) fliggvényét numerikus
integralassal, Simpson-szaballyal. Az integralasi hatarok megallapitasdhoz hasznalja
az el6zd pontban megirt inverzfiiggvényeket. Abrazolja egy 1ij abran az y = (0, 9)
tartomanyban a kapott mélység-keresztmetszet fliggvényt.
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5. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

Adottak egy ismeretlen sugart és helyzetli gomb feliiletének 1ézerszkenneres mérési adatai
a gomb.txt allomanyban. Ebben az éallomanyban az els6, masodik és harmadik
oszlopban a mért pontok (x;, yi, z;) koordinatai talalhatok. Hatarozzuk meg a mért pontokra
legjobban illeszkedd gémb R sugarat és a kozéppontjanak (xo, o, zo) koordinatait. A
regresszios feliilet egyenlete (x; —x0)% + (Vi —¥0)? + (z; —t5)?—R*=0 . Ha
bevezetjilk az R sugar helyett a d = x5 + y2 + zZ — R?0j paramétert, akkor a feladatot
linearis regresszioként irhatjuk fel az alabbi alakban

x? + yF +z7 = 2xx0 + 2y yo + 2220 — d,

ahol a bal oldalon a mért mennyiségek, jobb oldalon pedig a p=
(%0, Y0, Zo, d)paraméterekre nézve linedris fiiggvény talalhato.

Oldja meg az alabbi feladatokat:

1) Olvassa be az adatokat egy matrixba és valassza kiilon egy-egy vektorba az x, y és z
koordinatakat.

2) Rajzolja fel a mért pontokat egy térbeli abran.

3) Hatarozza meg linearis regresszioval, a Matlab beépitett fliggvényével az ismeretlen
paraméterek értékét. Figyeljen arra, hogy a mérési vektor most a regresszios egyenlet
bal oldalén taldlhatd x? + y? + z? mennyiségeket tartalmazza.

4) Szamitsa ki a legjobban illeszkedd gomb sugarat és irassa ki ezt az eredményt,
valamint a gomb kozéppontjanak a koordinatait.

5) Rajzolja fel a mért pontokat tartalmazé abraba a legjobban illeszkedd gombot
paraméteres feliiletként. A gdmb paraméteres egyenletei u € (0, ), v € (0,2m):

x(u,v) = Rsin(u)cos(v)
y(u,v) = Rsin(u)sin(v).
z(u,v) = Rcos(u)

6) Szamitsa ki mért pontoknak az illeszkedd gombtdl vett sugar iranyu eltérései eldjeles
Osszegét (ha a mért pont a gdmb felszine f616tt van, akkor az eltérés pozitiv, egyébként
negativ). Egy kiilon abran rajzolja fel az eltéréseket.
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6. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

Az abran lathatd H=2m hosszu, az O pontban
csuklésan befogott rud kezdetben a fliggblegessel
6o = 1°-0s szbget zar be. Ebben a helyzetben
elengedjuk a rudat és az elddl. A rud helyzetét a t
idépontban a fuggdlegessel bezart 6(t) szdg jellemzi. A

rud mozgasat az alabbi masodrend
differencialegyenlettel irhatjuk le (g = 9.81 m/s?):

o _ 39 siné.

dt? 2H

@)

Oldja meg az alabbi feladatokat:

1)

2)

3)
4)

5)

6)

7)

Alakitsa at a masodrendi egyenletet két els6rendd egyenletbdl alld
rendszerré és irja meg a jobb oldalak egysoros fuggvényét

Oldja meg a differencialegyenlet-rendszert a t =[0, 2] tartomanyon, a Matlab
beépitett 4. rendli ode45 Runge-Kutta modszerével. A relativ hiba legyen
10 , az abszolut hiba pedig 10>. A t=0 idépontban a rud helyzete:
0 =T/180, szdgsebessége: dO/dt=0. Abrazolia a O(t) szdégre kapott
megoldast

irja meg a 6(t) spline interpolaciojat végzé egysoros fiiggvényt

Hatarozza meg az el6z6 interpolacios fluggvény segitségével azt a ty idépontot
amikor a rud éppen vizszintes helyzetben van, vagyis 6(tv) = T1/2. Rajzolja be
ezt a helyzetet az abraba

Valamely 6 szdggel jellemzett helyzetben a rud O pontjatdl H-x tavolsagban
talalhatd keresztmetszetben a hajlitasbdl szarmazé legnagyobb o feszlltség
értéke

dmgH
o(x,0) = sinf(x3 — 2x? + x) = 4.057sin(x3 — 2x? + x) [MPa]

81
ahol d = 2 cm a rud vastagsaga, m = 2.2 kg a tdmege, |1 = 1.33 cm4’a négyzet
alaku rud keresztmetszet sulyponti tengelyére vonatkozo inerciaja. Irja meg a
a(x, 6) egysoros fliggvényét (vektorosan)

Rajzolja fel a rud teljes H hossza mentén a hajlitdsbol szarmazé fesziltségek
eloszlasat a 6 = 0.5 értékére a o(x, 6)-nak az el6z6 pontban megirt egysoros
fuggvényét felhasznalva

A rud O pontjatél mérve hany m-re talalhaté az a keresztmetszet, ahol
maximalis a o feszlltség értéke? (Hasznalja a Matlab beépitett fliggvényét a
—0(x) minimuma megkeresésére)
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7. MINTA ZARTHELYI DOLGOZAT

A felszin.dat és agyag.dat allomanyokban egy felszin alatti agyagmezé
feltarasahoz végzett terlletszintezés és ehhez kapcsolédé probafurasok adatait
rogzitették. A szintezést és a furasokat egy 7x7-es szabalyos racshald
sarokpontjaiban végezték el. A terilet mérete 600x600 m, a bal als6 sarok
koordinataja [3200,1400]. Az adatallomanyokban a mérési eredmények északrol
délre és nyugatrol keletre valtoznak.

Ezen adatok felhasznalasaval oldja meg az alabbi feladatokat.

1) Olvassa be a megadott allomanyokat és allitsa el6 a racs x,y koordinatait is!
2) A pontokra illesszen egy-egy harmadfoku spline fellletet, és jelenitse meg a
két szintfellletet egy k6z6s abran!

3)

4)

5)

Hatarozza meg a szintfellletek k6zé esd tartomany térfogatat és ezzel
becsilje meg az agyagmez6 eléréséhez szlikséges tereprendezés térfogatat!

A kitermelést egy 150x600 m-es, a koordinata-
tengelyekkel parhuzamos savban kivanjak elvégezni
(lasd abra) ugy, hogy az agyagot 120 m-es szintig
banyasszak ki. Hol valasszak meg ezt a savot, hogy a
kitermelt agyag mennyisége a lehetd legnagyobb
legyen? Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz az
alabbi eljarast alkalmazza:

a)

b)

(3200,1400)
Definialjon egy egysoros fliggvényt, ami egy
tetszdleges x koordinata esetén megadja az innen indulé 150x600 m-es
tartomanyba esé agyag mennyiségeét.

Ezen fluggvény felhasznalasaval szamitsa ki 50 m-es |épéskozzel a
teriiletet lefed® tartomanyokba esé agyag mennyiségét. Abrazolja is az
eredményt! (A feladat megoldasahoz hasznaljon ciklust, mivel a Matlab
ketts integralt hasznald algoritmusai nem fogadnak el vektorvaltozokat.
Figyeljen, hogy a tartomany ne logjon ki a teljes 600x600-as teruletrél!)

lllesszen spline gorbét az elébb meghatarozott adatokra, rajzolja be az
elébbi abraba és keresse meg a maximumat! Mi lesz az ehhez az
elemhez tartozo terlletnek a bal alsé koordinataja? Ez adja meg a kereset
tertlet helyzetét.

Hany szazaléka lesz az igy kitermelhet6 agyag mennyisége a megadott 120
m-es szintig kitermelhet6 teljes (becsult) agyagmennyiségnek?
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MEGOLDASOK

%% Gabonasilo,
clear all;

@ (x)

clc;

% 12* (co
figure (1)

ezplot(y, [0,4])

derivalt fv.

syms x
dy = diff (y(x))
dy = matlabFunc

%

@(x)pi.*cos (x

%% Felszin: A =
fx = @(x) x.*sqg
A = 2*pi*integr

%% Mekkora rész

1. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

definialés, abréazolas (3 pont)

12 (cos(n/8 x))?

close all;
2=
S (pi/8%x)) ."2 g
N
8 Y
N
i B LY
s \\
2 \\
g
(4 pont) , k=
% —3*pi*cos ((pi*x)/8)*sin((pi*x)/8)
tion (dy)
LFpi.*(1.0./8.0)) .*sin(x.*pi.*(1.0./8.0)).*=3.0
2*pi*int (x*sgrt (1+(£')"2))dx (6 pont)
rt (1+(dy(x)) ."2)
al (fx,0,4) % 162.4232
ét tudjuk lefesteni a sild tetejének (8 pont)

% 12 liter festékbdl (1.2 liter 10m"2)? Mekkora sav marad ki?
m2 = 12/1.2%10 % 100 m"2 0 "
F = @(x) 2*pi*integral (fx,0,x) i il
figure(2); hold on; -
ezplot (F, [0,4]) B )
ezplot ('100',[0,41) 2 /////
F2 = @(x) F(x)-m2 o I
xfestes = fzero(F2,2.5) % 2.7416 o s 1 s 2 2 3 s 4
yfestes = y(xfestes) % 2.6994 sav marad ki 8/m acos(sqrt(y/12))
Al
AN
%% Térfogat V = pi*int(x"2*dy) (7 pont) 3 \\\\\\
x1 = @(y) 8/pi*acos(sqrt(y/12)) 3 -
figure (3) :
ezplot(x1,[0,12]) 1 ]
x2 = @(x) x1(x)."2 o \\
V = pi*integral(x2,0,12) % 179.3619 00 : : . . " ;
y
%% fél méteres szintekhez tartozd sugar értékek (2 pont)

yi = 0:0.5:12;
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xi = x1(yi)

figure(l); hold on;

plot(xi,yi, 'r*")

%% kiiras fajlba
fid =
for i = 1l:length(xi)

fprintf (fid, "$4.1f %

end

fclose (fid)

(5 pont)

fopen('silopontok.txt','w');

2f\r\n',yi(i),xi(1));

17. Gyakorl6 feladatok 2.

12 (cos(n/8 x))?

2. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

% hiitétorony, % A = 2*pi

o

% a) beolvasas,

clc; clear all;

*int (r*dy),
megjelenités -

close all;

V =

(2 pont)

pi*int (r"2*dy)

spline(y,r,x)

35

adat =

y:

load('adatOl.txt")

adat(:,1);

r =

adat(:,2);

30T

251

figure(l); plot(y,r);

%% Fellulet,

2*pi*trapz(y,r) %

[

pi*trapz(y,r.”2) % 1

Felilet,
sp = @(x) spline(y,r,x)
hold on;
Al =
R2 =

@(x) sp(x)."2;

V1

oe
oe

legkeskenyebb pont (4

y0 = 35;

ymin = fminsearch (sp,y0)
rmin =

dmin = rmin*2 % 36.5636

oe

AlQ0 = @(x)

figure (2)

axis equal; 20+

térfogat - trapéz mdbdszerrel

ezplot (sp, [0 y(end)])
2*pi*quad(sp,0,y(end)) %

pi*quad(R2,0,y(end)) % 1.0866e+05

sp(ymin) % 19.3167

% 10 méter széles sav lefestése,

8.8876e+03

.0905e+05

térfogat - Simpson mdédszerrel,

(6 pont)

spline illesztés

20 30 40 50 60

(8 pont)

2100

2000 p*
8.8752e+03

1700
1600 |
pont) 1500 |

1400
$ 33.8887 1200}

1200

2 m quad(sp,x,x+10)

2*pi*quad (sp, x,x+10)
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ezplot (A10, [0, 501)
saveleje = fminsearch (A10,30) % 29.6742

savvege = saveleje + 5 % 34.6742
felulet = Al0 (saveleje) $ 1.2202e+03
% festék dra (10m"2 - 1.2 liter, 1 liter 540 Ft)
spline(y,r,x)
liter = felulet/10*1.2 % 146.4203 4\\\ g
35
ar = liter*540 % 7.9067e+04 X
*, /y,
25 E
$% Sugar értékek méterenként (2 pont) *\\Kﬁ*r g
20 ; ; *N*.*...;.,* f*M 1

ym = 0:2:60;
rm = sp(ym);

figure(l); plot(ym,rm, 'r*")

%% kiirds fajlba (5 pont)
fid = fopen('toronypontok.txt','w");
for i = 1l:length(ym)
fprintf (fid, '$2d %$6.3f\r\n',ym(i),rm(i));
end

fclose (fid)

3. minta zarthelyi dolgozat megoldasa
Vezessunk be két uj valtozot az elsd derivaltakra, vagyis a koord. tengelyek szerinti
sebességekre: % =ueées % = w, alakitsuk at négy elsérendi differencialegyenletté a
két masodrendl egyenletet:

fl_dt_u

du d?x Y dxy [rdx\® zdyn? Yy —
= —= - —_— = —_—— 2 2
f2 dt dt? ( ) ( ) +( ) m VY Tw

m\dt/ \dt dt
dy
fs—E—W

dw d?y Y Ay [rdx\?  rdyy? Y
= == - ——\|— — — - [2,2 2
fa dt  dt? ( ) ( ) +< ) =t Tw

m\dt)\dt dt

A véltozéink legyenek az xy vektorban: xy = [x;u;y;w]. irjuk fel Matlab-ban az
egyenletrendszert, most egysoros fuggvényként:

g = 9.81; gamma = 5.38; m = 80;
xydiff = @ (t,xy) [xy(2);
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- (gamma/m) *xy (2) *sqrt (xy (2) "2+xy (4) *2) ;
xy(4);
-g- (gamma/m) *xy (4) *sqrt (xy (2) *2+xy (4) *2) ]

Oldjuk meg a feladatot!

[

% Egyenletrendszer megoldédsa beépitett fiiggvénnyel az elsd 5 masodpercben
[T,XY]=o0ded5 (xydiff, [0,5],10; 134; 0; 01)
X = XY(:,1); U= XY(:,2); Y =XY(:,3); W= XY(:,4);

Rajzoljuk fel a megoldasokat!

%% Az ejtbdernyds palyaja xy koordinata rendszerben
figure(1l); plot(X,Y)

title('Az ejtbernyds palyaja az elsd 5 masodpercben')
%% x,y koordinata az elsd 5 masodpercben

figure(2); plot(T,X,T,Y);

legend ('x koordinéata','y koordinéta', 'Location', 'best')

title('Az x,y irdnyu elmozduléds az idé flggvényében')

o\°

% x,y iranyla sebesség az elsd 5 masodpercben (forondmiai gdrbék)
figure (3); plot(T,U,T,W);
legend ('x iranyda sebesség','y iranyl sebesség', 'Location', 'best')

title('Az x,y irdnyl sebesség az 1d6 fiiggvényében')

Elmozdulas és sebesség 5 masodperc utan

%% Elmozduléds és sebsesség 5 masodperc utédn a koordindta tengelyek irédnyaban

disp('vizszintes elmozdulas 5s utéan: '); disp(X(end)) % 50.1310
disp('fliggéleges elmozdulas 5s utan: '"); disp(Y(end)) % -44.2489
disp('vizszintes sebesség 5s utan: '); disp(U(end)) % 0.5648
disp ('flggbleges sebesség 5s utan: '); disp(W(end)) % -12.0214

Mennyi a figgdleges elmozdulas 2.25 masodperc utan?

%% Mennyi fiiggéleges elmozduléds 2.25 mésodperc utan?
ysp = @(x) spline(T,Y,x);
ysp(2.25) % -12.7098 y iranyl elmozduléds 2.25 masodperc utéan

A flggdleges elmozdulas: (2000 m-rél 1500 m-re): y=-500 m. Ehhez szamoljuk ki
hosszabb intervallumon, mondjuk 1 perc esetén, az elmozdulas értékeket!

%% f) A fiiggéleges elmozduléds mikor lesz -500 m?

[T,XY]=o0de45 (xydiff, [0,60], [0; 134; 0; 0]);

X = XY(:,1);U = XY (:,2); Y = XY (:,3); W= XY(:,4);

Y(end) $ -708.4927 m
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figure (4);

plot(T,Y); hold on;

17. Gyakorl6 feladatok 2.

ezplot ('-500", [0 601);

ysp = @(x) spline(T,Y,x);
h = @(x) ysp(x)+ 500;
nyitas = fzero(h,40) % 42.7377 s
Az ejtéernyés palyaja az elsé 5 masodperchen ” Az x,y iranyl elmozdulas az idd fiiggvényében
0 . - . : . : d . . , 4 , .
g
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01
A5 21
201
\ o
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X

4. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

clc; clear all; close all;
% 1.) adatok beolvasésa - folydmeder
xy = load('szelveny.txt');

% adatok szétvalasztéasa
x=xy(:,1); v = xy(:,2);

% 2.)spline interpolécid
ys = Q@ (u) spline(x,vy,u);
% abra készitése

xmin = min (x);xmax = max (x);

ezplot (ys, [xmin, xmax])

o\

3.)
Ag =

keresztmetszeti teriilet meghatdrozdsa Simpson-szaballyal
quad (ys, xmin, xmax) % Aqg = 758.7124

% 4.) spline interpolacidéval a szelvény 200 pontjanak meghatdrozésa
xv = linspace (xmin, xmax,200); yv = ys(xv);

% poligon teriiletének szamitdsa trapézokra bontéssal
xvl = [xv,xv(end)]; yvl = [yv,yv(end)];

Tp = trapz(xvl,yvl) % Tp = 758.6506
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o\

5.) nedvesitett keriilet meghatdrozédsa poligon hosszaként
dx = diff(xv); dy = diff (yv);
a nedvesitett kerilet

o

S sum (sgrt (dx.”2+dy."2)) % s = 142.3642
% 6.) terllet meghatdrozédsa 2 m-es vizallds esetén

% abra a vizallasrol
hold on; ezplot('2', [xmin, xmax])

o)

% metszéspontok szamitasa
y2 = @(x) ys(x)-2;

o)

a = fzero(y2,5) $ a = 7.9048
b = fzero(y2,140) $ b = 139.714

integraléas Simpson-szaballyal
A2 = quad(y2,a,b) % A2 = 486.2315

% 7.) maximumhely keresése (meder legmélyebb pontja)
ysm = @(u) spline(x,-y,u);

fminsearch (ysm,45) % 45.2252

% meghatarozzuk az inverz fliggvényeket

% bal oldal

xa = linspace (xmin, 45,50); vya = ys(xa);

ysa = @(u) spline(ya,xa,u);

% jobb oldal

xb = linspace (46,xmax,150); yb = ys(xb);
ysb = @(u) spline(yb,xb,u);

% felrajzoljuk

figure (2); ezplot(ysa, [0,9])

figure (3); ezplot(ysb, [0,9])

o

8.) valtozd h mélységre felirt folydmeder alak filiggvénye
yh = @(x,h) ys(x)-h;

% numerikus integrédléds az inverzfliggvényekbdl kiszamitott hatdrok kozott
Ah = @(h) quad(€(x) yh(x,h),ysa(h),ysb(h));

figure (4); ezplot(Ah,[0,9])

5. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

o)

% gomb illesztése

clc; clear all; close all;

% 1.) adatok beolvaséasa, valtozdk szétvalasztéasa
xyz = load('gomb.txt'");

x = xyz(:,1);y = xyz(:,2);2z = xyz(:,3);

% adatok széama

n = length(x);

% 2.) felrajzoljuk az adatokat
scatter3(x,y,z,'filled")

3.) a gomb illesztése
yr mérési vektor
= x.%"2 + y."2 + z."°2;
A alakmétrix
[2*x, 2*y, 2*z, -ones(n,1)]1;
regresszid szémitésa
p pint h] = regress(b,A)
vagy
= A\Db

d° — o0 ¥ o0 O d° o°

o)

o

4.) illeszkedd gdmb sugara
= sqgrt((p(1l)"2+4p(2) "2+p(3)"2)-p(4)) % R = 5.0496
gomb kozéppontija

oe =/
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p(1:3) % 1.0510, 2.1116, 1.5695

o\

5.) é&dbrazoljuk a regresszids gombdt paraméteres felliletként
x->x0+R*sin (t) *cos (s)

y=->y0+R*sin (t) *sin (s)

z->z0+R*cos (t)

figure(l); hold on

ezsurf ('1.05+5.05*sin(t)*cos(s)"','2.11+5.05*%sin(t) *sin(s)"','1.57+5.05*%cos (t
)y [Olpil_pilpi])

o oe

o

o\

6.) az illeszkedd gombtdl vett sugadr iranyu eltérések eldjeles Osszege
% pontok tavolsdga a gomb kozéppontjatdl

Rp = sqrt ((x-p (1)) ."2+(y-p(2))."2+(z-p(3))."2);

% eltérések

dR = Rp-R;

% eléjeles Osszeg
sum(dR) %-0.2117
% &brazoljuk az eltéréseket
figure (2);

bar (dR)

6. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

o)

% csukldésan befogott rud ledblése
clear all; clc; close all
1) a megadott differencidlegyenlet jobb oldalédnak egysoros fliggvénye

oe

% elsbdrendl rendszerré atalakitva
H = 2;

dthdt = Q(t,th) [th(2);3*¥9.81/(2*H)*sin(th(1l))]
% 2) az egyenlet megoldésa a t=(0,2) tartomadnyon és abra
options = odeset ('RelTol', le-4, 'AbsTol',[le-5 1le-5]);
th0 = pi/180;

[T,X]=0ded5 (dthdt, [0,2], [th0;0], options);
plot(T,X(:,1))

% 3) a megoldéas spline interpolécids fluggvénye
ths = @(t) spline(T,X(:,1),t)

) a vizszintes helyzet elérésének idépontja
@(t) ths(t)-pi/2

kezd&éértéke az abrardl 2.0

v = fsolve(f,2.0) Stv = 1.9342

% berajzoljuk az &bréba

hold on; plot(tv,ths(tv), 'ro")

pa

% 5) hajlitdfesziiltség értéke - egysoros fliggvény vektorosan
sigma = @ (x,theta) 4.057*sin(theta) .* (x."3-2*x."2+x)

oe

6) hajlitdéfeszliiltség eloszlasa a theta=0.5 értékére
a rud 2 m-es hosszara atskaléazott sigma

sigs = @(x) sigma(x/2,0.5)

figure (2); ezplot(sigs , [0,2])

oe

% 7) a rud melyik keresztmetszetében lesz maximdlis a fesziiltség?
% kezdeti érték az abrardél 0.6
Imax = fminunc (@ (x) -sigs(x), 0.6) %lmax = 0.6667

% berajzoljuk
hold on; plot(lmax,sigs(lmax),'ro")
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7. minta zarthelyi dolgozat megoldasa

% 1) felszin, agyag beolvasés

clc;clear all; close all;

%% A felszin és az agyagszint magassédgainak a beolvaséasa
Zf=load ('felszin.dat")

Za=load ('agyag.dat")

% A racspontok x,y koordinatéai

x=3200:100:3800;

y=2000:-100:1400; % Az adatok sorrendje!

% A racs elbidllitésa

[X,Y]=meshgrid(x, V)

%% 2) Alkalmazzunk kobds spline interpolacidét mindkét felliletre
F=@ (u,v)interp2(X,Y,z2f,u,v, 'cubic');

A=W (u,v)interp2(X,Y,Za,u,v, 'cubic');

figure (1) ;hold on;

ezsurf (F, [3200,3800,1400,2000]) % A felszin megjelenitése
ezsurf (A, [3200,3800,1400,2000]) & Az agyag réteg megjelenitése

2
(

%% 3) A terep alatti foldtomeg szamitdsa a Simpson szabaly alapjéan
(integréalas)

Vf=integral2 (F,3200,3800,1400,2000) % 4.6027e+07
Va=integral2 (A,3200,3800,1400,2000) % 4.4968e+07

% A tereprendezés térfogata
Vagyag=Vf-vVa % 1.0594e+06

%% 4) Agyagkitermelés a megadott tartoméanyon
$ a) feladat
agyag = @(x) integral2(A,x,x+150,1400,2000)-120*150*600
% b) a maximadlis x koord. 3650 m lehet, hogy a sav ne 1ldégjon ki a
tertiletrdl
x50 = 3200:50:3650;
for i=1l:1length (x50)
agyag50 (i) = agyag(x50(1));
end
figure (2)
plot (x50,agyag50, 'r");

% c) feladat

intsp = @(u) spline(x50,agyag50,u);

figure (2); hold on;

ezplot (intsp, [3200,365017)

intspl = @(x) -intsp(x) % maximum kereséshez -1 szeres fv.
maxhely = fminsearch (intspl,3300) % 3.2997e+03

maxagyag = intsp (maxhely) % 5.9344e+05

plot (maxhely,maxagyag, 'ro')

% A keresett terllet bal alsd koordinatéai: 3299.7; 1400

%% 5) Maximalisan kitermelhetd agyag a teljes tertileten 120 m-ig
agyagosszes = integral2 (A, 3200,3800,1400,2000)-120*600*600 % 1.7680e+06

% Szazalékos arany szamitasa
agyag szazalek = maxagyag/agyagosszes*100 % 33.5658

X
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MELLEKLETEK

1. MELLEKLET -MATLAB FUGGVENYEK TEMAKORONKENT

help
rand
randn

doc

lookfor

clc

clear, clear all
close, close all
CTRL+C

%

Tab gomb
preferences

prefdir

™ gombok
pi
exp(1), exp(n)

format long
format short
[1, 2, 3;4,5, 6]

[A.B] vagy [A B]
[A;B]

A(1,:)

A(:,1), A(:,end)
linspace(x1,x2,n)
ones

zeros

eye

figure

plot

xlabel, ylabel

MATLAB BEVEZETES

matlab helpjének kategoriai, vagy segitség megadott
témakorhoz, figgvenyhez
Véletlen szamok 0-1 kozott egyenletes eloszlasban

Véletlen szamok sztenderd normalis eloszlasban, 0 varhato
értékkel és 1 szorassal

részletes dokumentacioé adott fUggvényhez, parancshoz
keresés a help-ben adott széra, szérészletre

kitorli a command window ablak tartalmat

kitorli a megadott valtozdkat, vagy az 6sszes valtozoét

bezarja az aktualis abrat, vagy az 6sszeset

félbeszakitja az adott parancsot (kilépés pl. végtelen ciklusbol)

megjegyzés (a program figyelmen kivil hagyja ami ez utan van
a sorban)

parancs végén a ; hatasara nem jelenik meg az eredmény a
Command Window-ban

elkezdett parancsot kiegésziti

megnyitja a beallitasok ablakot

annak a konyvtarnak a neve, ahol a beallitasok, history stb.
talalhaté

korabbi parancsokat vissza lehet hozni a Command Window-ba
3.14.... (pi szam)

el=271...,e"

hatvanyozas

tobb tizedes jegy megjelenitése

rovidebb megjelenités

vektor, matrix megadasa

vektor, matrix transzponaltja

matrixok 0sszeflizése egymas mellé (sorok szama egyenl)
matrixok 0sszeflizése egymas ala (oszlopok szama egyenl)
matrix els6 sora

matrix elsé/utolsé oszlopa

[x1,x2] intervallumban n pont felvétele egyenletesen
egyesekbdl allé matrix

nullakbdl allé matrix

egységmatrix

Uj abra nyitasa

Osszetartozo pontparok felrajzolasa

x,y tengely feliratozasa
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title

sin, cos, tan
log, log10

sqrt

abs

hold on, hold off
fplot, ezplot

R A

clf

legend

disp

if, elseif, else, end
switch, case

for

while

size

length

numel

randi

fprintf

sprintf

\r\n
fix
round
floor
ceil

load, save

print
interpl
fopen
fclose
type
fgetl
fgets
feof

ftell
str2num
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abra cime

szogflggvények (alapértelmezett mértékegység a radian!)
természetes alapu logaritmus, 10-es alapu logaritmus
négyzetgyok

abszolut érték

felllirja, vagy ne irja felll a meglévd abrat az uj abraval
fluggvények felrajzolasa

elemenkénti szorzas, osztas, hatvanyozas vektoroknal
abra torlése (nem zarja be az ablakot)

jelmagyarazat

Szoveg, valtozok tartalmanak kiirasa a parancssorba
Kétiranyu feltételes elagazas

Tobbiranyu elagazas

Szamlalassal vezérelt ciklus

Feltétellel vezérelt ciklus

Matrix sorainak, oszlopainak szama

Vektor elemeinek szama, vagy matrix nagyobbik mérete
Matrix/vektor 0sszes elemszama

Véletlen egész szamok generalasa

Fajlba és képernydre is irhatunk formazott szévegeket

String tipusu (szbveges) valtozoba/képernyére irhatunk
formazott szévegeket

Sorvége jel a formazott szévegeknél
Kerekités mindig a O felé

Kerekités matematikai értelemben
Kerekités lefelé

Kerekités felfelé

Adatok betoltése/elmentése (Matlab adatallomanybdl/ba
(*.mat), és egyszerl szdveges fajlbdl/ba)

Abra elmentése fajlba

Egyvaltozos interpolacio

Fajl megnyitasa

Fajl bezarasa

Szdveges fajl tartalmanak kilistazasa a Command window-ba
Beolvas egy sort és levagja belble a sorvége karaktert.
Beolvas egy sort, megtartja a sorvége karaktert is.

Fajl vége jel (end-of-file)

Pointer, hogy hol tart a fajl beolvasasa

Szbvegbél szamma alakit
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eps
factorial
inv
cond
loglog
syms
simplify

matlabFunction

set

and(felt1, felt2),
feltl && felt2,

diff
sym
fzero
det
solve
roots

double
real
symz2poly
eig

rank

lu

linsolve

pascal

diag
min

max
chol
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SZAMITASOK HIBAI

Logikai egyenl6ség

Logikai 'nem egyenl&’

Gépi epszilon/gépi pontossag nagysaga,
Faktorialis, n!

Matrix inverze

Kondicié szam

Abrazolas logaritmikus skalan (mindkét tengelyen)
Szimbolikus valtozok, kifejezések definialasa
Szimbolikus kifejezések egyszerlsitése
Szimbolikus kifejezések fliggvénnyé alakitasa

NEMLINEARIS EGYENLETEK

Grafikus elem tulajdonsagainak beallitasa (pl. Color, LineWidth)
Logikai ES

Szimbolikus derivalas

Kifejezések, valtozok szimbolikussa alakitasa

Egyvaltozos egyenlet gyokeinek megkeresése numerikusan
Matrix determinansa

Algebrai polinom gyokei szimbolikusan

Algebrai polinom gyokei numerikusan

Szimbolikus kifejezésként megadott szam lebegbpontos
szamma alakitasa

Képzetes szam valos része

Szimbolikusan megadott algebrai polinom egyutthatéinak
kigyljtése egy vekorba

Matrix sajatértékeinek, sajatvektorainak meghatarozasa

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Matrix rangja
LU felbontas

Linearis egyenletrendszer megoldasa kiegészité opciokkal (pl.
alsoé/fels6 haromszogmatrix, szimmetrikus, pozitiv definit).
Altalanos négyzetes matrix esetén LU felbontast hasznal.

El6allithatiuk a  binomialis  egyutthatokat  tartalmazé
szimmetrikus Pascal matrixot

Kivehetjlk egy matrix féatléjabol az elemeket vagy egy
vektorbdl csinalhatunk vele diagonalis matrixot

Egy vektor legkisebb eleme
Egy vektor legnagyobb eleme
Cholesky felbontas
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norm
tic, toc

\ vagy midivide

qr
svd
pinv
type
tril
nargin
gmres
sparse

fimplicit
axis equal
jacobian
fsolve

solve

axis
mean
sum
corr2
polyfit
polyval
bar
subplot

vander
interpl

spline
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Vektor/matrix normaja ("hossza’)
Idémérés kezdete, vége

Altalanos linearis egyenletrendszer megoldasa (négyzetes
matrix esetén LU vagy Cholesky felbontassal)

QR felbontas

SVD felbontas

Pszeudoinverz szamitas SVD felbontassal

Szoveges fajl tartalmanak képernyére irasa

Egy matrix als6 haromszogmatrixa

Flggvény megadott bemend paramétereinek a szama
Linearis egyenletrendszer iterativ megoldasa

Ritka matrixok tarolasa

NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

f(x,y)=0 implicit alakban megadott fUggvények abrazolasa
Egyenl6 beosztas a tengelyeken

Jacobi matrix kiszamitasa (egyenletet parcialis derivaltjai)
Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa numerikusan

Algebrai polinomokbdl all6 egyenletrendszer megoldasa
szimbolikusan

REGRESSZIO

Tengelyek minimalis, maximalis értékeinek megadasa

Vektor elemeinek szamtani kozepe, atlaga

Vektor elemeinek 6sszege

Linearis korrelacios egyutthato

Megadott fokszamu polinom illesztése az adatokra
Egyutthaté vektorral megadott polinom értékének kiszamitasa
Abrazolas oszlopdiagrammon

Egy grafikus ablakon beltl tobb abra

INTERPOLACIO

Vandermonde matrix

Egydimenzios interpolacio (moddszer: linearis — ’linear’,
legkozelebbi szomszéd - ’'nearest’, kobos masodrendl -
'spline’, kdbds elsérendli Hermite interpolacioé — ’pchip’)
Egydimenzios, kobos masodrendi spline interpolacid
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diff
cumsum
meshgrid

plot3
mesh

surf

contour

set

interp2

integral2
scatter3

regress

fsurf, ezsurf
fcontour, ezcontour

griddata

polyder
diff(f,x,2)
gradient
quiver

hessian

subs

fminsearch

fminunc
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2D INTERPOLACIO

vektor elemeinek kulonbsége, kozelité numerikus derivalt,
szimbolikus derivalt szamitasa

vektor elemeinek folyamatos 0sszegzése

2-3 dimenziés racs el6dllitasa vektorban tarolt x,y(,z)
koordinatakbal

Pontok 3D megjelenitése
Racshaloban adott 3D pontok megjelenitése térbeli racskeént

Racshaléban adott 3D pontok megjelenitése szinezett
feluletként (kitoltott térbeli racs)

Racshaloban adott 3D pontok alapjan szintvonalak rajzolasa

grafikus objektum (pl. h) megadott tulajdonsagainak beallitasa,
pl. szintvonalak feliratozasa (set(h,’ShowText’,’on’) contour
parancs esetén, vagy set(h,’Show’,on) ezcontour esetén)

2D interpolacié racshaléban adott pontokbdl tetszéleges pontra
(mddszer: linearis — ’linear’, legkdzelebbi szomszéd - 'nearest’,
spline inetrpolacio — ’spline’, 2D kobos spline (bicubic) —’cubic’)
Ketts integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglalap
tartomanyon

Szo6rt pontok 3D megjelenitése

Tobbvaltozés linearis  regresszio  legkisebb  négyzetek
modszerével

3D fellletek kirajzolasa megadott fiiggvény alapjan
Szintvonalak kirajzolasa fliggvény alapjan

Interpolacio szort pontok alapjan tetszéleges pontra vagy racsra
(mddszer: haromszdog alapu linearis interpolacio (TIN modell) —
'linear’, legkozelebbi szomszéd - 'nearest’, haromszog alapu
kobos interpolacié — 'cubic’, biharmonikus spline inetrp. —'v4’)

NUMERIKUS DERIVALAS

Algebrai polinom derivaltjanak szamitasa

f szimbolikus kifejezés 2. derivaltja x szerint

Gradiensek szamitasa numerikusan, szimbolikusan
vektormez® megjelenitése

Hesse-matrix, az f(x) figgvény masodik parcialis derivaltjainak
a matrixa

OPTIMALIZACIO

szimbolikus valtozdba konkrét értékek behelyettesitése

Egy/tébbvaltozds fliggvény minimanak megkeresése Nelder-
Mead szimplex modszert alkalmazva

Feltétel nélkuli szélséérték keresés kvazi-Newton
minimalizalast alkalmazva.
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trapz(x,y)
guad(fun,a,b)
integral(fun,a,b)

integral2

integral3

rectangle
haltonset(n)
net(hset,n)
inpolygon
nnz

ode45

odeset

bvp4c

bvpinit

bvpset

deval
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NUMERIKUS INTEGRALAS

Numerikus integralas diszkrét pontok alapjan trapéz szaballyal
Flggvény numerikus integralasa Simpson-szaballyal
Fuggvény numerikus integralasa adaptiv kvadraturaval

Kettés integral szamitdasa numerikusan, szabalyos téglalap
tartomanyon

Harmas integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglatest
tartomanyon

Téglalap rajzolas

n dimenziés Halton sorozat el6allitasa

n pont kivalasztasa a Halton sorozatbdl

egy zart poligonon beludl Iévé pontok meghatarozasa
nem nulla elemek szama

DIFFERENCIALEGYENLETEK

Kbzonséges differencialegyenlet rendszer kezdeti érték
problémajanak megoldasa Runge-Kutta médszerrel

Kbzonséges differencialegyenlet kezdeti érték feladatat
megoldo figgvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl.
RelTol, AbsTol, MaxStep, InitialStep)

Kbzonséges differencial egyenletek peremérték feladatanak
megoldasa kollokacioval

Kezdeti értékek becslése kozonséges differencialegyenletek
peremérték feladatanak megoldasahoz

Kbzonséges differencialegyenlet peremérték feladatat megoldo

fuggvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl. RelTol,
AbsTol)

Kbzonséges differencialegyenlet megoldasanak kiértékelése
adott pontban
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2. MELLEKLET -SAJAT FUGGVENYEK TEMAKORONKENT

MATLAB BEVEZETES

Masodfoki megolddképlet, megoldasok szama

function x = masodfoku(a,b,c)
% Az a*xA2+b*x+c=0 egyenlet megoldasa, % input: a,b,c
f = @(x) a*x.A2+b*x+c;
figure; fplot(f);
D = bA2-4*a*c; % diszkriminans
if D>0
disp('Az egyenletnek 2 megolddsa van')
x(1) = (-b+sqrt(bD))/(2*a);
x(2) = (-b-sqrt(D))/(2*a);
hold on; plot(x,[0,0], 'r*")
elseif D==0
disp('Az egyenletnek csak 1 megoldasa van')

x = -b/(2%a);
hold on; plot(x,0,'r*")
else
dispEiAz egyenletnek nincs megoldasa')
X = ;
end
end

Fok-perc-masodpercben torténd kiiratas

function str = fpm(x);
% A fluggvény tizedfokbol fok-perc-masodperc értékekbe szamol at.
% A kimenet egy formazott szoveg (ddd-mm-ss)

f=fix(x);
p = fix((x-f) .* 60);
m = round(((x-f).*60-p).*60);

gtr = sprintf('%3d-%02d-%02d", f, abs(p), abs(m));
en

SZAMITASOK HIBAI

e * kétféle kozelitése

function [f g] = emx(x,n)
f=1; % els6 kozelités 1 - x + xA2/2 - xA3/6 + ...

p=1; % els6 kozelités a nevezére (1 + X + XA2/2 + xA3/6 + ...)
for i=1l:n

s = xAj/factorial(i);

f=f +(-DAi*s;

p=p+s;

g=1/p;
end

end
NEMLINEARIS EGYENLETEK ZERUSHELYE

Intervallum felezés moédszere

function [c, i] = intfelezes(f, a, b, delta, N) )

% Az eljaras az_intervallum felezés modszer segitségével hatarozza
% meg egy egyvaltozés nemlineadris egyenlet megoldasat

o,

%

% Bemend paraméterek:

% f - egyvaltozos filggvény, aminek a gyodkhelyét keressiik
% a,b - a zart intervallum bal és jobb oldala

% delta - ledllasi feltétel, kozelités kiliszobértéke
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% N - ledllasi feltétel, maximalis iteracidé szam

% Kimenet:
% ¢ - A megoldas helye

% i - Iteracidk szama ) o
C = (a+b)/2 % Interva11umfe1ezes (1. iteracio)
i = % Iteradciodk szama

% Lea11as1 feltétel:
% elérjuk a kozelités_ kiiszobérteket vagy a maximalis iteracio szamot
while abs (f(c)) > delta & i <= N
if f(c) “f(a) < 0
= C;
e1se

end;
i=1+ 1;
c = (a+b)/2;
end;
end

Hur modszer

function [c, i] = hur(f, a, b, delta, N)
Az eljaras a har médszer segitségével hatarozza meg
egy egyvaltozoés nemlinedris egyenlet megoldasat

R R X

% Bemend paraméterek:

% f - egyvaltozos flggvény, aminek a gyokhelyét keressik
% a,b - a zart intervallum bal és jobb oldala

% delta - Teadllasi feltétel, kozeltités kiszobértéke

% N - ledallasi feltétel, maximalis iteracd szam

% Kimenet: )
% C - A megoldas helye
% i - Iteraciok szama

% A hurnak az x tengellyel vald metszése - 1. iteracio
(a f(b) - b* f(a))/(f(b) - fa));
i % Iteraciok szama
% Lea11as1 feltétel:
% elérjuk a kozelités kiliszobértékét vagy a maximdalis iterdcidé szamot
whiTle abs (f(c)) > delta & i <= N
if f(c) “f(a) < 0

N
I

c;
e1se
a=cC;
end;
1 =13 +

(a*f(b) - b*f(a))/(f(b) - f(a));
end;
end

Newton modszer

function [x1, n] = newtonsys (f, J, x0, eps, nmax)

% Az eljards a newton médszer seg1tsegeve1 egy tobbvaltozos

% nemlinearis egyenletrendszer megoldasat hatarozza meg.

[v)

()

% Bemend paraméterek:

% f - tobbvaltozds egyenletrendszer

% 1 - az egyenletrendszer Jacobi matrixa

% x0 - kezd6 érték

% eps - ledllasi feltétel, kozelités klszobértéke

% nmax - ledllasi feltétel, maximdlis iteracd szam

% Kimenet: x1 - a megoldas helye, n - iteracidk szama
dx = I(x0\-f(x0); % els6 iteracio

x1 = x0 + dx; % elsé iteracio

n=1;

while norm(x1-x0)>eps && n<=nmax
x0 = x1;
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dx = I3(x0)\-f(x0);
x1 = x0 + dx;
n=n+1;

end;
end

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

lterativ megoldas

function [x,i,x]=iterativ(A,b,e,imax,method)

% A*x=b Linearis egyen]etrendszer mego]dasa iterativ médon,

% Jacobi vagy Gauss-Seidel moédszerrel (alapértelmezett: Jacobi).
% Bemenet: A, b, e-hibahatar, imax - maximalis iteracio szam

% method - 'Jacobi' vagy 'GaussSeidel' (nem kotelez6 megadni)

% Kimenet: x-megoldas, i -iteracid szam, X-iteracidés 1épések

% Modszer meghatdrozasa
if nargin==4; method='Jacobi'; end
switch method
case 'Jacobi'
B = diag(diag(A)); % A matrix féatloéja matrixban
case 'GaussSeidel'
B =tril(A); % A matrix alsd haromszog
otherwise % Jacobi
g = diag(diag(A)); % A matrix féatloja matrixban
en
% E1s6 iteracids lépés
Ai=eye(5)-inv(B)*A;
bi = inv(B)*b;
x0= ones(s1ze(b)); % kiinduld érték
i=1l; x1=Ai*x0+bi; % Els6 iteracio
X=[x0,x1];
% Iteracios ciklus
while i<=imax && norm(x1-x0)>e
x0=x1;
x1=Ai*x0+bi;
X=[X x1];
i=1+1;
end
x=X(:,end); % megoldas
end

NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Tobbvaltozos nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa Newton modszerrel

function [x1, n] = newtonsys (f, J, x0, eps, nmax)

dx = J(xX0)\-f(x0)); % elso6 iteracio
x1 = x0 + dx; % els6 iteracio
n =1;

whiTe norm(x1-x0)>eps && n<=nmax

x0 = x1;

dx = I(x0)\-f(x0);
x1 = x0 + dx;
n=n+ 1;

end;
end

NUMERIKUS DERIVALAS

Numerikus derivalas differencia formulakkal (centralis, jobb és baloldali)

function dx = derivalt(x,y)

% Numerikus derivalas differencia hdnyadosok alkalmazasaval
n = length(x);
gx(l) = (y(2) y(D)/(x(2)-x(1)); % jobboldali differencia
or i = 2:n-1
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ddx(‘i) = (yOG+D-yG-1))/(x(+1)-x(i-1)); % centralis diff.
Sg(n) = (y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1)); % baloldali differencia

end

FELTETEL NEKULI OPTIMALIZACIO

Intervallum modszer (ternary search)

function [x, i] = interva11um§f, a, b, tol) )

% Az eljaras az_intervallum modszer segitségével hatarozza
% meg egy egyvaltozés nemlinearis fliggvény minimumuhelyét
%

% Bemend paraméterek:

% T - egyvaltozos filiggvény

% a - az intervallum bal oldala

% b - az intervallum jobb oldala

% tol - Tedllasi feltétel, intervallum hossza
% Kimenet:

% x - A megoldas helye

% i - Iteracidk szama

= 1;

+ 1/3*(b-a);

- 1/3*(b-a);
bs(x2-x1) > tol
xl) < f(x2)

1
2
h

= X X =

a
b
.F

—h—' [[l]

a
¢

]

= x1;

+1;

a + 1/3*(b-a);
b - 1/3*(b-a);

(x1+x2)/2;

e
b
Tse
a
nd
=i
1 =
2 =

en
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end

Aranymetszés modszer

function [x, i] = aranymetszes(f, a, b, tol) )
% Az eljaras az_aranymetszés miédszer segitségével hatarozza
% meg egy egyvaltozés nemlinearis filiggvény minimumuhelyét

% Bemend paraméterek:

% f - egyvaltozos fliggvény

% a - az intervallum bal oldala

% b - az intervallum jobb oldala

% tol - Teallasi feltetel, intervallum hossza

% Kimenet: x - A megoldas helye, i - Iteracidk szama

=1;
R = (s rt(5) 1)/2;
x1 b

= R*(b-a);
x2 = a + R*(b-a);
fl = f(x1); f2 = f(x2);
while abs(x2-x1) > tol
if f1 < 2
b = x2;
x2 = x1; f2 = f1; % ezt atvessziik az el6z6 iteraciobol!
x1 = b - R*(b-a);
fl = f(x1);
else
a = x1;
x1 = x2; f1l = f2; % ezt atvesszik az el6z6 iterdciobdl!
x2 = a + R*(b-a);
f2 = f(x2);
end
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i= i+1;
end
= (x1+x2)/2;

Aranymetszés rekurzioval

function [x i] = golden(f, a, b, r, Tolx, Tolf, i)

% Az eljaras rekurziv aranymetszés modszer segitségével hatarozza
% meg egy egyvaltozés nemlinearis flggvény minimumuhelyét

[v)

%

% Bemend paraméterek:

% f - egyvaltozos flggvény

% a - az intervallum bal oldala

% b - az intervallum jobb oldala

% r - a felosztds paramétere, egyenldé felosztas esetén: 2/3
% Tolx - ledllasi feltétel, intervallum hossza

% Tolf - ledllasi feltétel, fliggvényértékek eltérése

% i - iteraciok szama, a flggvény hivasakor i = 0

% Kimenet: x - A megoldas helye, i - Iteracidk szama

% az iteracidék szama egyel ndé, ahanyszor csak meghivjuk a fliggvényt:

i=1+ 1;

h=Db - a;

c=a+ (1 - r)*h;
d = a + r*h;

f(c); fd = f(d);
% Lea11as1 feltétel:
% vagy:
% 1. az intervallum hossza a megadott 'Tolx' kiliszobérték alad csokkent
% 2. a fuggvenyertekek kulonbsége az intervallum végpontjaiban

% a megadott 'Tolf' kiszobérték ala csokkent
if (abs(h) < Tolx || abs(fc - fd) < Tolf) % || Togikai 'vagy' mivelet
if fc <= fd
X = C;
else
X = d;
end
else
if fc < fd

[x 1] = golden(f, a, d, r, Tolx, Tolf, i); % rekurziv
ngg¥ényh1vés az uj intervallumra
else
[x 1] = golden(f, c, b, r, Tolx, Tolf, i); % rekurziv
fliggvényhivas az 0j intervallumra
end
end

Tobbvaltozos Newton modszer optimalizaciohoz

function [x i X] = gradmulti(grad, hesse, x0, eps, nmax)
% Az eljards a Newton-modszer segitségével hatdrozza

% meg egy kétvaltozés fliggvény minimumuhelyét
%

()

% Bemend paraméterek:

% grad - a gradiens vektor szamitasara szolgdlé fliggvény

% hesse - a Hesse matrix szamitasara szolgalo flggvény

% x0 - a kezdéérték vektora

%  eps - Teallasi feltétel, minimdlis 1épéshossz értéke

% nmax - leadllasi feltétel, maximalis iterdcd szam

% Kimenet: x-megoldas helye, i-iteracidk szama, X-iteracios lépések

_11= x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);
i=1;

X=[x0 x1];

% Ledllasi feltételek:

% 1., a_lépéshossz a megadott 'eps' kiszobérték ala csokkent,vagy
% 2., elértik a maximdlis iteracidk 'nmax' szamat
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while and(norm(x1l - x0) > eps, i < nmax)

x0 = x1;
x1 = x0 - pinv(hesse(x0))*grad(x0);
i=1+1;
X = [X x1];
end
X = Xx1;

DIFFERENCIALEGYENLETEK - KEZDETI ERTEK PROBLEMA

Euler-médszer

function [t,y] = euler (f, y0, a, b, h)
% Kozonséges differencidl egyenletek kezdeti érték problémajanak
megoldasa

% Euler médszerrel
% Bemenet: f - diff. egy. rsz., y0 - kezdeti értékek,
% a,b - intervallum eleje/vége, h - felosztas nagységa
% Kimenet: t-fliggetlen valtozo értékei, y - fliggdo valtozo és derivaltjai
n = round((b - a)/h);
t(1) = a;
y(1) = y0;
for i =1 :n ) ] )
y(i + 1) = y(i) + h*f(t(i), y(i));

g t(i + 1) = t(i) + h;

en
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