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1. MATLAB/OCTAVE ALAPOZs1 

A numerikus m·dszerek gyakorlatok sor§n Matlab matematikai kºrnyezetben mutatjuk 

meg a m®rnºki probl®m§k megold§s§hoz haszn§lhat· k¿lºnbºzŖ numerikus 

elj§r§sokat. Otthoni gyakorl§shoz haszn§lhat·, 2017 m§rcius§t·l ingyenesen, a 

Matlab szoftver a BME egyetemi licenccel (http://www.bme.hu/hirek/20170330/ 

Matematikai_es_muszaki_megoldasok_egyszerubben_es_gyorsabban). J· alternat²v 

megold§s lehet az Octave matematikai kºrnyezet is, ami egy ingyenes, ny²lt 

forr§sk·d¼ program, ahol l®nyeg®ben ugyanazokat a parancsokat haszn§lhatjuk, 

mivel az Octave k®sz²tŖi tºrekednek a Matlab kompatibilit§sra. M®g a grafikus fel¿let 

is nagyon hasonl· a k®t programban, tetsz®s szerint §trendezhetŖ ablakokkal (l§sd 1., 

2. §bra). Az Octave a https://www.gnu.org/software/octave/ oldalr·l tºlthetŖ le, jelenleg 

a 4.4.1 v§ltozat, ami 2018. augusztus 9-®n jºtt ki. 

A Matlab oldal§n l®tre lehet hozni egy MathWorks account-ot (c®lszerŤ BME-s email 

c²met haszn§lni, ha az Online Matlab-hoz is szeretn®nk hozz§f®rni). A MathWorks 

account-tal lehetŖs®g van megoldani a Matlab Onramp-ben tal§lhat· alap gyakorl· 

feladatokat, ezt mindenkinek aj§nlott v®gigcsin§lni (kb. 2-3 ·ra). Tov§bbi j·, online 

gyakorl§si lehetŖs®gek vannak a Matlab Cody oldal§n. 

1MATLAB GRAFIKUS K¥RNYEZETE 

                                            

1 A seg®dlet k®sz²t®se sor§n felhaszn§lva: Todd Young and Martin J. Mohlenkamp: Introduction to 
Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers, Department of Mathematics, Ohio Univer-
sity, July 24, 2018, http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf  

https://www.gnu.org/software/octave/
https://matlabacademy.mathworks.com/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/cody/
http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf
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2OCTAVE GARFIKUS K¥RNYEZETE 

MATLAB -5.+!+v2.9%:%4, ALAPOK 

A grafikus fel¿let fontosabb r®szei: az ®ppen aktu§lis kºnyvt§r, ahov§ mindent ment a 

program (current folder), a parancssor (command window), a munkakºrnyezet 

(workspace) az ®ppen haszn§lt v§ltoz·kkal, az eddig futtatott parancsok (command 

history) ®s a szerkesztŖ (editor). Az adott panel nev®re kattintva, lenyomva tartott bal 

eg®r gombbal §th¼zhat·ak a panelek, ®s a mozgat§s sor§n a k®kre sz²nezett ter¿letre 

helyezhetŖek. C®lszerŤ lehet rºgz²teni a szerkesztŖt (dock editor), ezt az Editor ablak 

jobb felsŖ r®sz®n l®vŖ ny²lra kattintva tehetj¿k meg. 

A k®sŖbbiekben amire mindig figyelj¿nk, hogy a Matlabban haszn§lt f§jl nevek nem 

kezdŖdhetnek sz§mmal ®s ne legyenek benne ®kezetes karakterek, sz·kºzºk se! A 

program mindig azokat a f§jlokat, f¿ggv®nyeket tudja ®ppen haszn§lni, amik a be§ll²tott 

aktu§lis kºnyvt§rban vannak. 

3%'^43O' ɉ(%,0ȟ $/#5MENTATION) 

Nagyon sokat tanulhatunk a dokument§ci· helyes haszn§lat§b·l is, persze kellŖ 

angoltud§s f¿ggv®ny®ben.  

Ha csak egyszerŤen beg®pelj¿k a help parancsot, akkor a Matlab kilist§zza a 

k¿lºnbºzŖ be®p²tett f¿ggv®nyek kateg·ri§it. Itt vagy dupl§n r§kattintunk a kateg·ria 

nev®re, vagy beg®pelhetj¿k pl. (> jel jelzi a Matlab-ba beg®pelendŖ parancsokat, ezt 

a jelet nem kell beg®pelni!) 

> help elfun  

Ami ki fogja ²rni az ôElementary math functionsô-t, vagyis az alap matematikai 

f¿ggv®nyeket, pl trigonometriai, exponenci§lis, komplex ®s kerek²tŖ f¿ggv®nyek list§ja. 

Ha tudjuk egy adott f¿ggv®ny nev®t, akkor haszn§lhatjuk kºvetkezŖt: 
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> help ' parancsn®v'  

Ez megadja az adott parancs le²r§s§t, haszn§lat§nak m·dj§t. Pl.: 

> help rand  

Megadja, hogy a rand parancs 0-1 kºzºtti egyenletes eloszl§s¼ v®letlen sz§mot 

gener§l, megadja a haszn§lat§nak m·dj§t, hogy lehet egy vagy tºbb bemenettel is 

h²vni ®s megadja a kapcsol·d· parancsokat is (pl. randn, ami standard norm§lis 

eloszl§s¼ v®letlen sz§mokat gener§l 0 v§rhat· ®rt®kkel ®s 1 sz·r§ssal). 

A doc parancs a help-hez hasonl·an mŤkºdik, csak egy j·val r®szletesebb le²r§s az 

adott parancsr·l, sok p®ld§val. Pl. 

> doc ra ndn 

Pr·b§ljuk ki a pwd parancsot! K®rdezz¿k le help-pel ez mit is csin§l! 

M§sik hasznos parancs a lookfor utas²t§s. Ezzel parancs r®szletekre is 

r§kereshet¿nk, vagy b§rmilyen sz·ra, ami a parancs le²r§sban szerepel. Pr·b§ljuk ki 

a kºvetkezŖt: 

> lookfor rand  

Ez minden parancsot kilist§z, aminek a nev®ben, vagy a rºvid le²r§s§ban szerepel a 

rand sz·. Ha t¼l sok§ig tartana a keres®s, akkor megszak²thatjuk a parancsot a CTRL 

+ c billentyŤ kombin§ci·val. 

.O(<.9 (!3:./3 0!2!.CS 

clc   ï kitºrli a command window ablak tartalm§t 

clear   ï kitºrli a v§ltoz·kat (l§sd workspace) 

close  ï bez§rja az aktu§lis §br§t, vagy az ºsszeset (close all) 

CTRL+c   ï f®lbeszak²tja az adott parancsot (kil®p®s pl. v®gtelen ciklusb·l) 

% ï megjegyz®s (a program figyelmen k²v¿l hagyja ami ez ut§n van a sorban) 

;  ï parancs v®g®n a ; hat§s§ra nem jelenik meg az eredm®ny 

'TAB' '/-" O3 ! .9),!+ (!3:.<,!4! A PARANCSSORBAN 

Nagyon hasznos a 'tab' haszn§lata. Ha nem tudjuk pontosan egy adott parancs nev®t, 

csak az elej®t, ®s elkezdj¿k beg®pelni a parancssorba pl, hogy pref, majd ut§na 

nyomunk egy tab-t ha csak egyf®le pref kezdetŤ parancs van, akkor kieg®sz²ti, ha 

tºbb, akkor megadja a lehets®ges parancsokat. Itt tºbb parancs is van ezzel a 

kezdettel pl. prefdir (annak a  kºnyvt§rnak a neve, ahol a be§ll²t§sok, history stb. 

tal§lhat·) vagy a preferences, ami megnyitja a be§ll²t§sok ablakot. 

Szint®n nagyon hasznos a nyilak haszn§lata a parancssorban, amivel kor§bbi 

parancsokat lehet ¼jra elŖhozni, lefuttatni, m·dos²tani. A kor§bbi parancsokat ¼jra le 

lehet futtatni a command history-t haszn§lva is, dupla kattint§ssal az adott 

parancson. 
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O24O+!$<3ȟ 6<,4/:s 4^053/+ȟ &­''6O.9 (!3:.<,!4 

> %% £rt®kad§s, v§ltoz·t²pusok  
> % Egyszerơ ®rt®kad§s (0.01  h§ro mf®lek®ppen)  
> a = 0.01  
> b = 1e- 2 
> c = 1d- 2;  
> a+c  
> clear a % kitºrli az ' a'  v§ltoz·t  
> clear % vagy ' clear all '  kit ºrli az ºsszes v§ltoz· ®rtek®t 
> pi % be®p²tett ®rt®k ( 3.14 )  
> e = exp(1) % e^1  = e  = 2.71  
> b = e^ - 10 % hatv§nyoz§s 

N®h§ny megjelen²t®si, form§z§si lehetŖs®g: 

> format long % tºbb tizedes jegy megjelen²t®se 
> e, b  
> format short % rºvidebb megjelen²t®s 
> e, b  

A Matlab alap objektumai a m§trixok. A vektorok speci§lis m§trixok, pl. 1xn-es 

sorvektorok, vagy mx1-es oszlopvektorok. M§trix/vektor defini§l§s§hoz szºgletes 

z§r·jelet haszn§lunk. Az elemeket egy soron bel¿l vesszŖvel, vagy sz·kºzzel 

v§lasztjuk el, sorok kºzºtt az elv§laszt· a pontosvesszŖ. 

> z = [1 3 45 33 78] % sorvektor  
> z = [1 , 3, 45, 33,7 8] % sorvektor  m§sk®pp megadva 
> t = [2; 4; 22; 66; 21] % oszlopvektor  
> M = [1,2,3; 4, 5, 6] % 2x3 - as m®retơ m§trix/tºmb 

Le lehet k®rdezni egy vektor tetszŖleges elem®t, kerek z§r·jelbe t®ve az elem 

sorsz§m§t: 

> t(2) % eredm®nye: 4 
> M(2,3) % eredm®nye: 6 
> z(end) % z utols· eleme: 78 

Vagy fel¿l lehet ²rni b§rmelyik elem ®rt®k®t: 

> t(2)= 47 
> p = [] % ¿res vektor 
> z(3)=[]; % kitºrli a 3. elemet, ut§na z = 1 3 33 78 

Le lehet k®rdezni egy r®sz®t a vektornak, m§trixnak: 

> t(2:4) % eredm®nye az elƇzƇ parancs ut§n: 47 22 66 
> t(1:29 % elg®pel®s eset®n hiba¿zenet 

  t(39  
      ? 
 Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or 
[.  

> t(1:29)  
Index exceeds matrix dimensions.  
 

> M(1:2,2:3) % eredm®nye: [2,3; 5,6] 

Vektor, m§trix transzpon§ltja:  

> t t  = t' % t transzpon§ltja, sorvektor 
> Mt = M' % eredm®nye: [1,4; 2,5; 3,6] 
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Vannak hasznos parancsok, amelyekkel egyszerŤen lehet vektorokat elŖ§ll²tani: 

> x1 = 1:10 % sorvektor  1- 10- ig eg®sz sz§mok 
> x2 = 1 :0.3:10 % sorvektor 1 - tol 10 - ig, 0.3 oszt§skºzzel 
> x3= (1:0.3:10)' % oszlop vektor 1 - tol 10 - ig, 0.3 oszt§skºzzel 
> x4 = linspace(1,10,4) % 1 ®s 10 kºzºtt 4 pontot vesz fel 

KºnnyŤ ºsszefŤzni v²zszintesen, f¿ggŖlegesen azonos sor/oszlop sz§m¼ 

vektort/m§trixot. 

> X = rand(2,3) % 2x3 - as [0,1] kºzti v®letlen sz§mokb·l §ll· m§trix  
> Y = ones(2,4) % 2x4 - es egyesekbƇl §ll· m§trix 
> Z = eye(3) % 3x3 - as egys®gm§trix 
> W = zeros(2,4) % 2x4 - es null§kb·l §ll· m§trix 
> XY = [X, Y] % 2x7 ele mơ m§trix, v²zszintesen ºsszefơzve X ®s Y 
> XZ = [X; Z] % 5x3 - as m§trix, f¿ggƇlegesen ºsszefơzve X, Z 
> XY2 = [X; Y] % hiba¿zenet 

Error using vertcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  

> XZ2 = [X,Z] % hiba¿zenet 
Error using horzcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  

Sorok oszlopok lev§logat§sa  

> XY(1,:) % XY elsƇ sora (: az adott sorban az ºsszes elem) 
> XY(end,:) % XY utols· sora (: az adott sorban az ºsszes elem) 
> XY(:,1) % XY elsƇ oszlopa  (: az adott oszlop ban az ºsszes elem) 
> XY(:, end - 1) % XZ utols· elƇtti oszlopa (: az adott oszlop ºsszes 

eleme)  

Szºvegek, mint karakterekbŖl §ll· vektorok 

> s = ' p'  % szºveges/karakter ( string) t²pus¼ v§ltoz · 1x1 m ®retơ 
> me = ' Mơszaki Egyetem'  % string  t²pusu v§ltozo 1x15 m®retơ 
> bme = [ 'Budapesti ' , me] % Budapest Mơszaki Egyetem 
> bme(13:17)  

3#2)04 ^2<3! 

Eddig parancssorb·l dolgoztunk, de egy bonyolultabb sz§m²t§st, programot m§r neh®z 

parancssorban meg²rni, sz¿ks®g eset®n jav²tani. C®lszerŤbb lehet egy f§jlba 

ºsszegyŤjteni a haszn§lt parancsokat, ez a script f§jl. Itt is haszn§lhatunk minden 

kor§bbi Matlab f¿ggv®nyt, de egyszerŤbb a jav²t§s, futtat§s. A Matlab alap®rtelmezett 

f§jl t²pusa a *.m f§jl, ez egy egyszerŤ szºvegf§jl, amit b§rmilyen szºvegszerkesztŖvel 

szerkeszthet¿nk. Ezen k²v¿l az ¼jabb Matlab verzi·kban m§r haszn§lhatjuk a livescript 

f§jlt²pust is (*.mlx), ez ut·bbiban vegyesen haszn§lhatunk Matlab utas²t§sokat ®s 

form§zott szºvegeket, k®peket, illetve l§thatjuk rºgtºn az eredm®nyeket is. Ez viszont 

a Matlab saj§t form§tuma, amit csak Matlab programon bel¿l tudunk megnyitni. 

A script f§jlokat futtathatjuk a nev¿k beg®pel®s®vel, de egyszerŤbb az F5 

megnyom§s§val, ez rºgtºn menti ®s futtatja a programot. Figyelj¿nk, hogy a f§jln®v ne 

kezdŖdjºn sz§mmal ®s ne legyenek benne sz·kºzºk, ®kezetek! A f§jlnevek csak 

betŤvel kezdŖdhetnek, ®s csak az angol abc betŤi, illetve sz§mok ®s alulvon§s 

szerepelhet benn¿k.  

Amennyiben nem akarjuk az eg®sz programot lefuttatni betehet¿nk egy return 

parancsot valahov§, ®s akkor csak addig fog lefutni a program. Illetve az F9 
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lenyom§s§val csak a kijelºlt r®sz fog lefutni. M§sik megold§s, ha szekci·kra osztjuk a 

f§jlt dupla % jelek haszn§lat§val (%%) ®s ut§na egy szekci· c²m megad§s§val. Egy 

bizonyos szekci·ban l®vŖ parancsokat a CTRL+Enter billentyŤk megnyom§s§val 

tudunk futtatni. Kezdj¿nk egy ¼j script f§jlt a bal felsŖ sarokban a plusz jelre kattintva 

(new), ®s ezzel megny²lik az Editorban egy ¿res lap. Ments¿k el az aktu§lis 

kºnyvt§runkba gyak1.m f§jl n®ven! A tov§bbiakban ebbe fogunk dolgozni. 

%'93:%2± 0,/44/,<3 

N®zz¿k az al§bbi t§bl§zat adatait egy betonac®l fesz¿lts®g-fajlagos alakv§ltoz§s (ů-Ů) 

diagramj§b·l: 

Ů [%] 0 0.2 2 20 25 

ů [N/mm2=Mpa] 0 300 285 450 350 

1. TĆBLĆZAT BETONAC£L FESZ¦LTS£G-FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS DIAGRAMJA 

ĉrjuk be a gyak1.m script f§jlba: 

> %% Betonacel alakv§ltoz§sa 
> x = [0, 0.2 , 2, 20, 25]  % ki²rja a k®pernyƇre a tartalm§t 
> y = [0 , 300 ,2 85, 450 , 350] ; % nem ²rja ki a k®pernyƇre a tartalm§t 

Futtassuk vagy az F5 paranccsal az eg®sz f§jlt, vagy egy kijelºlt r®szt az F9-cel, vagy 

CTRL+Enter-rel a szakaszt!  

Ha be²rjuk a script f§jlba, parancssorba egy l®tezŖ v§ltoz· nev®t, akkor ki²rja az 

aktu§lis tartalm§t, m®g akkor is, ha az elŖzŖ parancsn§l az y ut§n ; szerepelt, ez®rt ott 

ugyan nem ²rta ki a k®pernyŖre a v§ltoz· ®rt®k®t, de a workspace-be elmentette! 

> x, y  

Vektor form§tumban l®vŖ adatokat a plot paranccsal rajzolhatunk ki: 

> plot(x,y)  

Ez egy vonallal ºssze fogja kºtni a pontokat. Ha a pontokat szimb·lumokkal 

szeretn®nk jelºlni, pr·b§ljuk ki a kºvetkezŖket: 

> plot(x,y, 'x' )  
> plot(x,y, 'o - ' )  
> plot(x,y, 'r* - ' )  
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Hasznos param®terek: 

  

 

     
LineWidth vonalvastags§g 

MarkerEdgeColor pont szimb·lumok hat§rol· vonal§nak a sz²ne  

MarkerFaceColor pont szimb·lumok kitºlt®se  

MarkerSize pont szimb·lumok m®rete 

Haszn§lata, pl.: 

> plot(x,y, ' -- gs' , 'LineWidth' ,2, 'MarkerSize' ,10,...  
>       'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerFaceColor' ,[0.5,0.5,0.5])  

Elnevezhetj¿k a tengelyeket, vagy jelmagyar§zatot, c²met is fŤzhet¿nk hozz§: 

> xlabel( 'Fajlagos alakv§ltoz§s')  
> ylabel( 'Fesz¿lts®g')  
> title( 'Betonac®l fesz¿lts®g- fajlagos alakv§ltoz§s diagramja')  

Vagy bez§rhatjuk az §br§t: 

> close % §bra bez§r§sa 
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F­''6O.9%+ 

Nagyon sok matematikai ®s egy®b be®p²tett f¿ggv®ny van, ezek megismer®s®hez 

c®lszerŤ a help-et, dokument§ci·t bºng®szni. N®zz¿k meg n®h§ny f¿ggv®nyt az alap 

matematikai f¿ggv®nyek kºz¿l (Elementary math functions) ï ld. help elfun 

A f¿ggv®nyek v§ltoz·i mindig kerek z§r·jelben vannak. A trigonometrikus 

f¿ggv®nyekn®l az alap®rtelmezett szºgegys®g a radi§n! 

> sin(pi) % ®rt®ke 0 a sz§m§br§zol§s pontoss§g§n bel¿l 
> cos(pi) % - 1 
> tan(pi) % v®gtelen helyett egy nagy sz§m  
> log(100) % term®szetes alap¼ logaritmus 
> log1 0(100) % 10 - es alap¼ logaritmus 
> 3^4 % ®rt®ke: 81 
> sqrt(81) % 9 
> abs( - 6) % 6 
> exp(0)  

Az exp(0) az e0, ®rt®ke term®szetesen 1. 

A be®p²tett f¿ggv®nyek nem csak sz§mokon, hanem vektorokon is mŤkºdnek. 

> x = linspace(0,2*pi,40)  
> y = sin(x)  
> plot(x,y)  

Tov§bbi be§ll²t§sok l§sd help plot!  

&%,(!3:.<,s <,4!, $%&).)<,4 EGYSOROS &­''6O.9%+ 

Tºbbf®lek®pp lehet Matlab-ban saj§t f¿ggv®nyeket megadni, az egyszerŤbb 

esetekben legink§bb az egysoros f¿ggv®nyeket haszn§ljuk (ezt az angol nyelven 

'anonymous function'-nek nevezik, ami nincs elmentve k¿lºn programk®nt, csak egy 

v§ltoz·hoz van hozz§rendelve), pl defini§ljuk a cos(2x) f¿ggv®nyt! 

> f = @(x) cos(2*x)  

Itt elŖszºr egy @ szimb·lum ut§n meg kell adni a f¿ggv®ny f¿ggetlen v§ltoz·it, majd 

ut§na jºn a formula. Rajzoljuk fel az elŖbb felrajzolt szinusz f¿ggv®ny mell® ezt is, most 

nem elŖre megadott pontp§rokat haszn§lva, hanem szimbolikusan az fplot vagy 

ezplot paranccsal! (Megj.: Octave-ban ®s r®gebbi Matlab verzi·ba az ezplot parancs 

haszn§lhat·, ¼jabb Matlab-ban az fplot). 

> hold on 
> fplot(f,[0,2*pi])  

A hold on parancs n®lk¿l, ha egy ¼j rajzol§si parancsot adok ki, akkor letºrli az elŖzŖ 

§br§t ®s ¼gy rajzolja fel az ¼jat, hold on eset®n megtartja a r®git, ®s mell® rajzolja az 

¼jat. A hold off paranccsal vissza§ll²that· az alap®rtelmezett m·d. Az fplot eset®n 

meg lehet adni az intervallumot, ha nem az alap®rtelmezett tartom§nyon szeretn®nk a 

f¿ggv®nyt megjelen²teni. 

Az §bra tºrl®s®t, grafikus ablak bez§r§s§t a kºvetkezŖ parancsokkal tehetj¿k meg: 

> clf % Clear current figure  
> close % Close figure  
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Ćll²tsuk elŖ saj§t f¿ggv®nyt haszn§lva 1-10-ig a sz§mok n®gyzet®t! 

> f 1 = @(x) x^2  

EllenŖrizz¿k le egy adott x ®rt®k®re: 

> f 1( 3) % ®rt®ke: 9 

Ćll²tsuk elŖ az f f¿ggv®nyt haszn§lva 1-10-ig a sz§mok n®gyzet®t! 

> x = 1:10;  
> y = f 1(x)  

Erre hiba¿zenetet kapunk: 

Error using  ^  
One argument must be a square matrix and the other must be a scalar. Use 
POWER (.^) for elementwise power.  
Error in gyak1>@(x)x^2  
Error in gyak1 (line 100)  
y = f(x)  

Mi®rt? Az®rt mert az x v§ltoz·nk egy sorvektor, n®gyzetre emel®skor pedig k®t 

sorvektort pr·b§lunk ºsszeszorozni, ami matematikailag helytelen. Ha nem 

vektor/m§trix mŤveletet szeretn®nk v®grehajtani, hanem azt szeretn®nk, hogy 

elemenk®nt hajt·djon v®gre a mŤvelet, akkor egy pontot kell tenni a mŤveleti jel el®.  

> f1 = @(x) x.^2  
> y = f 1(x)  % 1  4   9  16  25  36  49  64  81  100  

Mivel vektorok/m§trixok eset®n az ºsszead§s, kivon§s, skal§rral val· oszt§s/szorz§s 

eleve elemenk®nt tºrt®nik, ez®rt ezekben az esetekben nem kell pontot tenni a 

mŤveleti jel el®, csak a szorz§s, oszt§s ®s hatv§nyoz§s eset®n: .*,./,.^. 

A Matlabnak az egyik erŖss®ge a vektorokkal, m§trixokkal val· mŤveletek v®gz®se, 

²gy sok esetben elker¿lhetj¿k a lassabb ciklus mŤveletek alkalmaz§s§t. 

&­''6O.9%+ +­,v. &<*LBAN 

A Matlab alap®rtelmezett f§jlt²pusa a *.m kiterjeszt®sŤ szºveges f§jl. Ennek k®t fŖ 

t²pusa van, script f§jl ®s f¿ggv®ny (function). Az elŖbbit m§r haszn§ltuk az eddigi 

munk§nk sor§n, n®zz¿k meg miben k¿lºnbºzik ettŖl a f¿ggv®nyek ²r§sa! 

A f¿ggv®nyek k¿lºn f§jlba tºrt®nŖ meg²r§s§nak egyik elŖnye, hogy nem csak abb·l a 

script f§jlb·l haszn§lhatjuk, ahol ®pp dolgozunk, hanem b§rmely f§jlb·l megh²vhat·ak, 

²gy ha van olyan feladat, ami gyakran ism®tlŖdik, akkor azt c®lszerŤ egy k¿lºn 

f¿ggv®nyben meg²rni. Az egysoros f¿ggv®nyekkel szemben sokkal bonyolultabb 

sz§m²t§sok, mŤveletek elv®gz®s®re haszn§lhatjuk Ŗket, kºnnyebben 

param®terezhetj¿k, hogy h§ny ki ®s bemenete legyen, magyar§zatokat fŤzhet¿nk 

hozz§.  

ĉrjuk meg k¿lºn f¿ggv®ny f§jlba az elŖbb megadott n®gyzet f¿ggv®nyt! Kattintsunk a 

bal felsŖ sarokban a plusz jelre (new), ®s megny²lik az Editorban egy ¿res lap. ²rjuk be 

a kºvetkezŖket, majd ments¿k el negyzetfv.m n®ven az aktu§lis kºnyvt§rba. Fontos: a 

f¿ggv®ny neve (ami vastaggal van ²rva a kºvetkezŖ k·dban) meg kell egyezzen a f§jl 

nev®vel, k¿lºnben nem lehet megh²vni! 
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> function  y = negyzetfv (x)  
> % Kisz§molja a bemenet n®gyzet®t 
>     y = x.^2;  
> end  

A f¿ggv®nyek n®h§ny fontos tulajdons§ga: 

¶ function sz·val kezdŖdik 

¶ Van legal§bb egy-egy kimenet ®s bemenet 

¶ A kimenet, a f¿ggv®ny  neve ®s a bemenet az elsŖ sorban tal§lhat·, ®s a 

f¿ggv®ny neve meg kell egyezzen az *.m f§jl nev®vel 

¶ A f¿ggv®ny belsej®ben valahol ®rt®ket kell adjunk a kimenetnek 

¶ A f¿ggv®ny belsŖ v§ltoz·i lok§lis v§ltoz·k, nem fognak megjelenni a workspace-

ben, ®s a f¿ggv®ny sem f®r hozz§ a workspace-ben l®vŖ v§ltoz·khoz, csak 

ahhoz, amit megadtunk a bemenetn®l. 

¶ A f¿ggv®nyt nem lehet futtatni, csak egy m§sik f§jlb·l, vagy parancssorb·l 

megh²vni! A megh²v§shoz a f¿ggv®nynek az aktu§lis kºnyvt§rban kell lennie 

(vagy egy olyan kºnyvt§rban, ami benne van az el®r®si ¼tban (path). 

¶ A f¿ggv®ny elsŖ sora ut§n megadott kommentek tartalm§t list§zza ki a help 

parancs az adott f¿ggv®nyre! 

H²vjuk meg a meg²rt f¿ggv®nyt az x vektorunkra! Ehhez v§ltsunk vissza a gyak1.m 

script f§jlra! 

> negyzetfv(11) % 121  
> negyzetfv(x) % 1  4  9  16  25  36  49  64  81  100  
> help negyzetfv  %  Kisz§molja a bemenet n®gyzet®t 

Egy f¿ggv®nynek lehet tºbb bemenete is, pl m·dos²tsuk az elŖzŖ f¿ggv®ny¿nket az 

al§bbi m·don, ®s ments¿k el hatvany.m n®ven! 

> function  y = hatvany (x,p)  
>     y  = x.^p  
> end  

Egy f¿ggv®nynek lehet tºbb kimenete is egy vektorban ºsszegyŤjtve (hatvanyok.m): 

> function  [x2 x3 x4] = hatvany ok (x)  
>     x2 = x.^2;  
>     x3 = x.^3;  
>     x4 = x.^4;  
> end  

H²vjuk meg a fenti f¿ggv®nyeket is a script f§jlunkb·l! 

> hatvany(x,3) % 1  8  27  64  125  216  343  512  729  1000  
> [a b c] = hatvanyok(x)  
> % a = 1 4  9 16 25 36 49 64 81 100  
> % b = 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000  
> % c = 1 16 81 256 625 1296 2401 4096 6561 10000  

Ćbr§zoljuk az eredm®nyeket egy ¼j 2-es sz§m¼ §br§n a figure parancs haszn§lat§val! 

A plot parancsn§l egym§s ut§n tºbb ºsszetartoz· ®rt®ket is felsorolhatunk! 

> figure(2)  
> plot(x, a,x, b,x, c )  
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Mi is adhatunk egy®ni sz²neket hozz§, illetve jelmagyar§zatot is fŤzhet¿nk hozz§ olyan 

sorrendben megadva a jelmagyar§zat szºveg®t, ahogy felrajzoltuk az §br§kat: 

> plot(x,a, 'black' ,x,b, 'blue' ,x,c, 'green' )  
> plot(x,a, 'k' ,x,b, 'b' ,x,c, 'g' )  
> legend( 'n®gyzet', 'kºb', 'x^4' , 'Location' , 'North' )  
> legend( 'n®gyzet', 'kºb', 'x^4' , 'Location' , 'Best' )  

PROGRAM KOMMENTEKȟ ȭ(%,0ȭ ^2<3! 3!*<4 &­''6O.9%+(%: 

A tºbb sorb·l §ll· programok fontos r®szei a kommentek. Egyr®szt m§sok is meg®rtik 

a programk·dunkat, m§sr®szt mi is eml®kezni fogunk r§, ha k®sŖbb ¼jra haszn§lni 

akarjuk. C®lszerŤ nem csak a program elej®n, hanem minden ¼j szekci·hoz is 

kommenteket ²rni. A Matlab-ban % jel ut§n ²rhatunk kommenteket. Egy f¿ggv®ny 

eset®ben a kommentben c®lszerŤ megadni, hogy mi a f¿ggv®ny c®lja, milyen bemeneti 

®s kimeneti ®rt®kek szerepelnek benne. F¿ggv®ny eset®ben az elsŖ sor ut§n megadott 

kommentek fognak megjelenni a help utas²t§s hat§s§ra seg²ts®gk®nt. 

-!4,!" ()"!­:%.%4%+ 

A programok ²r§sa sor§n sz§mos hiba¿zenettel tal§lkozunk, eddig is l§ttunk m§r 

n®h§nyat. Fontos, hogy tudjuk ezeket ®rtelmezni, ez seg²thet kijav²tani a hib§inkat!  

N®zz¿nk egy p®ld§t el²r§sra a clear all helyett! 

> cler all  
Undefined function or variable 'cler'.  
Did you mean:  
>> clear all  

A Matlab ®rz®keny a kis nagy betŤk v§ltoz§s§ra is: 

> X = 3/4; x  
Undefined function or variable 'x'.  

N®zz¿nk p®ld§t egy szintaktikailag hib§s Matlab utas²t§sra: 

> 1 X 

1 X  

   ɯ 

Error: Unexpected MATLAB expression.  

T¼l sok bemenŖ param®ter: 

> sin(pi,3)  
Error using sin  
Too many input arguments.  

Nem egyezik a m§trixban l®vŖ sor/oszlop elemeinek sz§ma: 

> M = [1 2;3]  
Dimensions of matrices being c oncatenated are not consistent.  

> [3, 4, 5] * [1; 2; 3; 4]  
Error using  *  
Inner matrix dimensions must agree.  

> a = 1:5, b = 1:3  
> [a;b]  

Error using vertcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  
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Kºnnyen elg®pelhetŖ hiba lehet, hogy z§r·jel helyett 8 v 9 ker¿l be²r§sra: 

> sin (pi9  
sin(pi9  
        ɯ 
Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or [.  

Lemarad egy z§r·jel: 

> abs(sin(rand(2))  
abs(sin(rand(2))  
                 ɯ 
Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or [.  

Elemenk®nti mŤveletet akarunk v®gezni vektoron, de lemarad a pont: 

> v =1:4;  
> 1/v  

Error using  /  
Matrix dimensions must agree.  

A legrosszabb, amikor nincs hiba¿zenet, az eredm®ny m®gis hib§s. P®lda: sz§m²tsuk 

ki  ®rt®k®t a kºvetkezŖ utas²t§ssal! Mi®rt hib§s az eredm®ny? 

> 1 / 2*pi %  1.5708  

+)%'O3:^4O3 /#4!6% (!3:.<,!4<(/: 

Ha valaki az Octave haszn§lata mellett dºnt otthoni gyakorl§shoz, akkor az Octave a 

https://www.gnu.org/software/octave/ oldalr·l tºlthetŖ le, jelenleg a 4.2.1 v§ltozat 

(2017. febru§r 24 ·ta). Az Octave elŖnye az egyetemi Matlab-bal szemben, hogy mivel 

egy ny²lt forr§sk·d¼ program, nemcsak tanul§shoz, oktat§si c®lra haszn§lhat·, hanem 

munk§hoz is. Sok kieg®sz²tŖ csomag is van hozz§, l§sd https://octave.sourceforge.io/ 

illetve https://octave.sourceforge.io/packages.php , ezek egy j· r®sze telep²tve is van, 

csak be kell tºlteni haszn§latkor. Le lehet k®rdezni, hogy mi van telep²tve a pkg list 

paranccsal). C®lszerŤ ismerni egy parancsot, ami elt®r a Matlab-t·l, hogy ha az 

Octave-ban azt szeretn®nk, hogy b§rmilyen mŤvelet eredm®nye folyamatosam 

jelenjen meg a Command Window-ban, ®s ne oldalank®nt tºrdelve, akkor a kºvetkezŖ 

paranccsal tehetj¿k meg: 

> page_screen_output(0)  

SYMBOLIC CSOMAG TELE0^4O3% 

A numerikus m·dszerek gyakorlatok sor§n szimbolikus sz§m²t§sokat is v®gezni 

fogunk, ehhez sz¿ks®ges az Octave-ban egy extra symbolic csomagot telep²teni (ez a 

matlab-ban is egy k¿lºn toolbox). Ez a csomag python-sympy alapra ®p¿l, ez®rt k¿lºn 

kell telep²teni. Windows alatti telep²t®s (a kºvetkezŖ link alapj§n: 

https://github.com/cbm755/octsympy/wiki/Notes-on-Windows-installation) 

1. Tºlts¿k le a symbolic-win-py-bundle-x.y.z.zip f§jlt kºvetkezŖ oldalr·l : 
https://github.com/cbm755/octsympy/releases  (itt x.y.z a verzi·sz§m, pl.  
symbolic -win -py-bundle -2.5.0.zip) Ez tartalmazza a Python interpretert ®s a 
SymPy-t is. 

https://www.gnu.org/software/octave/
https://octave.sourceforge.io/
https://octave.sourceforge.io/packages.php
https://github.com/cbm755/octsympy/wiki/Notes-on-Windows-installation
https://github.com/cbm755/octsympy/releases
https://github.com/cbm755/octsympy/releases/download/v2.5.0/symbolic-win-py-bundle-2.5.0.zip
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2. Ind²tsuk el az Octave-t, §ll²tsuk be aktu§lis kºnyvt§rnak, ahov§ mentett¿k az 
elŖbbi f§jlt. 

3.  G®pelj¿k be a kºvetkezŖ parancsot (x.y.z helyett a megfelelŖ verzi·sz§m): 

> pkg install symbolic - win - py - bundle - x.y.z.zip  

4.  Tºlts¿k be a telep²tett csomagot: 

> pkg load symbolic  

EllenŖrizz¿k, hogy mŤkºdik-e pl. 

> syms x  
> f = sin(cos (x));  
> diff (f)  

Eredm®ny ᵼ - sin(x) ẗcos(cos(x))  

A symbolic csomag f¿ggv®nyei r®szletesen:  

https://octave.sourceforge.io/symbolic/overview.html 

3%'^43O' (HELP, DOCUMENTATION) 

Nagyon sokat tanulhatunk a dokument§ci· haszn§lat§b·l is (l§sd a documentation f¿l, 

vagy az al§bbi weblap), persze kellŖ angoltud§s f¿ggv®ny®ben. Nyugodtan lehet nem 

csak az Octave saj§t dokument§ci·j§t n®zni, hanem a Matlab®t is az interneten, ott 

tºbb, sokszor r®szletesebb p®ld§t is l§thatunk az adott parancs haszn§lat§ra.  

Octave help-je: https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/ 

Matlab help-je: http://www.mathworks.com/help/matlab/ 

Sok hasznos seg²ts®g, letºlthetŖ matlab f§jl tal§lhat· a matlab centralon is: 

http://www.mathworks.com/matlabcentral/ 

HA3:.<,4 MATLAB &­''6O.9%+ 

help - 
matlab helpj®nek kateg·ri§i, vagy seg²ts®g megadott 
t®makºrhºz, f¿ggv®nyhez a Command Window-ban 

rand - V®letlen sz§mok 0-1 kºzºtt egyenletes eloszl§sban 

randn - 
V®letlen sz§mok sztenderd norm§lis eloszl§sban, 0 v§rhat· 
®rt®kkel ®s 1 sz·r§ssal 

doc - 
r®szletes dokument§ci· adott f¿ggv®nyhez, parancshoz ¼j 
ablakban 

lookfor - keres®s a help-ben adott sz·ra, sz·r®szletre 

clc - kitºrli a command window ablak tartalm§t 

clear, clear all - kitºrli a megadott v§ltoz·kat, vagy az ºsszes v§ltoz·t 

close, close all - bez§rja az aktu§lis §br§t, vagy az ºsszeset  

CTRL+C - f®lbeszak²tja az adott parancsot (kil®p®s pl. v®gtelen ciklusb·l) 

% - 
megjegyz®s (a program figyelmen k²v¿l hagyja ami ez ut§n van 
a sorban) 

https://octave.sourceforge.io/symbolic/overview.html
https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/
http://www.mathworks.com/help/matlab/
http://www.mathworks.com/matlabcentral/
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;  - 
parancs v®g®n a ; hat§s§ra nem jelenik meg az eredm®ny a 
Command Window-ban 

Tab gomb - elkezdett parancsot kieg®sz²ti 

preferences - megnyitja a be§ll²t§sok ablakot 

prefdir - 
annak a kºnyvt§rnak a neve, ahol a be§ll²t§sok, history stb. 
tal§lhat· 

¬® gombok - kor§bbi parancsokat vissza lehet hozni a Command Window-ba 

pi - 3.14é. (pi sz§m) 

exp(1), exp(n) - e1 =2.71é, en 

^ - hatv§nyoz§s 

format long - tºbb tizedes jegy megjelen²t®se 

format short - rºvidebb megjelen²t®s 

[1, 2, 3; 4, 5, 6] - vektor, m§trix megad§sa 

' - vektor, m§trix transzpon§ltja 

[A,B] vagy [A B] - m§trixok ºsszefŤz®se egym§s mell® (sorok sz§ma egyenlŖ) 

[A;B] - m§trixok ºsszefŤz®se egym§s al§ (oszlopok sz§ma egyenlŖ) 

A(1,:) - m§trix elsŖ sora 

A(:,1), A(:,end) - m§trix elsŖ/utols· oszlopa 

linspace(x1,x2,n) - [x1,x2] intervallumban n pont felv®tele egyenletesen 

ones - egyesekbŖl §ll· m§trix 

zeros - null§kb·l §ll· m§trix 

eye - egys®gm§trix 

figure - ¼j §bra nyit§sa 

plot - ºsszetartoz· pontp§rok felrajzol§sa 

xlabel, ylabel - x,y tengely feliratoz§sa 

title - §bra c²me 

sin, cos, tan - szºgf¿ggv®nyek (alap®rtelmezett m®rt®kegys®g a radi§n!) 

log, log10 - term®szetes alap¼ logaritmus, 10-es alap¼ logaritmus 

sqrt - n®gyzetgyºk 

abs - abszol¼t ®rt®k 

hold on, hold off - fel¿l²rja, vagy ne ²rja fel¿l a megl®vŖ §br§t az ¼j §br§val 

fplot, ezplot - f¿ggv®nyek felrajzol§sa 

.*      ./      .^ - elemenk®nti szorz§s, oszt§s, hatv§nyoz§s vektorokn§l 

clf - §bra tºrl®se (nem z§rja be az ablakot) 

legend - jelmagyar§zat 
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2. -!4,!" %,<'!:<3/+ȟ #IKLUSOK, F<*,-±6%,%4%+ 

%,<'!:<3/+ȟ #)+,53/+ 

+O4)2<.9ª &%,4O4%,%3 %,<'!:<3 - IF, ELSEIF, ELSE 

Ćbr§zoljuk, majd oldjuk meg a kºvetkezŖ m§sodfok¼ egyenleteket, adjuk meg, hogy 

h§ny gyºke (z®rushelye) van, ®s mik azok! 

ς ὼ ὼ σ π 

ὼ ς ὼ σ π 

ς ὼ τ ὼ ς π 

A m§sodfok¼ egyenlet §ltal§nos alakja: ὥὼ ὦὼ ὧ π. A megold§sa pedig:  

ὼȟ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
 

Ćbr§zoljuk az elsŖ egyenletet f¿ggv®nyk®nt az fplot 

haszn§lat§val! Hozzuk l®tre a gyak2.m script f§jlt az 

aktu§lis kºnyvt§rba! 

> clc; clear all ; close all ;  
> a = 2, b = - 1, c = - 3 
> f = @(x) a*x.^2+b*x+c;  
> figure; fplot(f);  

A megold§sn§l figyelembe kell venn¿nk, hogy h§ny megold§sunk van! N®zz¿k meg a 

kºvetkezŖ saj§t f¿ggv®nyt (masodfoku.m), ami megvizsg§lja az ὥ ὼ ὦ ὼ ὧ π 
alak¼ m§sodfok¼ egyenlet megoldhat·s§g§t, §br§zolja a f¿ggv®nyt ®s ha van 

megold§s, akkor megadja azokat! Ehhez a Ὀ ὦ τὥὧ diszkrimin§ns lehets®ges 
eseteit kell megvizsg§lni. Ments¿k el a f§jlt az aktu§lis kºnyvt§rba.  

> function  x = masodfoku(a,b,c)  
> % Az a*x^2+b*x+c=0 egyenlet megold§sa, % input: a,b,c 
>     f = @(x) a*x.^2+b*x+c;  
>     figure; fplot(f);  
>     D = b^2 - 4*a*c; % diszkrimin§ns 
>     if  D>0 
>         disp( 'Az egyenletnek 2 megold§sa van')  
>         x(1) = ( - b+sqr t(D))/(2*a);  
>         x(2) = ( - b- sqrt(D))/(2*a);  
>         hold on; plot(x,[0,0], 'r*' )  
>     elseif  D==0 
>         disp( 'Az egyenletnek csak 1 megold§sa van')  
>         x = - b/(2*a);  
>         hold on; plot(x,0, 'r*' )  
>     else  
>         disp( 'Az egyenletnek nincs megold §sa')  
>         x = [];  
>     end  
> end  
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A fenti f¿ggv®nyben az if, elseif, else, end t²pus¼ k®tir§ny¼ el§gaz§st haszn§ltuk. Az 

alap if utas²t§s szerkezete: if felt®tel; mit tegyen ha igaz a felt®tel (lehet egy vagy tºbb 

sorban is), end; Az end elŖtt lehetnek el§gaz§sok benne az elseif (egy®bk®nt, haé), 

illetve az else (egy®bk®nt) haszn§lat§val. A disp utas²t§s csak ki²r egy szºveget a 

k®pernyŖre. A f¿ggv®nyeket nem tudjuk ºnmagukban futtatni, hanem parancssorb·l, 

vagy script f§jlb·l h²vhatjuk meg Ŗket. Oldjuk meg az elsŖ egyenletet parancssorb·l 

megh²vva a masodfoku f¿ggv®nyt! (Ezt akkor tehetj¿k meg, ha a f§jl abban a 

kºnyvt§rban van ahov§ dolgozunk.)  

> masodfoku(2, - 1, - 3)  

C®lszerŤbb azonban script f§jlba dolgozni, amit ut·lag is kºnnyen lehet m·dos²tani. 

Folytassuk a gyak02.script f§jlt! 

Megj: Octave haszn§lata eset®ben adjuk meg, hogy az eredm®nyeket ne laponk®nt 

hanem folyamatosan ²rja ki a k®pernyŖre - page_screen_output(0).  

> page_screen_output(0)  % Csak Octave eset®ben! 
> %% El§gaz§sok -  IF  
> disp( 'M§sodfok¼ egyenlet megold§sa: ax^2+bx+c=0')  
> a = 2, b = - 1, c = - 3,  
> x = masodfoku(a,b,c)  
> a = 1, b = 2, c = 3,  
> x = masodfoku(a,b,c)  
> a = 2, b = 4, c =2,  
> x = masodfoku(a,b,c)  

 

Megjegyz®s: a leg¼jabb Matlab *.m f§jlok eset®ben a haszn§lt f¿ggv®nyeket 

bem§solhatjuk a script f§jl v®g®re is, nem csak k¿lºn f¿ggv®nyk®nt f§jlba elmentve 

h²vhat·ak meg. Ebben az esetben viszont egy szakasz futtat§sakor nem tal§lja meg a 

f¿ggv®nyt a Matlab, csak a teljes script futtat§sakor. 

4v"")2<.9ª %,<'!:<3 - SWITCH, CASE 

Nem csak k®tir§ny¼ el§gaz§sokat haszn§lhatunk, hanem tºbbir§ny¼akat is. ĉrjunk egy 

programot, ami seg²t egy tan§rnak v®letlenszerŤen oszt§lyozni! A randi(n) paranccsal 

v®letlen eg®sz sz§mokat gener§lhatunk 1 ®s n kºzºtt. Dupla %% jeleket haszn§lva 

megjegyz®sk®nt, amit ut§na ²rtunk k¿lºn szakaszba fog ker¿lni, ®s CTRL+Enter 

megnyom§s§val tºbbszºr is lefuttathat·. Lett jeles 3 futtat§sb·l? 

> %% El§gaz§sok -  SWITCH 
> disp( 'Vizsgajegy:' )  
> jegy = randi(5);  
> switch  jegy  
>   case  1 
>     disp( 'El®gtelen')  
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>   case  2 
>     disp( 'El®gs®ges')  
>   case  3 
>     disp( 'Kºzepes')  
>   case  4 
>     disp( 'J·')  
>   case  5 
>     disp( 'Jeles' )  
> end  

3:<-,<,<33!, 6%:O2%,T CIKLUS - FOR 

N®zz¿k meg hogyan oldhatjuk meg az elsŖ p®ld§ban le²rt egyenleteket ciklus 

haszn§lat§val, ha az egy¿tthat·kat egy m§trixban t§roljuk! 

> %% Ciklusok -  FOR 
> close all ; clc; clear all ;  
> disp( 'Oldja meg a 2x^2 - x- 3=0, x^2+2x+3=0, 2x^2+4x+2=0 egyenleteket!' )  
> M = [2, - 1, - 3;  
>     1,2,3;  
>     2,4,2]  
> n = size(M,1) % sorok sz§ma 
>  
> for  i = 1:n  
>     a = M(i,1), b = M(i,2), c = M(i,3),  
>     masodfoku(a,b,c)  
> end  

A size(M) f¿ggv®ny megadja egy m§trix m®ret®t, k®t kimenettel: sorok ®s oszlopok 

sz§ma, a size(M,1) a sorok sz§m§t adja vissza, a size(M,2) pedig az oszlopok sz§m§t. 

Van m®g k®t hasonl· f¿ggv®ny, a length egy vektor elmeinek a sz§m§t adja vissza, 

vagy a m§trix nagyobbik m®ret®t, a numel pedig az ºsszes elem sz§m§t a 

m§trixban/vektorban.  

&%,4O4%,,%, 6%:O2%,4 CIKLUS - WHILE 

N®zz¿k a kºvetkezŖ p®ld§t: egy tant§rgyb·l v®letlenszerŤen tºrt®nik a pontoz§s a 

vizsg§n 0-100 kºzºtt. 88 % felett jeles az oszt§lyzat. Addig pr·b§lkozunk a vizsg§val, 

am²g ºtºst nem kapunk. ĉrjunk egy programot, ami v®letlenszerŤen elŖ§ll²tja az egyes 

vizsg§kra kapott oszt§lyzatainkat. H§nyadik vizsg§ra kaptunk ºtºst? 

> %% Ciklusok -  WHILE 
> disp( 'V®letlenszerơ pontoz§s eset®n h§nyadik vizsga lesz 88% 

felett?' )  
> i = 0; pont = 0;  
> while  pont<=88  
>     i=i+1;  
>     pont = rand()*100     
> end  
> i  
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&/2-<:/44 3:v6%'%+ ɉFPRINTF, SPRINTF) 

Gyakran van sz¿ks®g arra, hogy az eredm®nyeinket egy adott form§tumban jelen²ts¿k 

meg. N®zz¿k p®ld§ul a szºgekkel val· mŤveleteket. A legtºbb matematikai mŤvelet 

v®gz®s®re alkalmas szoftver (pl. Matlab, Octave, Excelé) a szºgekn®l a radi§nt tekinti 

alap®rtelmezettnek, ha ettŖl elt®rŖ form§tumban szeretn®nk l§tni az eredm®nyeket, 

akkor nek¿nk kell errŖl gondoskodni. Matlab ®s Octave alatt a radi§nban ®rtelmezett 

trigonometriai f¿ggv®nyeknek (pl. sin, cos, tan, atan, atan2é) megvannak a fokokkal 

sz§mol· v§ltozatai (pl. sind, cosd, tand, atand, atan2dé), de ha m§r fok-perc-

m§sodpercben szeretn®nk megjelen²teni az eredm®nyeket, mondjuk a geod®zi§ban 

haszn§lt form§tumban (pl 302-06-23), esetleg adott sz§m¼ tizedesjegyre (23-03-

48.5831), akkor ezt csak a form§zott szºvegekkel tehetj¿k meg. Ugyan²gy, ha pl. 

k®peket szeretn®nk automatikusan elnevezni egy ciklusban pl. IMG0001.jpg, 

IMG0002.jpg stb. akkor ehhez is a form§zott szºvegeket h²vhatjuk seg²ts®g¿l, ahol pl. 

a sz§mokat vehetj¿k egy v§ltoz·b·l ®s megadhatjuk hozz§ a megjelen²t®st. 

Az fprintf  paranccsal f§jlba ®s k®pernyŖre is ²rhatunk form§zott szºvegeket, az 

sprintf  haszn§lat§val pedig egy stringbe (szºveges v§ltoz·ba)/k®pernyŖre. Mindig 

egy % jel jelzi, hogy most egy form§zott v§ltoz· kºvetkezik a szºvegben, ah§ny % jel 

szerepel a szºvegben, annyi form§zott v§ltoz·nk lesz. A szºveg ut§n vesszŖvel kell 

megadni a v§ltoz·kat, olyan sorrendben, ahogy a szºvegben szerepeltek. 

A kºvetkezŖ form§tumjelºlŖket alkalmazhatjuk: 

¶ %d ï eg®sz sz§m, %s ï szºveg, %f ï val·s sz§m (lebegŖpontos), %c ï 

karakter, %u ï nem elŖjeles eg®sz 

¶ %e ï norm§l alak pl. 3.14e+00, %E ï 3.14E+00 

¶ %g ï kompakt forma, %f vagy %e kºz¿l a rºvidebbik, fºlºs 0-k n®lk¿l 

A t²pust jelzŖ betŤ elŖtt szerepelhet m®g pl. + jel, akkor elŖjelesen ²rja ki a sz§mot; 

mezŖ sz®less®g; tizedesjegyek sz§ma; 0, akkor 0-kal tºlti fel elŖl az ¿res helyeket a 

mezŖ sz®less®g®ig. Pr·b§ljuk ki a kºvetkezŖket! 

> clc; disp( 'H§ny ®ves a kapit§ny?')  
> ev = 33; ho = 3; nap = 3;  
> ev2 = ev + ho/12 + nap/365;  
> fprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves')    % nem rak be sortºr®st a v®g®re 
> fprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves \ r \ n' ) % \ r \ n -  sortºr®s2 
> sprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves')   % szºveges v§ltoz·ba teszi az 
eredm®nyt (ans) 

> sprintf( 'A kapit§ny %d ®ves, %d h·napos ®s %d napos',ev,ho,nap) %  'A 
kapit§ny 33 ®ves, 3 h·napos ®s 3 napos' 

> sprintf( 'A kapit§ny %f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 33.258219 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 33.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %8.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny    33.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %08.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 00033.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %+6.2f ®ves',  ev2) % 'A kapit§ny +33.26 ®ves' 

A %+6.2f  kifejez®s azt jelzi, hogy 6 karakteren ²rja ki a v§ltoz·t (tizedespontot, elŖjelet 

is bele®rtve!), egy val·s sz§mot (f), ahol a tizedesjegyek sz§ma 2 (.2 ), ®s ki²rja az 

elŖjelet is (+).  Ha 0 is szerepel benne, akkor az ¿res helyeket 0-kkal tºlti ki. (0). Ha az 

                                            

2 sor v®ge jel Windows eset®ben: \r\n, Mac (OS 9-) eset®ben \r, Unix/Linux eset®ben: \n. 
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eredm®ny hosszabb lenne, mint a mezŖ sz®less®ge, akkor nem veszi figyelembe a 

megadott mezŖ sz®less®get.  

N®zz¿k meg a kºvetkezŖ f¿ggv®nyt, ami a tizedfokban megadott m®r®si/sz§m²t§si 

eredm®nyeket a geod®zi§ban szok§sos fok-perc-m§sodperc form§ban ²rja ki. A perc, 

m§sodperc ®rt®k®t mindig k®t sz§mjeggyel kell ki²rni pl. 192-03-12! 

> function  str = fpm(x);  
> % A f¿ggv®ny tizedfokb·l fok- perc - m§sodperc ®rt®kekbe sz§mol §t. 
> % A kimenet egy form §zott szºveg (ddd- mm- ss)  
>   f = fix(x);  
>   p = fix((x - f) .* 60);  
>   m = round(((x - f).*60 - p).*60);  
>   str = sprintf( '%3d - %02d- %02d' , f, abs(p), abs(m));  
> end  

A fix f¿ggv®ny mindig a 0 fel® kerek²t (ez a negat²v szºgek miatt fontos), a round 

matematikailag kerek²t, a floor lefel®, a ceil pedig felfel® kerek²tene. A v®g®n a 

perceknek ®s a m§sodperceknek az abszol¼t ®rt®k®t vessz¿k, hogy a negat²v elŖjelet 

oda m§r ne ²rja ki. Pr·b§ljuk ki!  

> a = 123.123, b = - 123.123  
> fpm(a)  % '123 - 07- 23'  
> fpm(b)   % ' - 123 - 07- 23'  

Cser®lj¿k le a fokok (f), percek (p) sz§m²t§s§n§l a fix parancsot floor-ra, ments¿k el 

®s futtassuk le ¼jra az elŖbbieket. Mi tºrt®nik? 

&<*,-±6%,%4%+ 

A m®rnºki munk§k sor§n gyakran elŖfordul, hogy egy mŤszeres m®r®s eredm®nyeit 

kell feldolgozni ®s ezeket p®ld§ul egy szºveges f§jlban kapjuk meg valamilyen 

form§tumban. Ha Matlabbal szeretn®nk a m®r®seket feldolgozni, akkor be kell tudjuk 

olvasni ezeket az adatokat. A beolvas§s a form§tum f¿ggv®ny®ben tºbbf®lek®ppen 

tºrt®nhet. A feldolgoz§s eredm®ny®t sokszor szint®n egy adott form§ban kell 

elmenteni a tov§bbi haszn§lathoz. Erre n®z¿nk most p®ld§kat, hogy kicsit 

ismerkedj¿nk a f§jlmŤveletekkel. 

IMPORT DATA TOOL, TABLE, STRUCTURE, CELL !22!9 !$!44^053/+ 

Az egyik eszkºz, amit f§jlok import§l§s§ra 

haszn§lhatunk, az a Matlab saj§t import eszkºze, 

ami a Home f¿l 'Import Data' gombj§ra kattintva 

®rhetŖ el. Olvassuk be a jegyek.txt f§jl tartalm§t 

ezzel az eszkºzzel! 

A haszn§lata el®g egyszerŤ, csak a be§ll²t§sokra kell odafigyelni. Megadhatjuk, hogy 

mekkora tartom§nyban vannak az adataink, fix sz®less®gŤ oszlopokban vannak-e, 

vagy adott karakterrel elv§lasztva. Amire m®g fontos figyelni, az a kimenet t²pusa 

(Output type), ami alap®rtelmezett esetben Table. Lehet m§s t²pusokat is v§lasztani, 

pl. Cell array, Numeric matrix. Hagyjuk most az alap®rtelmezett Table t²puson ®s 

olvassuk be az adatokat a zºld pip§ra kattintva. Ut§na bez§rhatjuk az import ablakot. 
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> %% 'Import Data' tool  
> % jegyek.txt - > table forma  
> clc; jegyek  
> %   4Ĭ3 table 
> %            Nev            Neptunkod    Osztalyzat  
> %     __________________    _________    __________  
> %     'Varga Vilhelmina'    ' ABC123'    2          
> %     'Kocsis Klaudiusz'    ' CBA321'    5          
> %     'Nagy Nepomuk'        ' XYZ789'    4          
> %     'Kiss Kassz andra'     ' ZYX987'    3    

Ezek az adatok 'Table', t§bl§zat t²pus¼ak lesznek, amiben egyszerre lehet k¿lºnbºzŖ 

t²pus¼ adatokat t§rolni, szºveget is, sz§mokat is (ak§rcsak a Structure ®s a Cell array 

t²pusn§l). Az egyes oszlopokra v§ltoz· nevekkel lehet hivatkozni a t§bl§zat neve ®s 

egy pont ut§n megadva a v§ltoz· nev®t.       

> jegyek(1:2,1:3)  
> nev = jegyek.Nev % cella tºmb 
> oszt = jegyek.Osztalyzat % sz§m vektor 

Ehhez hasonl· forma m®g a 'structure' adatt²pus, ott is nevekkel hivatkozhatunk egy-

egy mezŖre. A strukt¼ra t²pus eset®n nem kºtelezŖ, hogy minden v§ltoz· (mezŖ) 

eset®n ugyanannyi sor/adat legyen, mint a t§bl§zatn§l. A cellatºmbben (Cell array) is 

k¿lºnbºzŖ t²pus¼ adatokat t§rolhatunk, de ott nincs n®vvel ell§tva semmi, hivatkozni 

az egyes elemire hasonl·an lehet, mint a m§trixokn§l, csak kapcsos z§r·jeleket 

haszn§lva {}. P®ld§ul a nevek egy cellatºmbbe ker¿ltek t§rol§sra. K®rdezz¿k le a 

m§sodikat! 

> nev2 = nev{2}  % 'Kocsis Klaudiusz'  

%'93:%2± !$!4"%/,6!3<3Ⱦ+)^2<3 ɉ,/!$ȟ 3!6E) 

N®zz¿nk most egy m®rnºki p®ld§t, ism®t a betonac®l fajlagos alakv§ltoz§s§hoz (Ů) 

tartoz· fesz¿lts®gekrŖl (ů)! A fesz¿lts®g-fajlagos alakv§ltoz§s (ů-Ů) diagram adatait a 

kºvetkezŖ t§bl§zat tartalmazza: 

Ů [%] 0 0.2 2 20 25 

ů [N/mm2=Mpa] 0 300 285 450 350 

2. TĆBLĆZAT BETONAC£L FESZ¦LTS£G-FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS DIAGRAMJA 
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Feladatunk egy t§bl§zat elŖ§ll²t§sa, ami 0-t·l 25%-ig 0.1 sz§zal®konk®nti 

alakv§ltoz§sokhoz  tartalmazza a fesz¿lts®geket. Most nem k®zzel fogjuk bevinni az 

adatokat, hanem beolvassuk a betonacel.txt f§jlb·l: 

0    0  
0. 2  300  
2    28 5 
20   450  
25   350  

Term®szetesen itt is beolvashatn§nk az adatokat az import data eszkºz seg²ts®g®vel, 

csak oda kell figyelni a be§ll²t§sokra, hogy sz·kºzzel tagolt f§jl legyen ®s a kimenet 

pedig egy m§trix (Numeric matrix).  

Ez az §llom§ny 5 sorban ®s k®t oszlopban tartalmaz sz§mokat. Szab§lyos, minden 

sorban ugyanannyi elemet tartalmaz·, csak sz§mokb·l §ll· szºveges f§jlokat nagyon 

egyszerŤ Matlab-ba beolvasni a load parancsot haszn§lva. Persze az esetek egy nagy 

r®sz®ben nem ilyen egyszerŤ form§ban kapjuk a m®r®si eredm®nyeket, lehet, hogy 

minden sor m§s hossz¼s§g¼, szºveges elemek is lehetnek benne, ezekhez m§s 

parancsokat kell haszn§lni. Bonyolultabb form§tum eset®n sokszor ®rdemes lehet 

soronk®nt beolvasni az adatokat ®s ¼gy feldolgozni a sorokat. 

N®zz¿k most a legegyszerŤbb adatbeolvas§sra/ki²r§sra szolg§l· load illetve save 

parancsokat. Az aktu§lis kºnyvt§rba m§soljuk be a betonacel.txt f§jlt, majd tºlts¿k be 

a tartalm§t. Ezt k®tf®lek®ppen tehetj¿k meg, parancsk®nt megh²vva (ekkor nem kell 

id®zŖjeleket haszn§lni): 

> load betonacel.txt  

vagy f¿ggv®nyk®nt megh²vva a load parancsot: 

> adat = load ( 'betonacel.txt' )  

Az elsŖ esetben l®trejºn egy 'betonacel' nevŤ v§ltoz· ®s oda menti a tartalmat. A 

m§sodik v§ltozatban a load-t f¿ggv®nyk®nt megh²vva hozz§rendelhetj¿k az 

eredm®nyt egy v§ltoz·hoz. Haszn§ljuk most ezt a m·dszert. N®zz¿k meg az 

eredm®ny¿l kapott adat nevŤ v§ltoz· m®ret®t! Megn®zhetj¿k a workspace-ben a 

m®ret®t (size), t²pus§t stb. Le is k®rdezhetj¿k a whosé paranccsal a v§ltoz· fŖbb 

tulajdons§gait, vagy haszn§lhatjuk a size parancsot is. 

> whos adat  
> size(adat)  

Egy 5x2 m®retŤ, vagyis 5 sorb·l ®s 2 oszlopb·l §ll· m§trixot kaptunk. 

Ćbr§zoljuk (ů-Ů) diagramon a beolvasott ®rt®keket, ehhez v§lasszuk sz®t a v§ltoz·kat 

(most legyen x az alakv§ltoz§s, y a fesz¿lts®g)! 

> x = adat(:,1); % elsƇ oszlop 
> y = adat(:,2); % m§sodik oszlop 
> plot(x,y);  
> xlabel( ' \ epsilon' );ylabel( ' \ sigma' );  

Oldjuk meg az eredeti feladatot, vagyis 0.1 sz§zal®konk®nt minden fajlagos 

alakv§ltoz§shoz adjuk meg a hozz§ tartoz· fesz¿lts®g ®rt®keket! Ehhez interpol§ci·ra 

lesz sz¿ks®g¿nk. Most kºbºs, elsŖrendŤ spline interpol§ci·t fogunk haszn§lni, ahol a 

pontokban az illesztett gºrb®knek az elsŖ deriv§ltjai is megegyeznek. ElŖszºr sŤr²ts¿k 

be a pontokat 0-25% (maxim§lis alakv§ltoz§s) kºzºtt 0.1%-k®nt, majd sz§moljuk ki 
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interpol§ci·val ezekben a pontokban a fesz¿lts®g ®rt®keket, az interp1 parancs 'pchip' 

(kºbºs, elsŖrendŤ) m·dszer®t haszn§lva!  

> % kºbºs elsƇrendơ spline interpol§ci· 
> xi = 0:0.1:max(x); % pontok sơr²t®se 
> yi = interp1(x,y,xi, ' pchip ' ); % interpol§ci· 

Rajzoljuk be az elŖzŖ §br§ba az interpol§ci·val 

besŤr²tett pontokat is! Ha ugyanabba az §br§ba 

akarunk rajzolni, mint az elŖbb, akkor ki kell adni a 

'hold on;' parancsot (k¿lºnben fel¿l²rja az elŖzŖ 

§br§nkat). Ezt el®g §br§nk®nt egyszer kiadni, ha 

m®gis k®sŖbb fel¿l akarjuk ²rni az §br§t, akkor 'hold 

off;' paranccsal megsz¿ntethetj¿k a hat§s§t. 

> hold on;  
> plot(xi,yi, 'rx' ); % 'rx' -  piros x  

3. ĆBRA BETONAC£L FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS-FESZ¦LTS£G ĆBRĆJA 

Ha el akarjuk menteni esetleg illusztr§ci· c®lj§ra az eredm®nyt, akkor megtehetj¿k 

ak§r a megny²lt grafikus ablakb·l, ak§r a matlab print parancs§t haszn§lva, megadva 

a k®p nev®t ®s a t²pus§t is: 

> print( 'betonacel.jpg' , ' - djpeg' )  

Ha megn®zz¿k xi ®s yi v§ltoz·kat, akkor l§tjuk, hogy ezek 1x271 m®retŤ sorvektorok. 

Szeretn®nk ezeket egy t§bl§zatban elmenteni ahol az elsŖ oszlopban az elmozdul§s 

a m§sodikban pedig az alakv§ltoz§s van. Ehhez transzpon§lni kell a sorvektorokat (') 

®s ut§na egy egyszerŤ m§trix mŤvelettel ºsszefŤzhetj¿k Ŗket, mivel megegyezŖ a 

m®ret¿k: 

> adat2 = [xi' yi'];  

Az elment®shez haszn§lhatjuk a save parancsot. Ez alap®rtelmez®sben a matlab saj§t 

bin§ris *.mat kiterjeszt®sbe menti a f§jlokat, amit m§s programba nem tudunk 

beolvasni, de matlabba a load paranccsal a k®sŖbbiekben b§rmikor betºlthetŖ az 

§llom§ny. 

> save( 'betonacel2.mat' , 'adat2' )  

Ha szºveges f§jlba szeretn®nk menteni, akkor meg kell adni m®g az '-ascii' opci·t is.  

> save( 'betonacel2.txt' , 'adat2' , ' - ascii' );  

Megjegyz®s: a save is kiadhat· f¿ggv®ny ®s parancs form§tumban is. Parancsk®nt 

egyszerŤbb (l§sd lent), nem kell id®zŖjeleket haszn§lni, viszont kev®sb® rugalmas a 

megh²v§s, nem vehetj¿k pl. a f§jlnevet egy szºveges v§ltoz·b·l. 

> save betonacel2 adat2  
> save betonacel2.txt adat2  - ascii  

Nyissuk meg az elmentett szºveges §llom§nyt! 

   0.0000000e+00   0.0000000e+00  
   1.0000000e - 01   5.2521666e+01  
   2.0000000e - 01   1.0943166e+02  
   3.0000000e - 01   1.6158083e+02  
   4.0000000e - 01   1.9982000e+02  
   é 
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Sima save parancsot haszn§lva norm§l alakban menti a sz§mokat, ha hagyom§nyos 

form§ban szeretn®nk megjelen²teni, pl. elŖre megadott 1 vagy 2 tizedesjegyre, akkor 

m§s m·don kell menten¿nk, form§zott szºvegk®nt. 

&/2-<:/44 +)^2<3 &<*LBA (FPRINTF) 

ĉrjuk ki a tized sz§zal®konk®nt megadott fajlagos alakv§ltoz§s - fesz¿lts®g ®rt®keket 

hagyom§nyos sz§m form§tumba, egy tizedesre az alakv§ltoz§st ®s kettŖre a hozz§juk 

tartoz· fesz¿lts®geket. Ehhez sz¿ks®g¿nk lesz az alap f§jlkezelŖ utas²t§sokra, mint 

f§jl megnyit§s, ²r§s, lez§r§s ®s a kor§bban §ttekintett form§zott szºvegek ²r§s§ra. Az 

alap f§jlkezelŖ utas²t§sok §ltal§nosan a kºvetkezŖk®pp n®znek ki: 

¶ f§jl megnyit§sa (fopen ) 

¶ beolvas§s, ²r§s, hozz§fŤz®s a f§jlhoz 

¶ f§jl bez§r§sa (fclose ) 

Az fopen  haszn§lata sor§n megadhatjuk, hogyan k²v§njuk megnyitni a f§jlt, ôrô-csak 

olvas§sra (alap®rtelmezett, ha nem adunk meg semmit), ôwô-²r§sra, ôaô-hozz§fŤz®shez: 

fileID = fopen(filename,õwõ) ï f§jl megnyit§sra ²r§sra 

A f§jlokat bez§rhatjuk egyenk®nt: fclose (fileID),  vagy egyszerre az ºsszeset: 
fclose (õallõ).  

ĉrjuk ki az adatokat f§jlba egy sz§ml§l§ssal vez®relt for ciklussal! 4 karakteren egy 

tizedesre az alakv§ltoz§st ®s 6 karakteren 2 tizedesre a fesz¿lts®get, kºzt¿k egy 

sz·kºzzel! A length parancs egy adott vektor hossz§t adja vissza. 

> n = length(xi); % vektor hossza  
> fid = fopen( 'tablazat.txt' , 'w' );  
> for  i=1:n  
>     fprintf(fid, '%4.1f %6.2f \ r \ n' ,xi(i),yi(i));  
> end  
> fclose(fid);  

A feladat egy®bk®nt megoldhat· ciklus n®lk¿l is az adat2 v§ltoz·t haszn§lva: 

> fid = fopen( 'tablazat 2.txt' , 'w' );  
> fprintf(fid, '%4.1f %6.2f \ r \ n' ,adat2');  
> fclose(fid);  
> type tablazat 2.txt  % ki²rja a k®pernyƇre a f§jl tartalm§t 

Az adat2 v§ltoz· 2 oszlopban 271 sorban t§rolta az ºsszetartoz· adatokat, a form§zott 

ki²r§shoz azonban a transzpon§ltj§t vett¿k (2 sor 271 oszlop), mivel az fprintf 

oszloponk®nt olvassa be az ºsszetartoz· ®rt®keket.  

3/2/.+O.4I "%/,6!3<3 ɉ&'%4,ȟ &GETS)3 

A m®rnºki munk§k sor§n elŖfordul, hogy egy adott mŤszer m®r®seit kell feldolgozni, 

amelyekben nem csak sz§mok, hanem szºvegek is elŖfordulnak. A feldolgoz§shoz be 

kell tudjuk olvasni ezeket az adatokat ®s ki kell tudni v§logatni belŖle a minket ®rdeklŖ 

r®szt. N®zz¿nk most erre egy navig§ci·s p®ld§t! 

                                            

3 Otthoni §tn®z®sre 
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KºvetkezŖ p®ld§ban egy GPS-szel rºgz²tett ¼tvonal adatait kaptuk meg, amit a 

navig§ci·ban haszn§lt NMEA 0183 form§tumban rºgz²tettek (hb_nmea.txt). Olvassuk 

be az adatokat ®s §br§zoljuk az ¼tvonalat. Vajon milyen j§rmŤvel rºgz²thett®k az 

adatokat? 

$GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E*69  
$GPGLL,5156.9194,N,00117.1482,E*61  
é 

Az NMEA szabv§nyban a sor elej®n a $GPGLL azt jelenti, hogy GPS  Geographic 

Latitude, Longitude, vagyis csak fºldrajzi sz®less®g ®s hossz¼s§g inform§ci·kat 

tartalmaz· adat (sokf®le NMEA ¿zenet l®tezik). Meghat§rozott hossz¼s§g¼ mezŖk 

vannak vesszŖvel elv§lasztva, el®g kºnnyen beolvashat·, feldolgozhat· f§jl.  A 

fºldrajzi sz®less®gn®l az elsŖ k®t karakter a fok ®rt®k, ut§na perc, a hossz¼s§gn§l az 

elsŖ 3 karakter a fok ®rt®k, ut§na perc (mivel elŖbbi °90Á, ut·bbi °180Á-ig terjed). 

Sz®less®gn®l N (£szak), S (D®l), hossz¼s§gn§l E (Kelet), W (Nyugat). Pl. 5156.9051,N 

azt jelenti, hogy ®szaki sz®less®g 51Á56.9051'. 

Ez m§r egy bonyolultabb szerkezetŤ f§jl, nem tudjuk sima load paranccsal beolvasni. 

A beolvas§s ebben az esetben hasonl· az elŖbbi f§jlba ²r§shoz, elŖszºr meg kell nyitni 

a f§jlt (fopen), ut§na jºhetnek a beolvas§si mŤveletek ®s ut§na le kell z§rni a f§jlt 

(fclose). A beolvas§shoz ebben az eset®ben hasznos lehet ismerni a soronk®nti 

f§jlbeolvas§s parancsait: fgetl, fgets. Az fgetl beolvas egy sort ®s lev§gja belŖle a 

sorv®ge karaktert, m²g az fgets megtartja. A beolvas§s eredm®nye egy string 

v§ltoz·ba ker¿l. Az eg®sz f§jl tartalom beolvas§s§hoz egy felt®teles ciklusra lesz 

sz¿ks®g (while ), hogy addig olvasson, am²g el nem ®r¿nk a f§jl v®ge jelhez (feof  - 

end-of-file). 

ElŖszºr csak olvassunk be egy sort ®s pr·b§ljuk meg kinyerni belŖle a minket ®rdeklŖ 

adatokat, hogy §br§zolni tudjuk. Megj.: A f§jl megnyit§sa ut§n egy f§jl pointer figyeli, 

hogy ®pp h§nyadik b§jtig olvastuk be a f§jlt, amit ak§r le is k®rdezhet¿nk az ftell(fid) 

paranccsal. 

> fid=fopen( 'hb_nmea.txt' );  
> line=fgetl(fid) % egy sor beolvas§sa 
> % $GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E*69  

Az eredm®ny egy szºveges v§ltoz· lesz, ami az elsŖ sort tartalmazza. SzŤrj¿k ki belŖle 

a minket ®rdeklŖ inform§ci·kat, a fºldrajzi sz®less®g (fi) ®s hossz¼s§g adatokat 

(lambda)! Ehhez tudni kell, hogy a 8-9. karakter a fi fok ®rt®ke, a 10-16. karakter a 

perc®, 20-22. a lambda fok, 23-29 lambda perc ®rt®ke. Adott karakterek egy szºvegbŖl 

ugyan¼gy v§logathat·ak le, mint a vektorok elemei, ugyanis ezek is karakter vektorok 

a Matlabban! 

> fi_fok = line(8:9);   fi_perc = line(10:16);  
> lambda_fok = line(20:22);  lambda_perc = line(23:29);  

Sz§moljuk §t az ®rt®keket tizedfokba! Ehhez elŖszºr szºvegbŖl sz§mm§ kell 

alak²tanunk fi-t, lambd§t a str2num paranccsal. 

> fi =  str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60  % 51.9484  
> lambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60  % 1.2853  

Olvassuk be, hogy melyik f®ltek®n van a koordin§ta: £-i vagy D-i sz®less®g (18. 

karakter), K-i vagy Ny-i hossz¼s§g (31. karakter). A D-i sz®less®g vagy Ny-i hossz¼s§g 
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®rt®keket negat²v koordin§t§kkal adhatjuk meg. Egy if felt®teles mŤvelettel 

v§ltoztassuk meg az elŖjelet, ha sz¿ks®ges!  

> NS = line(18);   if  NS=='S' ; fi=fi* - 1; end ;  
> EW = line(31);   if  EW=='W' ; lambda=lambda* - 1; end ;  

ĉgy lehet p®ld§ul egy sorb·l kinyerni egy bonyolultabb szerkezet eset®n a minket 

®rdeklŖ inform§ci·t. Persze rengeteg egy®b ki²r·, beolvas· mŤvelet l®tezik m®g 

matlabban (input/output functions), ezeket r®szletesebben megn®zhetj¿k a help iofun 

parancs kiad§s§val. 

Most olvassuk be az eg®sz f§jlt egyben. Ehhez felt®tellel vez®relt ciklusra lesz sz¿ks®g 

(while ciklus). Jelen esetben a felt®tel az lesz, hogy el®rt¿k-e m§r a f§jl v®g®t? Vagyis 

feof(fid)==0-e (feof = end of file). Sz¿ks®g lesz m®g k®t vektor v§ltoz·ra (lat, long), 

amikbe a beolvasott koordin§t§kat tessz¿k. Ezeket az elej®n inicializ§lni kell, vagyis 

¿res vektorokk®nt megadni, ®s a ciklusban egyszerŤ vektor mŤvelettel mindig 

hozz§fŤzz¿k az ¼jabb ®rt®keket. A sorok v®g®re tegy¿nk pontosvesszŖket, hogy ne 

²rja ki mindig az ºsszes r®szeredm®nyt! Az eg®sz egyben a kºvetkezŖk®ppen n®z ki: 

> lat = []; long = [];  
> fid=fopen( 'hb_nmea.txt' );  
> while  feof(fid)==0  
>   line=fgetl(fid); % egy sor beolvas§sa 
>   % fi, lambda kiszơr®se 
>   fi_fok = line(8:9);   fi_perc = line(10:16);  
>   lambda_fok = line(20:22);  lambda_perc = line(23:29);  
>   % Ćtsz§m²t§s tizedfokba 
>   fi = str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60;  
>   lambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60;  
>   % elƇjelek 
>   NS = line(18);   if  NS=='S' ; fi=fi* - 1; end ;  
>   EW = line(31);   if  EW=='W' ; lambda=lambda* - 1; end ;  
>   % eredm®nyek ºsszefơz®se 
>   lat = [lat; fi]; long = [long; lambda];  
> end  
> fclose(fid);  

Ćbr§zoljuk az ¼tvonalat egy ¼j §br§n vastag piros vonallal!  

> figure(2)  
> plot(long, lat, 'r' , 'LineWidth' ,3)  

Az §bra alapj§n m®g neh®z lenne eldºnteni, hogy merre 

is ment a j§rmŤ, a kºnnyebbs®g kedv®®rt §br§zoljuk a 

partvonalakat is k®kkel. Ehhez tºlts¿k be a partvonal.txt 

§llom§nyt!  

> part = load( 'partvonal.txt' );  
> hold on; plot(part(:,1),part(:,2), 'b' )  

Milyen j§rmŤrŖl lehetett sz·? 
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A FEJEZETBEN H!3:.<,4 ª* &­''6O.9%K 

disp - Szºveg, v§ltoz·k tartalm§nak ki²r§sa a Command Window-ba 

if, elseif, else, end - K®tir§ny¼ felt®teles el§gaz§s 

switch, case - Tºbbir§ny¼ el§gaz§s 

for - Sz§ml§l§ssal vez®relt ciklus 

while - Felt®tellel vez®relt ciklus 

size - M§trix sorainak, oszlopainak sz§ma 

length - Vektor elemeinek sz§ma, vagy m§trix nagyobbik m®rete 

numel - M§trix/vektor ºsszes elemsz§ma 

randi - V®letlen eg®sz sz§mok gener§l§sa 

fprintf - F§jlba ®s k®pernyŖre is ²rhatunk form§zott szºvegeket 

sprintf - 
String t²pus¼ (szºveges) v§ltoz·ba/k®pernyŖre ²rhatunk 
form§zott szºvegeket 

\r\n - Sorv®ge jel a form§zott szºvegekn®l 

fix - Kerek²t®s mindig a 0 fel® 

round - Kerek²t®s matematikai ®rtelemben 

floor - Kerek²t®s lefel® 

ceil - Kerek²t®s felfel® 

load - 
Adatok betºlt®se (Matlab adat§llom§nyb·l (*.mat), egyszerŤ 
szºveges f§jlb·l) 

save - 
Adatok elment®se (Matlab adat§llom§nyba (*.mat), egyszerŤ 
szºveges f§jlba) 

print - Ćbra elment®se f§jlba 

interp1 - Egyv§ltoz·s interpol§ci· 

fopen - F§jl megnyit§sa 

fclose - F§jl bez§r§sa 

type - Szºveges f§jl tartalm§nak kilist§z§sa a Command window-ba 

fgetl - Beolvas egy sort ®s lev§gja belŖle a sorv®ge karaktert. 

fgets - Beolvas egy sort, megtartja a sorv®ge karaktert is. 

feof - F§jl v®ge jel (end-of-file) 

ftell - Pointer, hogy hol tart a f§jl beolvas§sa 

str2num - SzºvegbŖl sz§mm§ alak²t 
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Bizonyos feladatokat, probl®m§kat a hagyom§nyos analitikus matematikai 

m·dszerekkel nem, vagy csak nagyon nehezen lehet megoldani. Ezekben az 

esetekben haszn§lhat·ak a numerikus m·dszerek. Az analitikus megold§sok egzakt 

megold§sok, ahol a feladatban szereplŖ v§ltoz·k z§rt k®pletekkel kifejezhetŖek. Ilyen 

p®ld§ul egy m§sodfok¼ egyenlet megold· k®plete. A numerikus megold§s csak egy 

megkºzel²tŖ numerikus ®rt®ke a t®nyleges megold§snak. B§r a numerikus megold§s 

csak egy kºzel²t®s, az ®rt®ke nagyon pontos is lehet. A legtºbb numerikus m·dszer 

iterat²v elj§r§s, ahol fokozatosan kºzel²tj¿k a megold§st, am²g a k²v§nt pontoss§got el 

nem ®rj¿k. N®zz¿nk egy ®p²tŖm®rnºki p®ld§t, olyan esetre, ami analitikusan nem 

megoldhat·! 

Hidraulik§ban gyakori feladat a csatorna m®retez®s. A ny²lt felsz²nŤ csatorna alakja, 

anyaga, es®se, sz®less®ge ®s a v²zmagass§g f¿ggv®ny®ben levezethetŖ az elsz§ll²tott 

v²zhozam nagys§ga. N®zz¿k p®ld§ul egy szabadfelsz²nŤ, t®glalap keresztmetszetŤ 

csatorna v²zhozam§nak a k®plet®t! 

ὗ
ЍὛ

ὲ
Ͻ
ὦϽὬ

ὦ ςϽὬ
 

ahol Q - v²zhozam, n - Manning-f®le 

®rdess®gi egy¿tthat·, S - es®s, b - 

csatorna sz®less®ge, h - 

v²zmagass§g. 

Ez egy egzakt k®plet Q-ra, ha azonban arra vagyunk k²v§ncsiak, hogy a m®rt®kad· 

v²zhozam mekkora v²zm®lys®ggel k®pes lefolyni, akkor azt m§r nem tudjuk explicit 

m·don kifejezni. Kor§bban erre a feladatra k¿lºnbºzŖ grafikus vagy t§bl§zatos form§j¼ 

m®retez®si seg®dleteket haszn§ltak. Ugyan analitikus m·don most sem tudjuk 

elŖ§ll²tani a megold§st, viszont a sz§m²t·g®pek megjelen®se ·ta, numerikus 

m·dszereket haszn§lva elŖre megadott pontoss§g¼ kºzel²tŖ ®rt®ket tudunk adni a 

megold§sra. Ez azt jelenti, hogy ha visszahelyettes²tj¿k a megold§st h-ra, akkor nem 

kapjuk ugyan vissza pontosan a v²zhozam (Q) ®rt®k®t, de nagyon kºzel lesz¿nk hozz§.  

£vsz§zadok ·ta vannak kidolgozott numerikus technik§k az ilyen feladatok 

megold§s§ra, de ezeknek az alkalmaz§sa a mai sz§m²t·g®pek megjelen®se elŖtt 

nagyon bonyolult volt. A k®zzel, vagy mechanikus sz§mol·g®ppel v®gzett sz§m²t§sok 

nagyon idŖig®nyesek ®s kºnnyen elsz§molhat·ak voltak. Ezek a technik§k csak a 

sz§m²t§stechnika megjelen®s®vel terjedhettek el, mivel ezekkel m§r nem okoz 

probl®m§t a sok ism®tlŖdŖ, bonyolult sz§m²t§s elv®gz®se rºvid idŖ alatt. 

Egy m®rnºki probl®ma megold§sa sor§n elŖszºr defini§lni kell a feladatot, v§ltoz·kat, 

felt®teleket (hat§r®rt®kek, kezdŖ®rt®kek). Ut§na fel kell ²rni a fizikai modellt a 

probl®m§hoz, lehet ez a v²zhozam k®plete, tºmegvonz§s, Newton tºrv®nyei stb. El kell 

dºnteni, hogy megoldhat·-e a feladat analitikusan vagy csak numerikusan. Lehet-e 

esetleg elfogadhat· egyszerŤs²t®seket (pl. lineariz§l§s) tenni az analitikus 
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megold§shoz. IdŖnk®nt numerikus sz§m²t§sok eset®ben is egyszerŤs²t®sekkel kell 

®lni, ha t¼l bonyolult a modell, hogy bel§that· idŖn bel¿l megoldhat· legyen a feladat 

(l§sd p®ld§ul idŖj§r§s elŖrejelz®sek).  

Numerikus sz§m²t§sok alkalmaz§sa eset®n is ki kell v§lasztani, hogy melyik m·dszert 

alkalmazzuk. Minden feladat t²pushoz sokf®le kidolgozott m·dszer kºz¿l 

v§laszthatunk. A m·dszerek k¿lºnbºzhetnek pontoss§gban, sz§m²t§sig®nyben ®s a 

programoz§s bonyolults§g§ban is. A kiv§lasztott algoritmust az §ltalunk haszn§lt 

programoz§si nyelven implement§lni is kell. Matlab/Octave alkalmaz§sa eset®n a 

legtºbb esetben nem nek¿nk kell leprogramozni az algoritmusokat, mivel nagyon sok 

be®p²tett numerikus m·dszer tal§lhat· meg benn¿k, azonban ezeknek a h§tter®vel is 

c®lszerŤ megismerkedni, hogy helyesen tudjuk alkalmazni Ŗket.  

A feladat megold§sa ut§n le is kell valamilyen m·don ellenŖrizn¿nk a megold§st. Egy 

nemline§ris egyenlet eset®ben ez tºrt®nhet p®ld§ul visszahelyettes²t®ssel. 

Bonyolultabb esetekben, p®ld§ul differenci§legyenletek megold§sakor, a numerikus 

megold§st ºsszehasonl²thatjuk egy hasonl· probl®ma ismert megold§s§val, vagy 

megoldhatjuk k¿lºnbºzŖ m·dszerekkel ®s vizsg§lhatjuk ezek elt®r®seit.4 

+%2%+^4O3) ()"!ȟ ,%"%'y0/.4/3 3:<-<"2<:/,<3 

Mivel a feladatokat sz§m²t·g®p seg²ts®g®vel fogjuk megoldani, ismern¿nk kell a 

sz§m²t·g®pek korl§tait is, tudnunk kell, hogy hogyan t§rolj§k a sz§m²t·g®pek a 

sz§mokat, milyen hib§k fakadhatnak a t§rol§si m·db·l, vagy az algoritmusok 

megv§laszt§s§b·l. N®zz¿k meg a kºvetkezŖ egyszerŤ p®ld§kat! 

Pr·b§ljuk ki Matlab-ban a kºvetkezŖt: 

> x1 = 0.3, x2 = 0.1+0.1+0.1  

EgyenlŖ egym§ssal ez a k®t sz§m? L§tszatra igen. 

> x1==x2  

Ez ut·bbi mŤvelet (==) egy logikai mŤvelet, eredm®nye igaz(1) vagy hamis(0). (A 

logikai nem egyenlŖ kifejez®se Matlab-ban: ~=). A kerek²t®si hiba miatt most hamis(0) 

®rt®ket fogunk kapni. Ezek szerint 2x2 n®ha 5? N®zz¿k meg mekkora a ὸὫ  ®rt®ke? 

A tangens f¿ggv®ny ˊ/2-n®l nincs ®rtelmezve, a v®gtelenhez tart. Mi tºrt®nik, ha 

Matlabban szeretn®nk ezt kisz§molni? Hiba¿zenetet lapunk? 

> tan(pi/2)  

Nincs hiba¿zenet, Matlab-ban ¼gy tŤnik, m®giscsak ®rtelmezve van a f¿ggv®ny ˊ/2-

n®l, hiszen kapunk r§ v§laszt: 1.6331e+16. Mi®rt lehet ez? Ehhez n®zz¿k meg, hogyan 

t§rolja a sz§m²t·g®p a sz§mokat! Erre tºbb lehetŖs®g is van, az egyik m·dszer a 

Matlab §ltal is haszn§lt dupla pontoss§g¼ lebegŖpontos sz§m§br§zol§s (double). Ez a 

64 bites sz§m§br§zol§s a kettes sz§mrendszeren alapszik: 

ρ ϽάϽς , 

                                            

4 L§sd: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods, An Introduction with Applications 
Using MATLAB (SI Version), John Wiley & Sons (Asia) 
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ahol s az elŖjel bit (1 bit), m a mantissza (az ®rt®kes jegyek 52 biten) ®s e az 

exponenci§lis kitevŖ (11 biten) (s+m+e=>1+11+52 = 64 bit).  

A  v®gtelen sok val·s sz§mb·l nem lehet mindent pontosan reprezent§lni, l§sd pl. 0.1 

a kettes sz§mrendszerben v®gtelen szakaszos tizedes (vagyis jelen esetben 

'kettedes') tºrt lesz, amibŖl mi csak az elsŖ 52 bitet haszn§ljuk, a tºbbit eldobjuk. Ez a 

kerek²t®si hiba. 

ρ

ρπ

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς
Ễ 

Kettes sz§mrendszerben az egy tized egyenlŖ: 0.000110011001100110011... 

Ez®rt van, hogy amikor ºsszeadjuk a 0.1-et h§romszor, az nem egyenlŖ a 0.3-mal, ®s 

a tangens f¿ggv®ny is ®rtelmezve van Matlab-ban ˊ/2-n®l, mivel a ˊ/2-t sem tudjuk 

pontosan megadni. Ezt a hib§t nevezz¿k a v®ges sz§m§br§zol§sb·l eredŖ kerek²t®si 

hib§nak. A kerek²t®si hiba (d) nagys§grendj®t a g®pi pontoss§ggal (Ům - machine 

precision) lehet megadni. A numerikus sz§m²t§sokban  ρ ‏ ρ, ha d< Ům. Matlab-

ban a g®pi epszilon ®rt®ke:  

> eps  

£rt®ke: 2.2204e-16. Ez a lebegŖpontos sz§m§br§zol§sban k®t egym§st kºvetŖen 

§br§zolhat· sz§m elt®r®se. Adjunk hozz§ k®t sz§mhoz 10-14 ®rt®ket, ami m§r a g®pi 

epszilonn§l nagyobb, az elsŖ sz§m 1 legyen, a m§sodik 12345. 

> a = 1; b = 12345; c = 1e - 14;  
> a+c==a % a+c egyenlƇ- e a - val? -  0 (hamis)  
> b+c== b % b+c egyenlƇ- e b - val? -  1 (igaz)  

Mi®rt lehet az, hogy az egyik esetben siker¿lt hozz§adni ugyanazt a g®pi epszilonn§l 

nagyobb ®rt®ket a sz§mhoz, a m§sik esetben pedig nem?   

A v§lasz erre az, hogy a g®pi pontoss§g alap®rt®ke az 1-tŖl val· t§vols§g, de ®rt®ke a 

sz§m nagys§grendj®vel v§ltozik. N®zz¿k meg! 

> eps(a) % 2.2204e - 16 
> eps(b) % 1.8190e - 12 
> eps(1e20)  % 16384  

Ezt azt jelenti, hogy 1020 ut§n t§rolhat· legkisebb sz§m 16384-gyel nagyobb. Ha 

16384/2-t vagy ann§l kisebb sz§mot adunk hozz§ 1020-hoz, akkor a sz§m ®rt®ke nem 

fog v§ltozni, ha enn®l nagyobbat, akkor m§r igen (a kerek²t®s miatt, ha 16384/2+1-et 

adunk hozz§, akkor m§r felfel® fog kerek²teni). 

> 1e20 == 1e20+16384/2 % a v§lasz igaz 

N®zz¿nk egy m§sik tipikus hib§t, a kiolt· hib§t, amikor kºzel azonos nagys§g¼ 

sz§mokat vonunk ki egym§sb·l. N®zz¿k meg Matlab-ban a kºvetkezŖ p®ld§t: 

> x1 = 10.000000000000004  % 14 db 0 a tizedespont ut§n a 4- es elƇtt 
> y1 = 10.00000000000004  % 13 db 0 a tizedespont ut§n a 4- es elƇtt 
> (y1 - 10)/(x1 - 10)  

A v§rt eredm®ny: 0.000000000000004 / 0.00000000000004 = 10, a kapott eredm®ny 

azonban: 11.5! 

Mi®rt fontos nek¿nk a numerikus hib§k ismerete? £rdemes n®h§ny tanuls§gos esetet 

megn®zni a numerikus hib§k okozta katasztr·f§k kºzºtt! Az ¥bºlh§bor¼ idej®ben 
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1991-ben egy Patriot l®gv®delmi rak®ta nem tal§lta el az iraki Scud rak®t§t, ami miatt 

28-an meghaltak. Az oka numerikus hiba volt. A tizedm§sodpercben m®rt idŖket a 

rendszer megszorozta 1/10-del, hogy m§sodpercet kapjon, mivel ezt nem lehetett 

pontosan reprezent§lni bin§risan, fell®pett egy kis kerek²t®si hiba, sokszor egym§s 

ut§n elv®gezve a mŤveletet a hiba halmoz·dott. 100 ·r§s ¿zem eset®n az elt®r®s: 0.34 

m§sodperc volt, ami alatt egy Scud rak®ta tºbb, mint f®l kilom®tert tesz meg (1.676 

m/s sebess®ggel). 

Ugyancsak numerikus hiba okozta 1996-ban az ESA Ariane 5 rak®t§j§nak 40 

m§sodperccel a kilºv®se ut§n tºrt®nŖ felrobban§s§t! (ĂSome disasters caused by 

numerical errorsò - http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html). £rdekes 

lehet m®g a kºvetkezŖ oldal is: https://www5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html, 

ahol egy nagyobb gyŤjtem®ny tal§lhat· szoftverhib§k okozta probl®m§kr·l (sok kºzt¿k 

a numerikus sz§m²t§si probl®ma). 

!"3:/,ª4 O3 2%,!4^6 HIBA 

A hib§kat tºbbf®lek®ppen csoportos²thatjuk, a pontos ®rt®ktŖl val· t®nyleges elt®r®st 

abszol¼t hib§nak nevezz¿k, azonban a val·s§gban sokszor nem ezzel lehet a 

legjobban reprezent§lni a hiba nagys§g§t, c®lszerŤ bevezetni a relat²v hiba fogalm§t 

is. Legyen egy x val·s sz§m kºzel²t®se ὼ. 

Abszol¼t hib§nak nevezz¿k a t®nyleges elt®r®st: Ў ȿὼ ὼȿ 

A relat²v hiba az abszol¼t hiba osztva x ®rt®k®vel: 
‐
ȿὼ ὼȿ

ȿὼȿ
 

Amikor x egy kºr¿li ®rt®k, akkor nincs l®nyeges elt®r®s a kettŖ kºzºtt, azonban amikor 

x>>1, a relat²v hiba jobban t¿krºzi a hiba jelentŖs®g®t. N®zz¿nk erre egy p®ld§t! 

Legyen k®t t§vols§g (ὸȟὸ), amit becsl¿nk (ὸ, ὸ). 

ὸ ρπππ άȠ     ὸ ωππ άȠ 

Ў ρππ άȠ    ‐ ρπ ϷȠ 

ὸ ςππ άȠ     ὸ ρππ άȠ 

Ў ρππ άȠ    ‐ υπ ϷȠ 

Az abszol¼t hiba mindk®t esetben 100 m, de az elsŖ becsl®s m®gis sokkal pontosabb, 

mint a m§sodik ®s ez a relat²v hib§k nagys§g§ban is t¿krºzŖdik (10% ill. 50%). 

34!"),)4<3ȟ +/.$^#)s3:<- 

Miut§n l§ttuk, hogy a numerikus hib§kkal egy¿tt kell ®ln¿nk a sz§m²t§sok sor§n, a 

kºvetkezŖ fontos k®rd®s, hogyan kezelj¿k Ŗket? Megb²zhatunk-e a kapott 

eredm®nyben? Ehhez m®g k®t fogalmat kell megismern¿nk, az adott probl®ma 

®rz®kenys®g®t/kond²cion§lts§g§t ®s az algoritmus stabilit§s§t. 

¶ Egy matematikai probl®ma j·l kondicion§lt ha a bemeneti param®terek kis 

v§ltoz§s§ra az eredm®ny is kis m®rt®kben v§ltozik. 

¶ Egy algoritmus numerikusan stabil ha bemeneti param®terek kis v§ltoz§s§ra az 

eredm®ny is kis m®rt®kben v§ltozik. 

http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html
https://www5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html
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A pontoss§g f¿gg a probl®ma kondicion§lts§g§t·l ®s az algoritmus stabilit§s§t·l. 

Pontatlans§got okozhat, ha stabil algoritmust alkalmazunk rosszul kondicion§lt 

probl®m§ra, vagy instabil algoritmust alkalmazunk j·l kondicion§lt probl®m§ra. 

34!"),)4<3 

N®zz¿k meg a kºvetkezŖ m§sodfok¼ egyenlet megold§s§t! 

ὼ ρππȢπππρ ὼ πȢπρ π 

Ennek az egzakt megold§sa a kºvetkezŖ: ὼ ρππȠὼ πȢπππρȠ Megold§s fel²rhat· a 
m§sodfok¼ megold·k®plettel: 

ὼ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ƞ       ὼ

ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ƞ 

Oldjuk meg Matlab-ban, az eredm®nyek megjelen²t®s®t §ll²tsuk §t tºbb tizedes jegyre! 

> format long ;  
> a = 1; b = - 100.0001; c = 0.01;  
> D = sqrt(b^2 -  4*a*c) % 99.999899999999997  
> xl = ( - b + D)/(2*a) % 100  
> x2 = ( - b -  D)/(2*a) % 1.000000000033197e - 04 

ὼ-re nem kaptunk pontos eredm®nyt a kerek²t®si hiba miatt. Miut§n b negat²v, ²gy 

ebben az esetben a sz§ml§l·ban k®t egym§shoz nagyon kºzeli ®rt®ket kell kivonni 

egym§sb·l, itt is fell®p a kiolt· hiba. 

Sok esetben, amikor a matematikai kifejez®s k®t egym§ssal kºzel megegyezŖ 

kifejez®s k¿lºnbs®g®t tartalmazza, a feladat §talak²that· olyan form§ba is, ami 

kev®sb® ®rz®keny a kerek²t®si hib§kra. ὼ  eset®ben ezt megtehetj¿k, ha 

megszorozzuk a formul§t ὦ Ѝὦ τὥὧȾ ὦ Ѝὦ τὥὧ-vel: 

ὼ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ͻ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὧ

ὦ Ѝὦ τὥὧ
 Ƞ 

Haszn§ljuk most ez ut·bbi kifejez®st a megold§shoz: 

> x2m = (2*c)/( - b+D) % 1.000000000000000e - 04 

Most a v§rt eredm®nyt kaptuk. N®zz¿nk egy m§sik p®ld§t az algoritmus 

megv§laszt§s§nak fontoss§g§ra! K®tf®le m·don is kºzel²thetj¿k az Ὡ  ®rt®k®t: 

Ὡ ρ ὼ
ὼ

ςȦ

ὼ

σȦ
Ễ 

Ὡ
ρ

Ὡ

ρ

ρ ὼ
ὼ
ςȦ

ὼ
σȦ Ễ

 

Sz§moljuk ki a f¿ggv®ny ®rt®k®t x = 8.3 helyen a fent megadott k®t m·dszerrel! Tºlts¿k 

be az emx.m f¿ggv®nyt, ami k®t kimenettel megadja a k®tf®le kºzel²t®st n tag 

eset®ben, x helyen! 

> function  [f g] = emx(x,n)  
>     f = 1; % elsƇ kºzel²t®s 1 -  x + x^2/2 -  x^3/6 + ...  
>     p = 1; % elsƇ kºzel²t®s a nevezƇre (1 + x + x^2/2 + x^3/6 + ...) 
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>     for  i=1:n  
>         s = x^i/factorial(i);  
>         f = f +( - 1)^i*s;  
>         p = p + s;  
>         g = 1 / p;  
>     end  
> end  

A megold§s pontos ®rt®ke: exp(-8.3) = 2.4852e-04 

Pr·b§ljuk ki az elŖbbi f¿ggv®nyt n = 10, 20, 30 esetben! Ćlljunk vissza a kevesebb 

sz§mjegy kijelz®s®re, most el®g lesz ez is. 

> format short  
> megoldas = exp( - 8.3) % 2.4852e - 04 
> [f  g] = emx(8.3,10) % f=188.0344,   g=3.1657e - 04 
> [f g] = emx(8.3,20) % f=0.2833,     g=2.4856e - 04 
> [f g] = emx(8.3,30) % f=2.5151e - 04, g=2.4852e - 04 

Az eredm®nyek:  

n= 10 20 30 

f 188.0344 0.2833 2.5151e-04 

g 3.1657e-04 2.4856e-04 2.4852e-04 

L§tjuk, hogy a k®t algoritmus kºz¿l a m§sodik sokkal hamarabb kºzel²ti meg a pontos 

®rt®ket, nem mindegy milyen m·dszerrel oldjuk meg a feladatot! 

+/.$^#)s3:<- 

Oldjuk meg a kºvetkezŖ line§ris egyenletrendszert! 

φὼ ςὼ ρπ 

ρρȢυὼ σȢψυὼ ρχ 

Az egyenletrendszer m§trixos alakban (ὃϽὼ ὦ): 

ὃ
φ ς
ρρȢυ σȢψυ

Ƞ      ὦ
ρπ
ρχ

 

Oldjuk meg ezt a feladatot Matlab-ban. A megold§s matematikailag: ὼ ὃ Ͻὦ. 

Matlab-ban az inv parancs sz§m²tja egy m§trix inverz®t. Oldjuk meg a feladatot! 

> A = [6, - 2; 11.5, - 3.85]; b = [10; 17];  
> x = inv(A)*b % 45.0000; 130.0000  

Megold§s a 45 ®s a 130 lett. M·dos²tsuk egy kicsit a m§sodik egyenletben az ὼ 

egy¿tthat·j§t -3.85-rŖl -3.84-re, ®s oldjuk meg ¼jra a feladatot! 

> A = [6, - 2; 11.5, - 3.84]  
> x = inv(A)*b % 110.0000; 325.0000  

Most a megold§s 110 ®s 325 lett. Csak egy kicsit v§ltoztattunk az egyenletrendszeren, 

m®gis ·ri§si lett a v§ltoz§s a v®geredm®nyben! Azt v§rtuk volna, hogy mivel a k®t 
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bemenet nagyon kºzel van egym§shoz a megold§sok is hasonl·ak lesznek. Nem ²gy 

tºrt®nt. Mi okozhatja ezt? 

Vannak olyan m§trixok, amelyek nagyon 

®rz®kenyek a bemenet kis megv§ltoz§s§ra. 

Ezt az ®rz®kenys®get lehet m®rni a m§trix 

kond²ci·sz§m§val. A kond²ci·sz§m (ə) 

teremt kapcsolatot a kimenet relat²v hib§ja ®s 

a bemenet relat²v hib§ja kºzºtt. Min®l 

nagyobb ez a sz§m, a bemenet kis 

megv§ltoz§sa ann§l nagyobb v§ltoz§st fog 

okozni a kimenetet illetŖen.  

‖

Ὢὼ Ὢὼ
Ὢὼ
ὼ ὼ
ὼ

ὼ

Ὢὼ
Ͻ
Ὢὼ Ὢὼ

ὼ ὼ

ὼϽὪᴂὼ

Ὢὼ
 

N®zz¿k meg ennek a m§trixnak a kond²ci· sz§m§t! 

> cond(A) % 4.6749e+03  

Eredm®nye: 4674.9 lett. Min®l nagyobb ez a sz§m, ann§l bizonytalanabb a megold§s, 

ugyanis a bemenet kis hib§ja ugyanennyi szeres®re nagy²t·dik fºl a kimenetn®l! Erre 

nagyon oda kell figyelni a m®rnºki munk§k sor§n, ahol a bemeneti m®r®sek, §lland·k 

tºbbnyire csak kºzel²tŖ ®rt®kek, hib§kkal terheltek. 

#3/.+^4<3) ()"! 

A v®ges sz§m§br§zol§sb·l ad·d· kerek²t®si hiba hat§s§t m§r l§ttuk, ®s azt is, hogy 

mennyire fontos ennek kºvetkezt®ben az algoritmus helyes megv§laszt§sa, p®ld§ul 

ker¿lni kell a kºzel azonos nagys§g¼ sz§mok kivon§s§t, ha van r§ m·d.  

Egy m§sik fontos hiba akkor l®p fel, amikor az egzakt matematikai kifejez®s helyett 

annak kºzel²t®s®t alkalmazzuk a numerikus sz§m²t§sok sor§n, p®ld§ul: Taylor-soros 

kºzel²t®s, numerikus deriv§l§s, integr§l§s. Ćltal§ban akkor l®p fel a probl®ma, amikor 

egy bonyolult, szimbolikusan nem megoldhat· probl®m§t, egyszerŤbb, sz§m²t·g®ppel 

kºnnyebben kezelhetŖ probl®m§val helyettes²tj¿k. 

A Taylor-soros kºzel²t®sre m§r l§ttunk p®ld§t az elŖzŖekben is, min®l tºbb tagot 

vett¿nk figyelembe, ®rtelemszerŤen ann§l kisebb volt a csonk²t§si hiba ®s megfelelŖen 

v§lasztott algoritmus eset®n viszonylag gyorsan siker¿lt j· kºzel²t®st el®rni. Most 

n®zz¿k meg az ex kºzel²t®s®t Taylor-sorral 4 taggal: Ὡ ρ ὼ
Ȧ Ȧ

 

> x=1  
> f = exp(x) % 2.7183 ð t®nyleges ®rt®k 
> g = 1 + x + x^2 /2 + x^3/6 % 2.6667 ð csonk²t§si hib§val terhelt ®rt®k 

Nem csak a Taylor soros kºzel²t®s tartalmaz csonk²t§si hib§t, hanem a numerikus 

integr§l§s is, vagy a deriv§lt differenciah§nyadossal val· kºzel²t®se is. N®zz¿nk ez 

ut·bbira egy p®ld§t: 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ
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A csonk²t§si hiba felsŖ korl§tja becs¿lhetŖ.  

Hat§rozzuk meg a csonk²t§si hiba felsŖ 

korl§tj§t az al§bbi f¿ggv®ny deriv§ltj§nak a 

differenciah§nyadossal tºrt®nŖ kºzel²t®se 

eset®n, x=2 helyen5! 

ώ ὼ 

Kºzel²ts¿k numerikusan a deriv§ltat a 

differenciah§nyadossal! 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ

ς Ὤ ς

Ὤ
 

A csonk²t§si hib§t a Taylor-soros kºzel²t®s alapj§n becs¿lhetj¿k: 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ ὪᴂὼϽὬ
Ὢ ‚

ς
 ϽὬ 

, ahol ὼ ‚ ὼ Ὤ. Ez®rt §trendezve igaz a kºvetkezŖ: 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ
Ὢᴂὼ

Ὢ ‚

ς
 ϽὬ 

A fenti egyenlet bal oldal§n a csonk²t§si hib§t tal§ljuk (a kºzel²t®s ®s a t®nyleges ®rt®k 

elt®r®se), a jobb oldalon pedig ehhez egy felsŖ korl§tot, amin®l biztosan kisebb lesz a 

hiba. Jelºlj¿k Ὄ-val ezt a hib§t, a felsŖ korl§tot pedig ‐-nal. Eset¿nkben pontosan 

ismerj¿k az elsŖ (ώ σ ὼ ρς) ®s a m§sodik deriv§ltat is (ώ φὼ), ²gy a csonk²t§si 
hib§ra igaz a kºvetkezŖ: 

ὌὬ
ς Ὤ ς

Ὤ
ρς

Ὢ ‚

ς
 ϽὬ

φ ‚ Ὤ 

ς
σ ‚ Ὤ  

A csonk²t§si hiba becs¿lt felsŖ korl§tja h f¿ggv®ny®ben maxim§lis ‚ eset®n (‚ ὼ
Ὤ), ὼ ς helyen: 

‐Ὤ σ ς Ὤ Ὤ  

A fenti k®pletbŖl l§that·, amint az v§rhat· is volt, hogy min®l kisebb Ὤ intervallumokra 

osztjuk fel a f¿ggv®nyt a differenciah§nyadosok sz§m²t§s§hoz, ann§l kisebb lesz a 

csonk²t§si hiba.  

TELJES HIBA 

Ćbr§zoljuk az elŖzŖ deriv§lt kºzel²t®s®nek becs¿lt felsŖ korl§tj§t ®s sz§m²tsuk ki a 

t®nyleges hib§t is a l®p®skºz v§ltoz§s§nak f¿ggv®ny®ben! Vegy¿k fel a kºvetkezŖ 

l®p®skºzºket: 

Ὤ ρȟρπȟρπȟỄȟρπ  

> format long  
> n = 0: - 1: - 15, h = 10.^n  

                                            

5 Pal§ncz B®la numerikus m·dszerek p®ldat§ra alapj§n 
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Adjuk meg egysoros f¿ggv®nyk®nt a becs¿lt felsŖ korl§tot ®s a t®nyleges hib§t is! 

(Figyelj¿nk a . haszn§lat§ra, mivel most vektorok elemenk®nti mŤvelet®rŖl van sz·) 

> e = @(h) 3*(2 + h).*h; % becs¿lt felsƇ korl§t 
> H = @(h) abs(((2 + h).^3 -  8)./h -  12) % t®nyleges hiba 

Sz§moljuk ki a k®t f¿ggv®ny ®rt®k®t a k¿lºnbºzŖ l®p®skºzºkhºz ®s §br§zoljuk az 

eredm®nyeket log-log koordin§ta rendszerben (ezt a loglog paranccsal tehetj¿k meg)! 

> figure(1)  
> loglog(h,e(h)); hold on 
> loglog(h,H(h))  
> legend( 'Becs¿lt felsƇ hibakorl§t', õT®nyleges hiba')  

 

Mit l§tunk a fenti §br§n? Ahogy csºkken a l®p®skºz, ¼gy csºkken a csonk²t§si hiba 

becs¿lt felsŖ korl§tja is ®s egy darabig a t®nyleges hiba is ennek megfelelŖen, azonban 

egy pont ut§n (valahol 10-8 kºrny®k®n) hirtelen elkezd nŖni ¼jra a t®nyleges hiba. MI 

lehet ennek az oka? Ez abb·l ad·dik, hogy a teljes hiba a csonk²t§si ®s a kerek²t®si 

hiba ºsszegek®nt §ll elŖ. Nagyj§b·l 10-8 ®rt®kig a csonk²t§si hiba domin§l, ut§na 

viszont erŖteljesen elkezd nŖni a kerek²t®si hiba. Ennek a jelens®gnek igen fontos 

szerepe van p®ld§ul a differenci§legyenletek numerikus megold§s§n§l! 

Term®szetesen hasonl·an a kor§bban l§tottakn§l itt is lehet olyan algoritmust 

v§lasztani, ami kev®sb® ®rz®keny a kerek²t®si hib§ra, hiszen a fŖ hiba itt is a kiolt· 

hiba, mivel a differenciah§nyados sz§ml§l·j§ban k®t kºzel azonos sz§mot vonunk ki 

egym§sb·l, min®l kisebb h, ann§l kisebb a k®t sz§m kºzºtti elt®r®s. Most a 

differenciah§nyadost kºnnyen egyszerŤs²thetj¿k: 

ς Ὤ ς

Ὤ
ρς φ Ὤ Ὤ 

EbbŖl a csonk²t§si hiba:  

ὌὬ ȿρςφ Ὤ Ὤ ρςȿ ȿφ Ὤ Ὤȿ 

> H2 = @(h) abs(6*h + h.^2)  
> abr1=loglog(h,H2(h), 'g' , 'LineWidth' ,2)  
> legend(a br1, 'Teljes hiba -  jav²tott algoritmus')  



  3. Sz§m²t§sok hib§i 

 43  

 

A differenciah§nyadost itt mi egyszerŤs²tett¿k manu§lisan, term®szetesen lehetŖs®g 

van ilyen egyszerŤs²t®sekre Matlab-ban is, ezek azonban m§r a szimbolikus 

sz§m²t§sok t®makºr®be tartoznak, ami a Symbolic Math Toolbox r®sze (Octave-ban 

ehhez telep²teni kell a symbolic package-t, l§sd az 1. gyakorlat Kieg®sz²t®s Octave-

hoz fejezet®t). 

Szimbolikus sz§m²t§sok sor§n nem konkr®t sz§mokkal sz§molunk, hanem 

v§ltoz·kkal. Ehhez elŖszºr meg kell adni a Matlab sz§m§ra  syms paranccsal, hogy 

melyek lesznek a szimbolikus v§ltoz·ink, ezekkel a szimbolikus v§ltoz·kkal meg kell 

h²vjuk a f¿ggv®nyt, ekkor egyszerŤs²thetj¿k a kifejez®st a simplify paranccsal. A 

simplify parancs eredm®nye egy szimbolikus v§ltoz· lesz, amibe nem lehet konkr®t 

sz§mokat behelyettes²teni, csak, ha visszaalak²tjuk hagyom§nyos f¿ggv®nny® a 

kifejez®st a matlabFunction paranccsal. 

> syms h  
> Hsym = simplify(H(h)) % Hsym = abs(h*(h + 6))  
> H2 = matlabFunction(Hsym) % H2 = @(h)abs(h.*(h+6.0))  

A Workspace-ben is l§thatjuk, hogy Hsym ®rt®ke szimbolikus. N®zz¿k meg mi tºrt®nik, 

ha megpr·b§lunk egy konkr®t ®rt®ket behelyettes²teni! 

> H2(1e - 1) % 0.610000000000000  
> Hsym(1e - 1)  

Subscript indices must either be real positive integers or logicals.  
 
Error in sym/subsref (line 841)  
            R_tilde = builtin('subsref',L_tilde,Idx);  
 
Error in gyak3 (line 78)  
Hsym(1e - 1)  

A m§sodik esetben hiba¿zenetet kapunk, mivel szimbolikus kifejez®sbe nem lehet 

behelyettes²teni egy ®rt®ket. 
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! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

== - Logikai egyenlŖs®g 

~= - Logikai ônem egyenlŖô 

eps - G®pi epszilon/g®pi pontoss§g nagys§ga,  

factorial - Faktori§lis, n! 

inv - M§trix inverze 

cond - Kond²ci· sz§m 

loglog - Ćbr§zol§s logaritmikus sk§l§n (mindk®t tengelyen) 

syms - Szimbolikus v§ltoz·k, kifejez®sek defini§l§sa 

simplify - Szimbolikus kifejez®sek egyszerŤs²t®se 

matlabFunction - Szimbolikus kifejez®sek f¿ggv®nny® alak²t§sa 

 

 



   4. Nemline§ris egyenletek gyºkei 

 45  

τȢ .%-,).%<2)3 %'9%.,%4%+ '9v+%) 

Az Ὢὼ π  egyenlet numerikus megold§sa, z®rushelyeinek/gyºkeinek a 

megtal§l§sa, sok esetben mer¿l fel megoldand· feladatk®nt. Ahhoz, hogy megoldjunk 

egy nemline§ris  feladatot §ltal§nosan, az egyenletet elŖszºr (ha nem ilyen form§ban 

volt megadva) §t kell alak²tanunk  

Ὢὼ π 

alakba. Ennek az egyenletnek a megold§s§t az egyenlet gyºk®nek, vagy 

z®rushely®nek is nevezik. Az x megold§s visszahelyettes²tve kiel®g²ti az egyenletet, 

vagyis az egyenlet ®rt®ke nulla vagy kºzel²tŖleg (adott hibahat§ron bel¿l) nulla lesz. 

Grafikusan a megold§s az a pont, ahol a f¿ggv®ny metszi az x tengelyt. 

Az Ὢὼ π egyenlet megold§sa 

sok esetben csak numerikusan, 

iter§ci·kkal lehets®ges, azaz akkor 

fogadjuk el a megold§st, ha egy 

megadott ȹ hibakorl§t alatt van, 

Ὢὼ Ў. A megold§si m·dszerek 

tºbbs®ge ¼n. lok§lis m·dszer, azaz 

az iter§ci·hoz sz¿ks®g van egy vagy 

tºbb indul· ®rt®kre. A megold§sra 

sokf®le algoritmust dolgoztak ki. Az 

algoritmusok jellemzŖje, hogy 

egyszerre csak egy gyºk 

meghat§roz§s§t teszik lehetŖv®, 

tºbb z®rushely eset®n, tºbb kezdeti 

®rt®kkel kell lefuttatni Ŗket. 

#3!4/2.! -O2%4%:O3) 0O,$! 

N®zz¿nk meg egy csatorna m®retez®si feladatot a hidraulika t®makºr®bŖl! 

A ny²lt felsz²nŤ csatorna alakja, anyaga, es®se, sz®less®ge ®s a v²zmagass§g 

f¿ggv®ny®ben levezethetŖ az elsz§ll²tott v²zhozam nagys§ga. N®zz¿k p®ld§ul egy 

szabadfelsz²nŤ, t®glalap keresztmetszetŤ csatorna v²zhozam§nak a k®plet®t! 

ὗ
ЍὛ

ὲ
Ͻ
ὦϽὬ

ὦ ςϽὬ
 

ahol Q - v²zhozam, n - Manning-f®le ®rdess®gi 

egy¿tthat·, S - es®s, b - csatorna sz®less®ge, h 

- v²zm®lys®g. Mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 

m®teres v²zm®lys®ghez? Hat§rozzuk meg a csatorn§ban a v²zszint magass§g§t, h-t, 

3 m3/s m®rt®kad· v²zhozam eset®n, 0.8 ezrel®k es®s eset®n, 0.02 Manning-f®le 
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®rdess®gi egy¿tthat· ®s 2 m csatorna sz®less®g mellett! Vagyis: Ὓ πȢπππψȠὲ

πȢπςȠὗ σ ά ίȠὦ ς ά6 

A feladat elsŖ fel®re, hogy mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 m®teres v²zm®lys®ghez, 

kºnnyŤ v§laszolni, ez csak egyszerŤ behelyettes²t®st jelent.  ElŖszºr adjuk meg a 

v§ltoz·k ®rt®keit ®s defini§ljuk a v²zhozamot (Q) a v²zm®lys®g (h) f¿ggv®ny®ben! 

> clear all ; clc;close all ;  
> % V§ltoz·k ®rt®kad§sa 
> S = 0.0008; n = 0.02; Q = 3; b = 2;  
> % V²zhozam egysoros f¿ggv®nyk®nt: h f¿ggetlen v§ltoz· 
> Q=@(h) sqrt(S)/n*(b*h).^(5/3)./(b+2*h).^(2/3);  

Mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 m-es v²zm®lys®ghez? 

> % Mekkora v²zm®lys®g tartozik 1 ®s 2 m- es v²zm®lys®ghez? 
> Q(1), Q(2) %  1.7818 illetve 4.3170  m^3/s  

A m§sodik k®rd®s az volt, hogy mekkora lesz a Q=3 m3/s v²zhozamhoz tartoz· 

v²zm®lys®g. Mivel nem tudjuk kifejezni az egyenletbŖl h-t Q f¿ggv®ny®ben, ez®rt itt 

most csak kºzel²tŖ, numerikus megold§s jºhet sz·ba. A k®t behelyettes²tett ®rt®k 

alapj§n az 1 m-hez 1.78 m3/s, a 2 m-hez pedig 4.31 m3/s v²zhozam tartozik, teh§t 

valahol 1 ®s 2 m®ter kºzºtt lesz a keresett v²zm®lys®g a m®rt®kad· 3 m3/s 

v²zhozamhoz. Ćbr§zoljuk a f¿ggv®nyt a 0-2 m tartom§nyon ®s rajzoljuk be a k²v§nt 

Q=3 m3/s ®rt®ket is! F¿ggv®nyeket az fplot paranccsal tudunk megjelen²teni, 

ºsszetartoz· pontp§rokat pedig a plot paranccsal. Az fplot paranccsal megjelen²tett 

gºrb®k tulajdons§gait a set paranccsal §ll²thatjuk be (pl. 'Color',ôLineWidthô opci·), ha 

elŖtte valamilyen v§ltoz·hoz hozz§rendelj¿k az §br§t.  

> % A f¿ggv®ny §br§zol§sa a [0;2] intervallumon 
> figure(1); hold on;  
> h1 = fplot(Q, [0 2]);  
> set(h1, 'Color','k','LineWidth' ,2)  
> % y=3 vonal berajzol§sa a [0 2] intervallumon k®t pontot megadva 
> plot([0,2],[3,3], 'r' )  
> % Ćbra feliratoz§s 
> title( 'Csatorna m®retez®s');  
> xlabel( 'V²zm®lys®g [m]');  
> ylabel( 'V²zhozam [m^3/s]');  

 

Az §br§b·l l§tszik, hogy a megold§s valahol 1.4 ®s 1.6 kºzºtt lesz. A megold§s 

megtal§l§s§hoz haszn§lhat· algoritmusok viszont mindig a z®rushelyet/gyºkhelyet 

                                            

6 A p®lda Pal§ncz B®la (2012): Numerikus m·dszerek p®ldat§r§b·l val·, kis §talak²t§ssal. 
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keresik, vagyis hol metszi a f¿ggv®ny az x tengelyt. Ezt az alakot kell nek¿nk is 

defini§lni egy §trendez®s ut§n, vagyis §t kell alak²tanunk a Q(h)=3 egyenletet, f(h)=0 

alakba: 

> f = @(h) Q(h) - 3 
> figure(2); h2 = fplot(f, [0 2]);  
> set(h2, 'LineWidth' ,2)  
> % y=0 vonal berajzol§sa a [0 2] intervallumon k®t pontot megadva 
> hold on; plot([0,2],[0,0], 'm' )  

 

A megold§s, a gyºkhely vagy z®rushely meghat§roz§sa tºbbf®le m·dszerrel tºrt®nhet, 

a k®t fŖ t²pusa ezeknek a z§rt ®s a ny²lt intervallum m·dszerek.  

:<24 ).4%26!,,5- -s$SZEREK 

Z§rt intervallum m·dszerek eset®n egy [a,b] intervallumot adunk meg, amiben benne 

van a megold§s. Ebben az esetben az intervallum k®t v®gpontj§ban ellent®tes elŖjel¿k 

lesz a f¿ggv®ny®rt®keknek, azaz ὪὥϽὪὦ π.  hiszen a kettŖ kºzºtt v§lt elŖjelet a 
f¿ggv®ny, §thalad a null§n. Ebben az esetben az intervallumon bel¿l biztosan tal§lhat· 

z®rushely (c), amennyiben f(x) folytonos. Ilyenkor fokozatosan szŤk²tj¿k az intervallum 

nagys§g§t, vizsg§lva a v®gpontok f¿ggv®ny ®rt®keit, addig, am²g m§r vagy nagyon 

kºzel lesz a f¿ggv®ny ®rt®ke 0-hoz (megadott pontoss§gon bel¿l), vagy maga az 

intervallum lesz nagyon kicsi. Tºbbf®le z§rt intervallum m·dszer l®tezik, k¿lºnbs®g 

abban van kºzºtt¿k, hogy milyen m·dszerrel szŤk²tik az intervallum nagys§g§t. A z§rt 

intervallum m·dszerek mindig eredm®nyre vezetnek, csak az egyik m·dszer 

lassabban, a m§sik gyorsabban. 

).4%26!,,5- &%,%:O3 -s$3:%2% ɉ")3%#4)/. METHOD) 

A kezdeti intervallumot megfelezve 

megvizsg§ljuk a v®gpontokban a 

f¿ggv®ny®rt®keket, ahol elt®rŖ elŖjelŤ, az 

lesz az ¼j intervallum, ezt ism®telj¿k a 

k²v§nt ȹ pontoss§gig. 

1. ὧ ὥ ὦȾς  

2. ha ȿὪὧȿ Ў O v®ge 

3. ha ὪὥϽὪὧ π, akkor ὦ ὧ, 

k¿lºnben ὥ ὧ 
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(ª2-s$3:%2 ɉ2%'5,! &ALSI METHOD) 

Az intervallumfelez®s m·dszer®n®l hat®konyabb megold§s a h¼rm·dszer (§ltal§ban 

gyorsabban konverg§l). Itt az intervallum v®gein kisz§molt f(a) ®s f(b) pontokat 

ºsszekºtŖ h¼rnak az x tengellyel val· metsz®spontj§t hat§rozzuk meg mint ¼j kºzel²tŖ 

®rt®ket. Az egyenes x tengellyel val· metsz®spontja (y=0), hasonl· h§romszºgekbŖl 

kisz§m²that·: 

ὦ ὥ

Ὢὦ Ὢὥ
 
ὧ ὥ

π Ὢὥ
 

1. Megold§sa x=c: 

ὧ
ὥϽὪὦ ὦϽὪὥ

Ὢὦ Ὢὥ
 

2. ha ȿὪὧȿ Ў O v®ge 

3. ha ὪὥϽὪὧ π, akkor ὦ ὧ, 
k¿lºnben ὥ ὧ 

).4%26!,,5- &%,%:O3 O3 (ª2-s$3:%2 -!4,!"-BAN 

N®zz¿k meg, hogyan tudunk saj§t Matlab/Octave f¿ggv®nyt ²rni az intervallum felez®s 

m·dszer®re! Adjunk meg egy ȹ hibakorl§tot ®s egy maxim§lis iter§ci· sz§mot (N)! 

Ehhez felt®tel vez®relt ciklusra lesz sz¿ks®g¿nk (while ciklus). A le§ll§si felt®telek, ha 

el®rj¿k a kºzel²t®s hibak¿szºb®t, vagy a maxim§lis iter§ci· sz§mot! Itt sz¿ks®ges lesz 

egy logikai £S haszn§lat§ra a k®t felt®tel egy¿ttes vizsg§lat§ra, ezt tºbbf®lek®ppen is 

megadhatjuk Matlab-ban: feltetel1 && feltetel2 vagy and(feltetel1, feltetel2).  

> function  [c, i] = intfelezes(f, a, b, delta, N)  
>     c = (a+b)/2;    % Intervallumfelez®s (1. iter§ci·) 
>     i = 1;          % Iter§ci·k sz§ma 
>     % Le§ll§si felt®tel:  
>     % el®rj¿k a kºzel²t®s k¿szºb®rt®k®t vagy a maxim§lis iter§ci· 
sz§mot 

>     while  abs (f(c)) > delta && i <= N  
>         if  f(c)*f(a) < 0  
>             b = c;  
>         else  
>             a = c;  
>         end ;  
>         i = i + 1;  
>         c = (a +b)/2;  
>     end ;  
> end  

A h¼r m·dszer implement§l§sa ugyan²gy tºrt®nhet, csup§n a c kisz§m²t§s§ban van 

k¿lºnbs®g az elsŖ ®s a tov§bbi iter§ci·kban, c=(a+b)/2  helyett: 

> c = (a*f(b) -  b*f(a))/(f(b) -  f(a));  

#3!4/2.! -O2%4%:O3 :<24 ).4%26!,,5- -s$3ZEREKKEL 

Haszn§ljuk az §ltalunk meg²rt f¿ggv®nyeket (intfelezes.m illetve hur.m) a 

megold§shoz. N®zz¿k meg a kapott f¿ggv®ny ®rt®keket ®s rajzoljuk be az §br§ba a 
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megold§st. Ahhoz, hogy a saj§t f¿ggv®nyeinket (intfelezes.m, hur.m) haszn§lni tudjuk, 

ugyanabban a kºnyvt§rban kell legyenek, mint, ahov§ dolgozunk! 

> [xint, iint]= intfelezes(f, 1.4, 1.6, 1e - 9, 100) % interv. felez®s 
> % xint = 1.4929, iint = 28  
> [xhur, ihur]= hur(f, 1.4, 1.6, 1e - 9, 100) % h¼r m·dszer 
> % xhur = 1.4929, ihur = 4  
> % EllenƇrz®s  
> f(xint), f(xhur) %   - 4.56 29e - 10,  - 1.3299e - 10 
> % Ćbr§zol§s az eredeti f¿ggv®nybe visszahelyettes²tve 
> plot(xhur, f(xhur), 'rd' , 'MarkerFaceColor' , 'r' );  

 

£rt®kelj¿k az eredm®nyeket! A megold§sok ugyanazok? Melyik volt a gyorsabb 

algoritmus? Melyik adta a pontosabb eredm®nyt?  

.9^,4 ).4%26!,,5- -s$3:%2%K 

A ny²lt intervallum m·dszerekn®l csak a z®rushely egy kºzel²tŖ x0 ®rt®k®t ismerj¿k. A 

m·dszereknek a konvergenci§ja §ltal§ban sokkal gyorsabb, mint a z§rt intervallum 

m·dszerek®, amennyiben konverg§lnak! Szigor¼bb konvergencia felt®teleket 

ig®nyelnek, ®s nem mindig adnak eredm®nyt. Tºbbf®le m·dszer van ezekbŖl is p®ld§ul 

a gradiens t²pus¼ Newton ®s szelŖ m·dszer ®s a gradiens n®lk¿li fixpont, ®s ennek 

tov§bb fejleszt®se a Wegstein m·dszer (f(x)=0 egyenletet g(x)=x alakra hozva).  

NEWTO. -s$3:%2 ɉ.%74/.ͻ3 METHOD) 

A Newton m·dszer (vagy Newton-Raphson m·dszer) abban az esetben haszn§lhat·, 

ha a f¿ggv®ny folytonos ®s differenci§lhat· ®s tudjuk, hogy egy adott kezdŖ®rt®k 

kºzel®ben van megold§sa a feladatnak. A m·dszer elej®n az x0 kezdŖpontban 

kisz§moljuk a f¿ggv®ny ®rt®k®t (f(x0)) ®s az (x0,f(x0)) ponthoz h¼zott ®rintŖnek 

megkeress¿k az x tengellyel val· metsz®spontj§t. Ez adja a kºvetkezŖ x1 kºzel²tŖ 

®rt®ket. Addig folytatjuk, am²g f(x) ®rt®ke 

kisebb nem lesz egy megadott ȹ ®rt®kn®l 

vagy el nem ®rj¿k a megadott maxim§lis 

iter§ci· sz§mot. 

f'(x) az ®rintŖ meredeks®ge az §bra alapj§n: 

Ὢ ὼ
Ὢὼ π

ὼ ὼ
  

EbbŖl levezethetŖ az al§bbi iter§ci·s k®plet, 

a Newton-m·dszer §ltal§nos alakja:  
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ὼ ὼ
Ὢὼ

Ὢᴂὼ
 

 

A Newton-m·dszer levezethetŖ a f¿ggv®ny Taylor-soros kºzel²t®s®bŖl is, az elsŖ k®t 

tagot figyelembe v®ve (a f¿ggv®ny lineariz§l§s§b·l): 

 Ὢὼ Ὢὼ Ὢ ὼ Ͻὼ ὼ π, ahol Ὢὼ π. 

A Newton-m·dszer, ha mŤkºdik, akkor §ltal§ban gyorsan konverg§l. Azonban l§tjuk, 

hogy a m·dszer alkalmaz§s§hoz ismerni kell a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is. Ez bizonyos 

esetekben neh®zs®gekbe ¿tkºzik, nem ismerj¿k, vagy t¼l bonyolult lenne kisz§molni, 

ekkor alkalmazhatjuk a szelŖ-m·dszert, ami a Newton-m·dszer kºzel²t®se. 

3:%,y -s$3:%2 ɉ3%#!.T METHOD)7 

A szelŖ m·dszer a Newton m·dszer v®ges differencia kºzel²t®se. Akkor alkalmazhat·, 

ha nem ismerj¿k a f¿ggv®ny deriv§ltj§t (vagy neh®z lenne elŖ§ll²tani). Ćltal§ban 

lassabban konverg§l (l§sd a k®t §br§n ugyanazt a p®ld§t), ®s az elej®n k®t pont 

felv®tele sz¿ks®ges, x0 ®s x1 az §br§n (de ellent®tben a h¼r m·dszerrel, ezeknek nem 

kell felt®tlen¿l kºzrefogniuk a megold§st). Helyettes²ts¿k be a Newton m·dszer 

k®plet®be a deriv§lt v®ges differencia kºzel²t®s®t, az elsŖ iter§ci·ban a k®t felvett pont 

adatait haszn§lva! 

 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὢὼ

ὼ ὼ
 

ebbŖl levezethetŖ a szelŖ m·dszer 

§ltal§nos k®plete: 

ὼ ὼ Ὢὼ Ͻ
ὼ ὼ

Ὢὼ Ὢὼ
 

 

.%74/. -s$3:%2 -!4,!B-BAN 

A Newton m·dszerhez a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is sz¿ks®ges ismerni (df), ha ez megvan, 

akkor a kºvetkezŖ f¿ggv®nnyel oldhatjuk meg a feladatot (newton.m): 

> function  [x2, i] = newton(f, df, x0, delta, N)  
>     x1 = x0;  
>     x2 = x1 -  f(x1)/df(x1); % elsƇ kºzel²t®s 
>     i = 1; % iter§ci·k sz§ma 
>     while  abs(f(x2))>delta && i<=N  
>         x1 = x2;  
>         x2 = x1 -  f(x1)/df(x1);  
>         i = i + 1;  
>     end  
> end  

                                            

7 Otthoni §tn®z®sre 
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#3!4/2.! -O2%4%:O3 .%74/. -s$3:%22%, 

Hat§rozzuk meg az f f¿ggv®ny Ὤ szerinti deriv§ltj§t szimbolikusan! Ehhez a diff 

parancsot haszn§lhatjuk, miut§n szimbolikuss§ alak²tottuk az f f¿ggv®nyt a sym 

paranccsal. (Octave eset®ben be kell tºlteni a symbolic csomagot, ha m§r kor§bban 

feltelep²tett¿k: pkg load symbolic , l§sd elsŖ gyakorlat kieg®sz²t®se). 

> % Szimbolikus deriv§l§s 
> s=diff(sym(f), 'h' )  
> % s = (10*2^(1/2)*(2*h)^(2/3))/(3*(2*h + 2)^(2/3)) -  

(4* 2^(1/2)*(2*h)^(5/3))/(3*(2*h + 2)^(5/3))  

Az eredm®ny azonban nem egy f¿ggv®ny hanem egy szimbolikus v§ltoz·, ebbe nem 

lehet konkr®t ®rt®keket behelyettes²teni. Defini§ljuk f¿ggv®nyk®nt, hogy k®sŖbb 

dolgozni tudjunk vele! Ehhez az egyik megold§s, hogy az eredm®nyt egyszerŤen 

m§soljuk be a f¿ggv®ny defin²ci· ut§n, vagy haszn§lhatjuk a matlabFunction 

parancsot is, ami szimbolikus kifejez®sbŖl f¿ggv®nyt §ll²t elŖ. 

> % szimbolikus kifejez®sbƇl f¿ggv®ny: defin²ci· majd CTRL+C,CTRL+V  
> df = @(h) (10*2^(1/2)*(2*h)^(2/ 3))/(3*(2*h + 2)^(2/3)) -  

(4*2^(1/2)*(2*h)^(5/3))/(3*(2*h + 2)^(5/3))  
> % m§s megold§s: matlabFunction haszn§lata 
> df = matlabFunction(s)  

Oldjuk meg Newton m·dszerrel is! 

> % megold§s Newton m·dszerrel 
> [xnew, inew]= newton(f, df, 1.6, 1e - 9, 100)  
> % xnew = 1.4929 , inew = 3  

A z®rushely term®szetesen ugyanaz, mint kor§bban. L§tjuk, hogy m®g a  megold§st·l 

t§volabbi 1.6 m®teres kezdŖ®rt®ket v§lasztva is gyorsabban konverg§lt az elj§r§s, mint 

b§rmelyik z§rt intervallum m·dszer, mindºssze 3 iter§ci· elegendŖ volt. H§tr§nya a 

m·dszernek, hogy meg kellett hat§rozni a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is. 

"%O0^4%44 -!4,!" &­''6O.9 - FZERO 

Az elŖzŖ algoritmusok nagyon j·l bemutatt§k a numerikus sz§m²t§sok alapjait. Nem 

mindegy milyen algoritmust adunk meg, milyen kezdŖ®rt®ket, gyorsabban vagy 

lassabban kapunk eredm®nyt egy iter§ci·s elj§r§s v®g®n (ha egy§ltal§n kapunk ®s 

konverg§l a m·dszer). A nemline§ris egyenlet gyºkeinek megkeres®se egy 

alapfeladat, ami nagyon sokszor elŖjºn a sz§m²t§saink sor§n, term®szetesen a 

Matlabnak is van saj§t be®p²tett f¿ggv®nye (fzero), ami tºbb m·dszer kombin§l§sb·l 

ad·dik ºssze, ®s Brent-Dekker algoritmunak h²vj§k.  

"2%.4 -s$3:%2 ɉ).6%2SE QUADRATIC INTERPOLATION) 

Brent-Dekker m·dszernek is nevezik, mivel Dekker kor§bbi m·dszer®t fejlesztette 

tov§bb Brent. Hat®kony ®s robosztus m·dszer, amely kombin§lja az intervallum 

felez®st, a h¼r m·dszert ®s az inverz kvadratikus interpol§ci·t. Ezt haszn§lja a 

be®p²tett fzero f¿ggv®ny is. 
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Az inverz kvadratikus interpol§ci·hoz 3 pontot kell megadnunk az [a, b] intervallumban. 

A pontok koordin§t§it felcser®lt (Ὢὼȟὼ) sorrendben adjuk meg, teh§t most a 
f¿ggetlen v§ltoz· lesz a f¿ggv®ny®rt®k. Erre a 3 pontra illeszt¿nk egy m§sodfok¼ 

polinomot. 

ὼὪ  ‌ϽὪ ‌ϽὪ ‌ 

A polinom illeszt®sekor meghat§rozzuk 

‌ȟ‌ȟ‌  ®rt®k®t, majd, ha 

behelyettes²tj¿k az f=0 ®rt®ket, rºgtºn 

megkapjuk az x=c helyet, ahol a 

f¿ggv®ny metszi a tengelyt. f=0 eset®n: 

ὧ ὼπ ‌ 

#3!4/.! -O2%4%:O3 &:%2/ !,+!,-!:<3<6!, 

Oldjuk meg a csatorna m®retez®si feladatot az fzero parancsot haszn§lva! Az fzero-t 

meg lehet h²vni egy illetve k®t kezdŖ®rt®k megad§s§val is. K®t kezdŖ®rt®k eset®n 

olyan intervallumot kell megadni, ahol van megold§s, teh§t a f¿ggv®ny elŖjelet v§lt 

(z§rt intervallum m·dszer).  

> % megh²v§s k®t kezdƇ®rt®kkel 
> x = fzero(f,[1.4, 1.6]) % x = 1.4929  
> % megh²v§s egy kezdƇ®rt®kkel 
> x = fzero(f,1.6) % x = 1.4929  

Amennyiben egy kezdŖ®rt®kkel h²vjuk meg, a f¿ggv®ny azzal kezdi, hogy az egy 

kezdŖ®rt®k kºr¿l keres egy olyan intervallumot, ahol a v®geken elt®rŖek az elŖjelek ®s 

ut§na oldja meg a feladatot z§rt intervallum m·dszerrel a Brent-Dekker algoritmust 

haszn§lva. Az egyes iter§ci·s l®p®seket ki is ²rathatjuk az optimset v§ltoz· 

haszn§lat§val. Megadhatjuk, hogy kijelezze-e az iter§ci·kat ('Display',ôiterô), illetve mi 

legyen a sz§m²t§s pontoss§ga ('TolFun', vagy 'TolX' haszn§lat§val a f¿ggv®ny®rt®k 

vagy a f¿ggetlen v§ltoz· toleranci§ja).  

> % megh²v§s egy kezdƇ®rt®kkel, kieg®sz²tƇ opci·kkal 
> x = fzero(f,1.6, optimset( 'Display' , 'iter' , 'TolFun' ,1e - 9))  
> % Search for an interval around 1.6 containing a sign change:  
> %  Func - count    a          f(a)             b          f(b)        

Procedure  
> %     1             1.6      0.274131           1.6      0.27 4131   

initial interval  
> %     3         1.55475      0.157999       1.64525      0.390694   

search  
> %     5           1.536      0.110027         1.664      0.439097   

search  
> %     7         1.50949     0.0423222       1.69051      0.507665   

search  
> %     8            1.472    - 0.0531432       1.69051      0.507665   

search  
> %   
> % Search for a zero in the interval [1.472, 1.69051]:  
> %  Func - count    x          f(x)             Procedure  
> %     8           1.472    - 0.0531432        initial  
> %     9         1.4927 1  - 0.000458365        interpolation  
> %    10         1.49289   4.30326e - 08        interpolation  
> %    11         1.49289   - 3.6593e - 13        interpolation  
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> %    12         1.49289   4.44089e - 16        interpolation  
> %    13         1.49289   4.44089e - 16        interpolation  
> %   
> % Zero found in the interval [1.472, 1.69051]  
> % x = 1.4929  

%'96<,4/:s3 !,'%"2!) 0/,)./- '9v+%) 

Gyakran elŖfordul· feladat, hogy a nemline§ris egyenlet, aminek a gyºkeit keress¿k 

algebrai polinom, azaz x-nek csak eg®sz kitevŖjŤ hatv§nyai szerepelnek benne.  

Egy polinom §ltal§nos alakja: 

Ὢὼ ὥὼ ὥ ὼ Ễ ὥὼ ὥ 

Az ὥȟὥ ȟỄȟὥȟὥ egy¿tthat·k val·s sz§mok, ὲ pedig egy nem negat²v eg®sz sz§m, 
a polinom foksz§ma.  

Ezeknek a gyºkeire tºbb parancs is van a Matlab-ban, amivel kezdŖ®rt®k megad§sa 

n®lk¿l is meghat§rozhatjuk az ºsszes gyºkºt egyszerre. Az egyik a roots parancs 

numerikusan hat§rozza meg egy egyv§ltoz·s polinom gyºkeit, csak a polinom 

egy¿tthat·it kell neki megadni egy vektorban, a legmagasabb fok¼ tagt·l visszafel®. 

Pl. σὼ τὼ ςσ π polinom egy¿tthat·i: [3, -4, 0, -23].  Egy m§sik parancs a solve 

szimbolikusan oldja meg a feladatot ®s szolg§ltat egzakt ®rt®keket a feladatra.  

N®zz¿nk meg egy olyan p®ld§t szil§rds§gtanb·l, ami algebrai polinom gyºkeinek 

megkeres®s®re vezethetŖ vissza! Ilyen p®lda p®ld§ul a saj§t®rt®k feladatokn§l a 

karakterisztikus polinom gyºkeinek meghat§roz§sa. 

&y&%3:­,43O'%+ -%'(!4<2/:<3!ȟ  
3!*<4O24O+ &%,!$!4 -%'/,$<3! 

Gyakori feladat a mechanik§ban a 

fesz¿lts®gtenzorb·l a fŖfesz¿lts®gek, fesz¿lts®gi 

fŖtengelyek meghat§roz§sa! Egy P pont fesz¿lts®g 

§llapot§t szeml®ltethetj¿k az al§bbi §br§val8 . A 

fesz¿lts®gtenzor: F. A fŖtengelyek azok a 

tengelyek, ahol csak norm§lfesz¿lts®g ®bred, 

ny²r·fesz¿lts®gek nem. 

 Ὂȟȟ  
„ π π
π „ π
π π „

, ahol ů1 Ó ů2 Ó ů3.  

A fŖtengely probl®ma matematikai szempontb·l saj§t®rt®k feladatnak tekinthetŖ. Az e 

fŖir§nyban l®vŖ ”  fesz¿lts®gvektor fel²rhat· a „  fŖfesz¿lts®g ®s az e fŖir§ny 

egys®gvektor szorzat§val: ”  „ϽὩ, illetve az F fesz¿lts®gtenzor e ir§ny¼ 

vet¿let®vel: ” ὊϽὩ. A kettŖt egyenlŖv® t®ve (az elsŖt egys®gm§trixszal szorozva): 
ὊϽὩ  „ϽὍϽὩ, levezethetŖ az al§bbi k®plet: Ὂ „ϽὍϽὩ π 

                                            

8 CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829
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ahol Ὅ  az egys®gm§trix. A fenti egyenlet egy homog®n line§ris egyenletrendszer, ahol 
a trivi§list·l (Ὡ π) k¿lºnbºzŖ megold§st keress¿k, vagyis ahol a ὨὩὸὊ „ϽὍ π. 
A meghat§rozott Ὡ vektorok lesznek a saj§tvektorok, a fŖtengelyek, a „ ®rt®kek pedig 

a saj§t®rt®kek, a fŖfesz¿lts®gek. ĉrjuk fel a determin§nst, ennek a kifejt®se lesz a 

karakterisztikus egyenlet. 

ὨὩὸὊ „ϽὍ

„ „ † †

† „ „ †

† † „ „

π 

Legyen most az F fesz¿lts®gtenzor: Ὂ
υπ ςπ τπ
ςπ ψπ σπ
τπ σπ ςπ

 ὓὖὥ 

Keress¿k meg az ehhez tartoz· fŖfesz¿lts®geket, oldjuk meg a  ὨὩὸὊ „ϽὍ π 
egyenletet! A determin§nst (det parancs) kifejtve a karakterisztikus egyenlet a 

kºvetkezŖ lesz (fo-vel jelºlve a fŖfesz¿lts®geket, amik tulajdonk®ppen a saj§t®rt®kek), 

szimbolikus sz§m²t§sok seg²ts®g®vel: 

> F = [50, 20, - 40; 20, 80, - 30; - 40, - 30, - 20];  
> syms fo  
> eq = det(F - eye(3)*fo) % eq = -  fo^3 + 110*fo^2 + 1500*fo -  197000  

Ez egy harmadfok¼ algebrai polinom, aminek a gyºkei adj§k a saj§t®rt®keket:  

Ὡή „ ρρπ „ ρυππ „ ρωχππππ 

Alak²tsuk vissza f¿ggv®nny® a szimbolikus kifejez®st ®s §br§zoljuk a f¿ggv®nyt a  

[-50,150] intervallumon! 

> eq1 = matlabFunction(eq)  
> %  @(fo)fo.*1.5e3+fo.^2.*1.1e2 - fo.^3 - 1.97e5  
> figure(3); fplot(eq1,[ - 50,150])  
> % y=0 vonal berajzol§sa a [50,150] intervallumon 
> hold on; plot([ - 50,150],[0,0])  

Megkereshetj¿k a harmadfok¼ polinom gyºkeit 

pl. az fzero f¿ggv®nnyel. Az §br§n l§tszik, hogy 

most 3 saj§t®rt®k van, teh§t az fzero-t 3 

kezdŖ®rt®kkel kell megh²vjuk, hogy minden 

megold§st megtal§ljunk. KezdŖ®rt®keket az 

§br§b·l vehet¿nk, ahol kºzel²tŖleg metszi az x 

tengelyt a f¿ggv®ny! Legyenek ezek x=120, 50, 

-40! 

> % Megold§s fzero- val  
> fo1 = fzero(eq1,120) % 106.7674  
> fo2 = fzero(eq1,50) %  44.6017  
> fo3 = fzero(eq1, - 40) % - 41.3691  

Az eredm®ny a h§rom saj§t®rt®k, vagyis a h§rom fŖfesz¿lts®g: „ ρπφȢχφχτȟ„
ττȢφπρχȟ„ τρȢσφ. A h§rom gyºk megtal§l§s§hoz 3 f¿ggv®nyh²v§s kellett. 
Polinomokra azonban vannak olyan kidolgozott elj§r§sok, amelyek nem egy l®p®sben 

megadj§k az ºsszes megold§st ®s m®g kezdŖ®rt®ket sem kell megadni hozz§juk. Az 

egyik ilyen a szimbolikus kifejez®sekre mŤkºdŖ solve parancs. Oldjuk meg a solve 

haszn§lat§val az ôeq = - fo^3 + 110*fo^2 + 1500*fo ï 197000ô egyenletet! 
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> sol1 = solve(eq)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 1)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 2)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 3)  
> sol2 = double(sol1)  
> %     1.0e+02 *  
> %    1.0677 + 0.0000i  
> %   - 0.4137 + 0.0000i  
> %    0.4460 -  0.0000i  
> sol3 = real(double(sol1))  
> %   106.7674  
> %   - 41.3691  
> %    44.6017  

A solve parancs eredm®nyek®nt nem konkr®t sz§mokat kapunk, hanem szimbolikus 

kifejez®seket. Ezeket sz§mm§ kell ut§na alak²tanunk a double paranccsal. Az 

eredm®ny¿l kapott sz§mnak most azonban vannak numerikusan elhanyagolhat· kicsi 

komplex r®szei is, ezeket is elhagyhatjuk, ha csak a val·s r®szt haszn§ljuk a real 

paranccsal. Egy parancsban is megadhatjuk az eg®szet, ®s megkapjuk mindh§rom 

megold§st: 

> sol = real(double(solve(eq)))  

A m§sik algebrai polinomok eset®ben haszn§lhat· parancs a roots, ami numerikusan 

oldja meg az egyenletet. Ez is egy l®p®sben megadja az ºsszes megold§st ®s itt sem 

kell kezdŖ®rt®ket megadni. Itt viszont ki kell gyŤjteni a polinom egy¿tthat·it egy 

vektorba a legmagasabb fok¼ tagt·l kezdve visszafel® a konstans tagig. Az Ὡή
„ ρρπ „ ρυππ „ ρωχπππ egyenletn®l l®trehozhatunk k®zzel is egy vektort, 

ami az egy¿tthat·kat tartalmazza: 

> % Egy¿tthat·k megad§sa vektorba ²r§ssal 
> c = [ - 1, 110, 1500, - 197000]  

Vagy haszn§lhatjuk a sym2poly parancsot is, ami egy szimbolikus polinomb·l kigyŤjti 

az egy¿tthat·kat: 

> % m§s megold§s 
> c = sym2poly(eq)  
> % c = [ - 1  110 1500 - 197000]  

Oldjuk meg roots paranccsal, ®s az 

eredm®nyeket rajzoljuk be az §br§ba! 

> FO = roots(c)  
> %   106.7674  
> %   - 41.3691  
> %    44.6 017  
> plot(FO,eq1(FO), 'r*' )  

Mint l§ttuk itt sem kellett megadni kezdŖ®rt®keket ®s megkaptuk egyszerre az ºsszes 

gyºkºt. A megkapott fŖfesz¿lts®gekhez term®szetesen meg lehetne hat§rozni a 

fŖtengelyek ir§nyait is, ha visszahelyettes²ten®nk a fŖfesz¿lts®geket az eredeti 

egyenletrendszerbe. Ki is haszn§lhatjuk azonban a Matlab rengeteg be®p²tett 

f¿ggv®ny®t, term®szetesen a saj§t®rt®k, saj§tvektor probl®m§ra is van megold§s, 

mivel ez is egy nagyon gyakori feladat, m®ghozz§ az eig parancs. 
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> [V D]=eig(F)  
> % V =  
> %     0.3647    0.7722    0.5203  
> %     0.1664   - 0.6038    0.7795  
> %     0.9162   - 0.1977   - 0.3487  
> %  
> % D =  
> %   - 41.3691         0         0  
> %          0   44.6017         0  
> %          0         0  106.7674  

Itt k®t kimenettel h²vtuk az eig parancsot, ®s egyszerre megkaptuk az ºsszes 

saj§t®rt®ket (D m§trix §tl·j§ban) ®s a hozz§juk tartoz· saj§tvektorokat is (V m§trix 

oszlopai)! 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

set - Grafikus elem tulajdons§gainak be§ll²t§sa (pl. Color, LineWidth) 

and(felt1, felt2), 
felt1 && felt2,   

- Logikai £S 

diff - Szimbolikus deriv§l§s 

sym - Kifejez®sek, v§ltoz·k szimbolikuss§ alak²t§sa 

fzero - Egyv§ltoz·s egyenlet gyºkeinek megkeres®se numerikusan 

det - M§trix determin§nsa 

solve - Algebrai polinom gyºkei szimbolikusan 

roots - Algebrai polinom gyºkei numerikusan 

double - 
Szimbolikus kifejez®sk®nt megadott sz§m lebegŖpontos 
sz§mm§ alak²t§sa 

real - K®pzetes sz§m val·s r®sze 

sym2poly - 
Szimbolikusan megadott algebrai polinom egy¿tthat·inak 
kigyŤjt®se egy vekorba 

eig - M§trix saj§t®rt®keinek, saj§tvektorainak meghat§roz§sa 
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5. ,).%<2)3 %'9%.,%42%.DSZEREK 1. 

A line§ris egyenletrendszerek kiemelt jelentŖs®ggel b²rnak az alkalmazott matematika 

®s §ltal§ban a numerikus matematika ter¿let®n. Line§ris egyenletrendszer 

megold§s§ra vezet a mŤszaki alkalmaz§sokban az a gyakorlat, hogy a m®rnºk 

tºbbnyire line§ris fizikai modelleket alkalmaz. Nem csup§n az®rt mert tudat§ban van 

annak, hogy a matematikai modellt ²gy kºnnyebb lesz megoldani, hanem az®rt is mert 

sok fizikai jelens®get egy adott §llapot kºrnyezet®ben val·ban line§risnak tekinthet¿nk, 

p®ld§ul a Hook-tºrv®ny. A numerikus matematik§ban, mint majd k®sŖbb l§tni fogjuk, 

nagyon sok numerikus m·dszer alkalmaz§sa visszavezethetŖ line§ris 

egyenletrendszer megold§s§ra, p®ld§ul az interpol§ci· probl®m§ja. A line§ris 

egyenletrendszerek kezel®s®ben alapvetŖ fontoss§g¼ lesz a m§trix algebra 

alkalmaz§sa, amely kimondottan kedvez a numerikus sz§m²t·g®pi megold§sok 

elv®gz®s®nek. 

N®zz¿nk most egy p®ld§t statika 

t®makºr®bŖl. Vizsg§ljuk meg az §br§n 

l§that· egyenlŖ oldal¼ h§romszºgekbŖl 

§ll· r§csos tart·ra hat· erŖket! A 

csom·ponti m·dszert haszn§lva 

sz§m²tsuk ki a r¼derŖket! Haszn§ljuk a 

ÃÏÓφπЈπȢυ ®rt®ket ®s a ÓÉÎ φπЈ 

helyett a 
Ѝ

πȢψφφπ kºzel²t®st  

(Ὢ ρπππὔ ®s Ὢ υπππὔ).  

Az erŖk vet¿leti ºsszeg®nek ®s tetszŖleges pontra sz§m²tott nyomat®kºsszeg®nek 

z®rust kell eredm®nyezni. Vet¿leti egyens¼lyi egyenletek alapj§n: Ὑ Ὢ π. Az E 

pontra fel²rt nyomat®ki egyens¼lyi egyenlet alapj§n ς Ὑ πȢψφφ Ὢ Ὢ π. E 

kettŖbŖl kifejezhetŖ ὙȟὙ reakci·: Ὑ Ὢȟ  Ὑ πȢτσσ Ὢ πȢυ Ὢ. A csom·pontokra 
hat· erŖket vizsg§lva a kºvetkezŖ line§ris egyenletrendszert ²rhatjuk fel, ahol Ti-vel 

jelºlt¿k a r¼derŖket: 

A jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: πȢυ Ὕ Ὕ Ὑ Ὢ 

A jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ Ὑ πȢτσσ Ὢ πȢυ Ὢ 

B jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ Ὕ Ὢ 

B jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ πȢψφφ Ὕ π 

C jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: Ὕ πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ Ὕ π 

C jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ πȢψφφ Ὕ Ὢ 

D jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: Ὕ πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ π 

A fenti egyenletrendszer kellŖ idŖvel ®s t¿relemmel megoldhat· sz§m²t·g®p n®lk¿l is, 

sorban elimin§lva az egyes v§ltoz·kat, majd visszahelyettes²tve Ŗket. Nyilv§nval· 

azonban, hogy sz§m²t·g®ppel megoldva l®nyegesen egyszerŤbb a feladat. A most 

kºvetkezŖkben megn®zz¿k, hogy hogyan oldjunk meg sz§m²t·g®ppel line§ris 

egyenletrendszereket. A megold§shoz a legfontosabb, hogy realiz§ljuk, hogy a line§ris 

egyenletek a m§trixokkal egyen®rt®kŤek, amelyek sz§mokat ®s nem v§ltoz·kat 
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tartalmaznak. A fenti line§ris egyenletrendszer m§trixos alakban ὃ ὼ ὦ fel²rva a 

kºvetkezŖ lesz: 

ὃ  

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

πȢυ ρ π π π π π
πȢψφφπ π π π π π
πȢυ π πȢυ ρ π π π
πȢψφφπ πȢψφφπ π π π
π ρ πȢυ π πȢυ ρ π
π π πȢψφφπ πȢψφφπ π
π π π ρ πȢυ π πȢυỢ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

ȟὦ

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

Ὢ
πȢτσσ Ὢ πȢυ Ὢ

Ὢ
π
π
Ὢ
π Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

  

Azt se felejts¿k el, hogy a gyakorlatban a m®rnºkºknek igen nagym®retŤ m§trixokkal 

is dolgozni kell. Sokszor egy algoritmus, ami egy 2x2 vagy 3x3-as m§trixhoz megfelelŖ, 

alkalmatlan lehet pl. egy 2000x2000-es m§trixhoz, ez®rt az algoritmusok 

hat®konys§g§ra is oda kell figyeln¿nk! 

-%'/,$<3/+ ,O4%:O3% O3 %'9O24%,-±3O'% 

N®zz¿k meg elŖszºr a line§ris egyenletrendszerek t²pusait megoldhat·s§g szerint! Az 

egyenletrendszer §ltal§nos alakja m§trix form§ban fel²rva: 

ὃϽὼ ὦ 

ahol A m*n-es alakm§trix, x a keresett 

v§ltoz·k nx1-es oszlopvektora ®s b egy 

mx1-es oszlopvektor. 

Besz®lhet¿nk inhomog®n (b 0̧) ®s homog®n (b=0) egyenletrendszerekrŖl. A homog®n 

esetben akkor van a trivi§lis x=0-t·l elt®rŖ megold§s, ha az A m§trix determin§nsa 

egyenlŖ null§val: det(A)=0. Erre l§ttunk p®ld§t az elŖzŖ gyakorlaton a saj§t®rt®k 

probl®m§n§l. Inhomog®n esetben a megold§sok sz§ma szerint a kºvetkezŖ m·don 

csoportos²thatjuk a megold§sokat: 

 

4. ĆBRA MEGOLDĆS L£TEZ£SE £S EGY£RTELMţS£GE 

A
m

n

x

1

n

b

1

m
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L®tezik a megold§s, ha az ὃ m§trix rangja (line§risan f¿ggetlen oszlopvektorainak 

sz§ma, r(A)) megegyezik az ὃ m§trixnak a ὦ oszlopvektorral kibŖv²tett m§trix rangj§val 
(r(A|b)), azaz r(A)=r(A|b). Matlab-ban a m§trix rangja a rank paranccsal sz§m²that·: 

> rank(A), rank([A b])  

Egy®rtelmŤ megold§s van, ha r(A)=r(A|b)=n illetve det(A) 0̧, azaz az A m§trix rangja 

megegyezik a kibŖv²tett m§trix rangj§val ®s ez a rang teljes (megegyezik az oszlopok 

sz§m§val is). A m§trix oszlopvektorai f¿ggetlenek. Ha a rang kisebb lenne, mint az 

oszlopok sz§ma, akkor v®gtelen sok megold§s lenne. A megold§s: 

ὼ ὃ Ͻὦ. 

Vizsg§ljuk meg, Matlabot haszn§lva, hogy a fent megadott r§csos tart·n§l van-e 

megold§sa a feladatnak ®s egy®rtelmŤ-e? Az A ®s a b m§trix k®zzel is bevihetŖ lenne 

az al§bbi m·don: 

> A = [0.5 1 0 0 0 0 0;  0.866 0 0 0 0 0 0;  - 0.5 0 0.5 1 0 0 0;  
>    0.866 0 0.866 0 0 0 0; 0 - 1 - 0.5 0 0.5 1 0;  0 0 0.866 0 0.866 0 0;  
>    0 0 0 - 1 - 0.5 0 0.5]  
>  f1 = 1000; f2 = 5000;  
>  b = [f1; 0.433*f1 - 0.5*f2; - f1; 0; 0; f2; 0]  

Azonban az A ®s b ®rt®kei el is vannak mentve a racsos.txt f§jlban. Az el²r§sok 

elker¿l®se v®gett most tºlts¿k be ezt a f§jlt, majd v§lasszuk sz®t az A m§trixot ®s a b 

vektort, ami az utols· oszlopban van! 

> Ab = load( 'racsos.txt' )  
> A = Ab(:,1:end - 1)  
> b = Ab(:,end)  

N®zz¿k meg, hogy van-e egy®rtelmŤ megold§sa a feladatnak! 

> size (A,2) % n=7  oszlop van  
> rank(A), rank([A,b]) % 7=7,  van megold§s, egy®rtelmơ: n=7 

Mivel az A m§trix rangja ®s a b vektorral kibŖv²tett m§trix rangja is 7, ²gy van megold§sa 

a feladatnak. A megold§s egy®rtelmŤ, mivel ez egy 7x7-es n®gyzetes m§trix ®s a rang 

megegyezik az oszlopok sz§m§val is. EllenŖrizz¿k, hogy a determin§ns nem nulla-e? 

> det(A) % =- 0.3247 ð egy®rtelmơ megold§s van 

ĉrjunk egy programot, ami eldºnti, hogy van-e egy®rtelmŤ megold§sa a feladatnak, 

vagy nincs, ®s ki²rja a v§laszt a parancssorba! 

> if  rank(A)==rank([A,b]) && det(A)~=0  
>     disp( 'Egyertelmơ megold§s van' )  
> else  disp( 'Nincs egy®rtelmơ megold§s')  
> end  

GAUSS-%,)-).<#)sȟ (<2/-3:v' -<42)8/+ȟ  
6)33:!(%,9%44%3^4O3ȟ 0%2-54<#)s 

Azt m§r tudjuk, hogy a feladatnak van egy®rtelmŤ megold§sa, m§r csak az a k®rd®s, 

ezt hogyan kapjuk meg? MielŖtt neki§lln§nk a r§csos tart· r¼derŖinek sz§m²t§s§hoz, 

n®zz¿nk elŖszºr egy egyszerŤbb p®ld§t! 
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ὼ ςὼ σὼ τ 
ςὼ υὼ ρςὼ ρυ 
ςὼ ρπὼ ρπ 

Ezt fel²rhatjuk m§trixos alakban, vagy m®g egyszerŤbben a kibŖv²tett m§trix alakj§ban: 

ρ ς σ
ς υ ρς
π ς ρπ

Ͻ

ὼ
ὼ
ὼ

τ
ρυ
ρπ
, kibŖv²tett m§trixk®nt: 

ρ ς σ
ς υ ρς
π ς ρπ

τ
ρυ
ρπ

 

A kibŖv²tett m§trixos alak elŖnye, hogy csak sz§mokat tartalmaz, v§ltoz·kat nem, 

ezekkel kºnnyebben boldogulnak a sz§m²t·g®pek. Ism®telj¿k §t a matematik§ban 

kor§bban m§r bizony§ra megismert Gauss-elimin§ci·t! 

A Gauss-elimin§ci· c®lja, hogy felsŖ h§romszºg m§trixba alak²tsuk az alakm§trixot, 

ami ut§n m§r egyszerŤ visszahelyettes²t®ssel megoldhat· az egyenletrendszer. 

N®zz¿k a fenti p®ld§t! Ahhoz, hogy felsŖ h§romszºg m§trix legyen, a fŖ§tl· alatt csupa 

nulla elem lehet csak. Null§zzuk ki a m§sodik sor elsŖ elem®t (2,1), ¼gy, hogy kivonjuk 

az elsŖ sor k®tszeres®t a m§sodik sorb·l: 

ρ ς σ
ς υ ρς
π ς ρπ

τ
ρυ
ρπ
 O  

ρ ς σ
π ρ φ
π ς ρπ

τ
χ
ρπ

 

A harmadik sor elsŖ eleme (3,1) m§r nulla, itt nem kell semmit elimin§lni, a 3. sor 2. 

eleme (3,2) azonban nem nulla. Ezt ¼gy tŤntethetj¿k el, ha a harmadik sorb·l kivonjuk 

a m§sodik sor -2 szeres®t. 

ᴼ
ρ ς σ
π ρ φ
π π ς

τ
χ
τ
ᴼ

ὼ ρπ φ τ ᴼὼ  ψ
ὼ ρς χ ᴼὼ   υ
ςὼ τ ᴼὼ   ς

 

A fenti m§trix m§r egy felsŖ h§romszºgm§trix, ami kºnnyen megoldhat·. Ne felejts¿k 

el, hogy a m§trix minden sora megfelel egy-egy egyenletnek. Az utols· sor: ςὼ τ, 
aminek nagyon egyszerŤ a megold§sa: ὼ ς. A m§sodik sor megfelel a  

ὼ φὼ χ egyenletnek, visszahelyettes²tve ὼ m§r ismert ®rt®k®t a ὼ ρς χ 
egyenletet kell megoldani, amibŖl ὼ υ ad·dik. Miut§n ismerj¿k ὼ ®s ὼ ®rt®k®t, az 

elsŖ sor ὼ ρπ φ τ egyenletre egyszerŤsºdik, amibŖl ὼ ψ ad·dik. Az tette 

lehetŖv®, hogy ilyen egyszerŤen visszahelyettes²t®ssel megoldjuk az 

egyenletrendszert, hogy siker¿lt felsŖ h§romszºg m§trixsz§ alak²tani az alakm§trixot. 

EllenŖrizz¿k Matlab-ban: 

> A = [1 - 2 3; 2 - 5 12; 0 2 - 10], b = [4; 15; - 10]  
> x = inv(A)*b % x = [8; 5; 2]  

A Gauss-elimin§ci· hat®konys§g§nak nºvel®s®hez sz¿ks®g¿nk lehet a sorok 

felcser®l®s®re, permut§ci·j§ra (pivoting), hogy csºkkents¿k a numerikus (kerek²t®si) 

hib§k hat§s§t. Ilyenkor ¼gy cser®lj¿k fel a sorokat, hogy az adott oszlopban a 

legnagyobb abszol¼t ®rt®kŤ elemet haszn§lhassuk a tºbbi elem elimin§l§s§ra. Egy 

nagyobb m§trixban minden oszlop elk®sz¿lte ut§n c®lszerŤ megn®zni, hogy a 

kºvetkezŖ oszlopban melyik a legnagyobb abszol¼t ®rt®kŤ elem, ®s a szerint 

felcser®lni a sorokat. Az elŖzŖ p®ld§ban, a numerikus pontoss§g nºvel®se ®rdek®ben 

c®lszerŤ lett volna felcser®lni elŖszºr az elsŖ ®s a m§sodik sort, hiszen ȿςȿ ȿρȿ, ®s a 

(2,1) elem kinull§z§sa ut§n a 2. ®s 3. sort is c®lszerŤ felcser®lni. 
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Sok esetben ugyanazt az Ax = b  line§ris egyenletrendszert tºbb b vektorra is meg 

kell oldanunk. Gondoljunk itt p®ld§ul egy h²d pr·baterhel®s®re, amit tºbb k¿lºnbºzŖ 

terhel®ssel is ell§tnak, nem csak eggyel. Itt a k¿lºnbºzŖ terhek jelentik a k¿lºnbºzŖ b 

vektorokat. A fenti p®ld§b·l l§that·, hogy a munka nagyobb r®sz®t az A m§trixon 

v®gezt¿k. Ha tºbb b vektorra is meg kell oldanunk ugyanazt az egyenletrendszert ®s 

A m§trix nagy, akkor szeretn®nk elker¿lni, hogy meg kelljen ism®telni a Gauss-

elimin§ci· minden l®p®s®t az A m§trixra minden b eset®ben. Ezt megtehetj¿k az LU 

felbont§st haszn§lva, ami tulajdonk®ppen elt§rolja a Gauss-elimin§ci· mŤveleteit is. 

A fenti p®ld§t haszn§lva pr·b§ljuk meg elt§rolni, hogy az egyes l®p®sekben az adott 

sor h§nyszoros§t kellett kivonni az aktu§lis sorb·l, hogy elimin§ljuk a megfelelŖ 

elemet. Tegy¿k ezeket z§r·jelbe, hogy megk¿lºnbºztess¿k a m§trix tºbbi elem®tŖl! 

ElŖszºr a m§sodik sor elsŖ elem®t (2,1) elimin§ltuk, ¼gy, hogy kivontuk az elsŖ sor 

k®tszeres®t a m§sodik sorb·l (most csak az A m§trixot n®zz¿k b n®lk¿l): 

ρ ς σ
ς ρ φ
π ς ρπ

 

A harmadik sor elsŖ eleme (3,1) m§r eleve nulla volt, itt nem kellett semmit elimin§lni, 

²rjunk ide (0)-t, a 3. sor 2. elem®t (3,2) ¼gy tŤntett¿k el, hogy a harmadik sorb·l kivontuk 

a m§sodik sor -2 szeres®t: 

ρ ς σ
ς ρ φ
π ς ς

 

Legyen U az elŖbb is megkapott felsŖ h§romszºg m§trix (Upper trianglar matrix) ®s L 

egy als· h§romszºg m§trix (Lower trianglar matrix), aminek az elemei legyenek az 

elt§rolt mŤveletek ®s a fŖ§tl·j§ban 1-esek: 

ὒ
ρ π π
ς ρ π
π ς ρ

 ïί  Ὗ
ρ ς σ
π ρ φ
π π ς

 

Ez az ¼gynevezett LU felbont§s. Ennek a felbont§snak megvan az a tulajdons§ga, 

hogy ὒϽὟ ὃ: 

ὒϽὟ
ρ π π
ς ρ π
π ς ρ

Ͻ
ρ ς σ
π ρ φ
π π ς

ρ ς σ
ς υ ρς
π ς ρπ

ὃ 

EllenŖrizz¿k le Matlab-ban: 

> L = [1 0 0; 2 1 0; 0 - 2 1]  
> U = [1 - 2 3; 0 - 1 6; 0 0 2]  
> L*U - A 
> norm(L*U - A) % 0 (ellenƇrz®s) 

L§thatjuk, hogy az A m§trix elŖ§ll az L ®s az U m§trixok szorzatak®nt. Itt L egy als·, 

U egy felsŖ h§romszºg m§trix. Amikor egy m§trix elŖ§ll²that· egyszerŤbb m§trixok 

szorzatak®nt, azt m§trix felbont§snak (decomposition) nevezz¿k. Ez ®ppen az LU 

felbont§s. EllenŖrz®sk®nt §ltal§ban az elt®r®svektor/m§trix norm§j§t ('hossz§t') szok§s 

megadni, ezt a norm paranccsal tehetj¿k. 
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-%'/,$<3 ,5 &%,"/.4<SSAL 

Ha a sorok felcser®l®s®t, permut§ci·j§t is belevessz¿k, akkor A m§trix LU felbont§sa 

3 m§trixb·l §ll (L, U, P ï permut§ci· m§trix): 

ὖϽὃ ὒϽὟ 

A P permut§ci· m§trix egy egys®gm§trix felcser®lt sorokkal, amelyekben ugyanazok a 

sorok vannak felcser®lve, mint az A m§trixban. Pl. a kºvetkezŖ P permut§ci·s m§trix 

a m§sodik ®s a harmadik sor felcser®l®s®t jelenti: ὖ
ρ π π
π π ρ
π ρ π

. 

Matlab-ban LU felbont§st permut§ci·val egy¿tt a kºvetkezŖ paranccsal §ll²thatunk elŖ: 

> [L U P] = lu(A)  

Ha ezt szeretn®nk az ὃϽὼ ὦ line§ris egyenletrendszer megold§s§ra haszn§lni, 

akkor elŖszºr szorozzuk meg mind a k®t oldalt a permut§ci·s m§trixszal: 

ὖϽὃϽὼ ὖϽὦḳὨ 

Majd helyettes²ts¿k be ὖϽὃ hely®re ὒϽὟ-t:  

ὒϽὟϽὼ Ὠ 

Ezek ut§n csup§n k®t egyszerŤ visszahelyettes²t®ses probl®m§t kell megoldanunk, k®t 

h§romszºg m§trixszal, legyen ώ ὟϽὼ. 

¶ ὒϽώ Ὠ (ahol L als· h§romszºg m§trix ®s Ὠ ὖϽὦ) 

¶ ὟϽὼ ώ (ahol U felsŖ h§romszºg m§trix) 

2<#3/3 4!24s 2ª$%2y) ,5 &%,"/.4<33!, 

Oldjuk meg az elŖbbi r§csos tart· egyenletrendszer®t is LU felbont§ssal! A megold§s 

sor§n haszn§ljunk olyan algoritmust, ahol figyelembe tudjuk venni az L ®s U m§trixok 

speci§lis volt§t (als· ill. felsŖ h§romszºg m§trix)!  

ElŖszºr tºlts¿k be ¼jra a m§trixokat, majd §ll²tsuk elŖ az LU felbont§st! 

> Ab = load( 'racsos.txt' ); A = Ab(:,1:end - 1); b = Ab(:,end);  
> [L U P] = lu(A)  

Most jºn az ὒϽώ Ὠ ®s az ὟϽὼ ώ megold§sa. Ez tulajdonk®ppen k®t egyszerŤ 

visszahelyettes²t®st jelent, mivel tudjuk, hogy ezek a m§trixok als·/felsŖ 

h§romszºgm§trixok. Ehhez haszn§lhatjuk a line§ris egyenletrendszerek 

megold§s§hoz haszn§lhat· linsolve parancsot. A linsolve parancsot haszn§lva az 

opci·kn§l megadhat· az A m§trix n®h§ny tulajdons§ga, ha elŖzetesen ismert (pl. 

als·/felsŖ h§romszºgm§trix, szimmetrikus, pozit²v definit), ez l®nyegesen gyors²thatja  

a megold§st. Itt az LT a lower triangle ï als· h§romszºgm§trix, az UT az upper triangle 

ï felsŖ h§romszºgm§trix rºvid²t®se. Ezeket a tulajdons§gokat egy strukt¼ra t²pusban 

adhatjuk meg, ahol a v§ltoz·n®v ut§n ponttal hivatkozhatunk az adott tulajdons§gra, 

hogy igaz-e vagy hamis. 

> d = P*b;  
> opt1.LT=true  
> y = linsolve(L,d,opt1);  
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> opt2.UT=true  
> x = linsolve(U,y,opt2)  
> elteres = norm(A*x -  b) % ellenƇrz®s 

Az LU felbont§s egy p®lda a m§trix felbont§sokra, ahol az A m§trixot k®t egyszerŤbb 

m§trixra bontottuk, egy als· ®s egy felsŖ h§romszºg m§trix szorzat§ra Gauss-

elimin§ci·val. Sok m§sf®le m§trix felbont§ssal is tal§lkozhatunk, amelyek k¿lºnbºzŖ 

esetekben lehetnek hasznosak. A legismertebbek az LU felbont§son k²v¿l a Cholesky 

felbont§s, QR felbont§s ®s az SVD felbont§s.  

#(/,%3+9 &%,"/.4<3 

A Cholesky felbont§s ®s haszn§lata line§ris egyenletrendszer megold§s§ra nagyon 

hasonl· az LU felbont§sra. A k¿lºnbs®g annyi, hogy itt nem egy als· (L) ®s egy felsŖ 
(U) h§romszºg m§trixra bontjuk A m§trixot, hanem egy darab L felsŖ(!) h§romszºg 

m§trixunk lesz, ®s az A m§trix ennek ®s a transzpon§ltj§nak (ami m§r als· h§romszºg 

m§trix) lesz a szorzata: ὃ ὒϽὒ 

A megold§s menete ὃϽὼ ὒϽὒϽὼ ὒϽώ ὦ alapj§n: 

¶ ὒϽώ ὦ (ahol LT als· h§romszºg m§trix) 

¶ ὒϽὼ ώ (ahol L felsŖ h§romszºg m§trix) 

Itt csak egy h§romszºg m§trixunk van, ami l®nyegesen egyszerŤbb, mint a k®t 

h§romszºg m§trix az LU felbont§s eset®ben. Viszont ezt a felbont§st nem tudjuk 

mindig elv®gezni, csak, ha n®h§ny fontos felt®tel teljes¿l: 

¶ Az A m§trix szimmetrikus, azaz AT=A ®s 

¶ pozit²v definit, azaz minden saj§t®rt®ke pozit²v: ‗ πȟὭ ρȟỄȟὲ 

Matlab-ban a saj§tvektorokat az eig  paranccsal §ll²thatjuk elŖ, amit k®tf®lek®pp 

h²vhatunk: 

> E = eig( A)  % n®gyzetes X m§trix saj§t®rt®kei 
> [V,D] = eig( A) % saj§tvektorok V m§trixban (oszlopok), saj§t®rt®kek a 
D diagon§lm§trixban 

Vizsg§ljuk meg, hogy a r§csos tart· A m§trixa szimmetrikus ®s pozit²v definit-e? 

> norm(A - A') %  1.5946  
> eig(A) % [0.5000; - 0.7136; - 0.7136; - 0.7136; 1.2136; 1.2136; 1.2136]  

A fenti m§trix se nem szimmetrikus norm(A'-A) 0̧, se nem pozit²v definit (a saj§t®rt®kek 

nem mind pozit²vak), teh§t Cholesky felbont§ssal nem oldhat· meg a feladat (chol(A) 

parancs hiba¿zenetet adna). N®zz¿nk p®ld§t egy szimmetrikus, pozit²v definit m§trixra! 

A pascal paranccsal elŖ§ll²thatjuk a binomi§lis egy¿tthat·kat tartalmaz· szimmetrikus 

Pascal m§trixot, a diag paranccsal pedig kivehetj¿k egy m§trix fŖ§tl·j§b·l az elemeket 

(vagy egy vektorb·l csin§lhatunk diagon§lis m§trixot), a min paranccsal pedig 

lek®rdezhetj¿k egy vektor legkisebb elem®t (max paranccsal pedig a legnagyobbat).  

> A = pascal(4)  % a binomi§lis egy¿tthat·kat tartalmaz· Pascal m§trix 
> norm(A - A')  % sz immetrikus, mivel A = Aõ 
> [V D] = eig(A)  % saj§tvektorok ®s saj§t®rt®kek elƇ§ll²t§sa 
> min(diag(D))  % pozit²v definit, mivel a legkisebb saj§t®rt®k is>0 
> L = chol(A)  % elv®gezhetƇ a Cholesky felbont§s 
> norm(A - L'*L)  % ellenƇrz®s 
> b = rand(4,1)  % tetszƇleges b vektor  
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Az egyenletrendszer megold§sa hasonl· az LU felbont§shoz (k¿lºnbs®g, hogy itt nincs 

permut§ci·, teh§t d helyett b vektor lesz, L hely®re Lô ®s U hely®re L ker¿l): 

> opt1.LT=true  
> y = linsolve(L',b,opt1);  
> opt2.UT=true  
> x = linsolve(L,y,opt2)  
> elteres = no rm(A*x -  b) % ellenƇrz®s 

-!4,!" "%O0^4%44 &­''6O.9%+ (INV, LINSOLVE, \  - MLDIVIDE) 

Term®szetesen a Matlab-nak vannak be®p²tett parancsai is az ὃϽὼ ὦ 
egyenletrendszer kºzvetlen megold§s§ra, an®lk¿l, hogy nek¿nk kellene l®p®senk®nt 

elv®gezni az LU vagy ®ppen a Cholesky felbont§st. Egy®rtelmŤ megold§s eset®n a 

be®p²tett parancsok tºbbs®ge ezeket a felbont§sokat haszn§lja. N®zz¿nk r§ p®ld§kat! 

H§romf®le lehetŖs®get fogunk megn®zni: 

¶ x = inv(A)*b  

¶ x = linsolve(A,b)  

¶ x = A \ b % vagy  x=mldivide(A,b)  

N®zz¿k meg mi a k¿lºnbs®g az egyes megold§sok kºzºtt a Matlab-ban! Hat§rozzuk 

meg a be®p²tett parancsokkal is a r§csos tart· r¼derŖit! Minden megold§sn§l n®zz¿k 

meg a megold§s idŖig®ny®t is. Tegy¿k ezt ¼gy, hogy 10000-szer elv®gezz¿k 

mindegyik sz§m²t§st, hogy re§lisan ºsszevethetŖek legyenek az idŖk. A Matlab-ban 

idŖm®r®st a tic-toc parancsokkal tudunk v®grehajtani.  

N®zz¿k elŖszºr a matematik§ban hagyom§nyosan fel²rhat· megold§st, az inverz 

sz§m²t§s seg²ts®g®vel: ὼ ὃ Ͻὦ! Matlabban az inv parancs haszn§lhat· inverz 

sz§m²t§sra.  

> %% Be®p²tett f¿ggv®nyek 
> Ab = load( 'racsos.txt' ); A = Ab(:,1:end - 1); b = Ab(:,end);  
> % Megold§s: x=inv(A)*b  
> x1 = inv(A)*b % hagyom§nyos inverz sz§m²t§s 
> tic  
> for  i=1:10000  
>     x1 = inv(A)*b;  
> end  
> toc % Elapsed time is 0.118122 seconds.  
> norm(A*x1 - b) % 1.0904e - 12 

Term®szetesen a fut§s idŖ g®penk®nt (sŖt futtat§sonk®nt) is k¿lºnbºzni fog, de a 

nagys§grendj¿k ºsszehasonl²that·. A tesztg®pen a fut§sidŖ 0.118 m§sodperc volt az 

inverz sz§m²t§sn§l. 

Haszn§ltuk kor§bban a linsolve parancsot als· ®s felsŖ h§romszºgm§trixokkal 

megadott egyenletrendszerek megold§s§ra. Ez a parancs nem csak ezekben a 

speci§lis esetekben haszn§lhat·, hanem §ltal§nos esetben is, ilyenkor nem adunk 

meg opci·kat. N®zz¿k meg a megold§st ebben az esetben! 

> % Megold§s: x = linsolve(A,b) 
> x2 = linsolve(A,b) % nxn: Cholesky vagy LU felbont§s 
> tic  
> for  i=1:10000  
>     x2 = linsolve(A,b);  
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> end  
> toc % Elapsed time is 0.082469 seconds.  
> norm(A*x2 - b) % 6.0157e - 13 

A linsolve parancs LU felbont§st haszn§l a megold§shoz, ha az A m§trix n®gyzetes. 

Itt a fut§sidŖ 0.082 m§sodperc lett, j·val gyorsabb, mint az elŖzŖ esetben.  

N®zz¿k meg a harmadik parancsot is, ez az x = A\b megold§s. A \ parancs megegyezik 

az  mldivide paranccsal (x=mldivide(A,b)). Ez a f¿ggv®ny tºbb megold§si m·dszer 

kºz¿l v§lasztja ki a legmegfelelŖbbet a m§trix vizsg§lata ut§n. N®gyzetes m§trix (nxn) 

eset®ben Cholesky felbont§s ®s LU felbont§s kºz¿l v§laszt.   

> % Megold§s: x = A\ b 
> x3 = A \ b % nxn: Cholesky vagy LU felbont§s 
> x3 = mldivide(A,b) % ua., mint az elƇzƇ 
> ti c  
> for  i=1:10000  
>     x3 = A \ b;  
> end  
> toc % Elapsed time is 0.024091 seconds.  
> norm(A*x3 - b) % 5.5695e - 13 

A fut§sidŖ ebben az esetben lett a legjobb, 0.024 m§sodperc, ami egy nagys§grenddel 

jobb, mint a hagyom§nyos inverz sz§m²t§s volt. 

N®zz¿k meg az eredm®nyeket is: 

1.0e+03 *  

   - 2.3868   - 2.3868   - 2.3868    
    2.1934    2.1934    2.1934    
    2.3868    2.3868    2.3868     
   - 3.3868   - 3.3868   - 3.3868    
    3.3868    3.3868    3.3868     
    1.6934    1.6934    1.6934     
   - 3.3868   - 3.3868   - 3.3868    

L®nyeg®ben mindenhol ugyanazt az eredm®nyt kaptuk x-re, kis elt®r®sek vannak, ha 

megn®zz¿k az elt®r®svektor norm§j§t, a legpontosabb eredm®nyt (legkºzelebb 

null§hoz) itt is az A\b parancs adta: 

x=inv(A)*b eset®n:  ᴁὃϽὼ ὦᴁ ρȢπωπτÅρς 

x=linsolve(A,b) eset®n: ᴁὃϽὼ ὦᴁ ρφȢπρυχÅρσ 

x=A\b eset®n: ᴁὃϽὼ ὦᴁ ρυȢυφωυÅρσ 

A fentiek alapj§n §ltal§nos esetben, n®gyzetes m§trix ®s egy®rtelmŤ megold§s mellett 

c®lszerŤ az x=A\b parancsot haszn§lni. Amennyiben elŖre tudjuk, hogy a m§trix 

als·/felsŖ h§romszºgm§trix, szimmetrikus vagy pozit²v definit m§trix, akkor c®lszerŤ 

az x=linsolve(A,b) parancsot alkalmazni ®s megadni az opci·kn§l a m§trix t²pus§t. 
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! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

rank - M§trix rangja 

lu - LU felbont§s 

linsolve - 
Line§ris egyenletrendszer megold§sa kieg®sz²tŖ opci·kkal (pl. 
als·/felsŖ h§romszºgm§trix, szimmetrikus, pozit²v definit). 
Ćltal§nos n®gyzetes m§trix eset®n LU felbont§st haszn§l. 

pascal - 
ElŖ§ll²thatjuk a binomi§lis egy¿tthat·kat tartalmaz· 
szimmetrikus Pascal m§trixot 

diag - 
Kivehetj¿k egy m§trix fŖ§tl·j§b·l az elemeket vagy egy 
vektorb·l csin§lhatunk vele diagon§lis m§trixot 

min - Egy vektor legkisebb eleme 

max - Egy vektor legnagyobb eleme 

chol - Cholesky felbont§s 

norm - Vektor/m§trix norm§ja (ôhosszaô) 

tic, toc - IdŖm®r®s kezdete, v®ge 

\ vagy mldivide - 
Ćltal§nos line§ris egyenletrendszer megold§sa (n®gyzetes 
m§trix eset®n LU vagy Cholesky felbont§ssal) 
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6. ,).%<2)3 %'9%.,%42%.DSZEREK 2. 

Eddig csak olyan eseteket vizsg§ltunk, ahol l®tezett ®s egy®rtelmŤ volt az inhomog®n 

line§ris egyenletrendszer megold§sa. Tºbbf®le algoritmust is l§ttunk ezeknek a 

megold§s§ra. A m®rnºki gyakorlatban azonban elŖker¿lnek a homog®n line§ris 

egyenletrendszerek is, amire egy p®ld§t l§ttunk a fŖfesz¿lts®gek meghat§roz§sakor, 

illetve azok az esetek is, amikor az inhomog®n rendszernek nincs vagy v®gtelen sok 

megold§sa van.  

 

A MEGOLDĆS L£TEZ£SE £S EGY£RTELMţS£GE 

Megjegyz®s: a Matlabban el§gaz§sokkal kºnnyen megvizsg§lhatjuk, hogy van, vagy 

nincs megold§s ®s ha van, akkor egy®rtelmŤ-e vagy sem.  

> if  rank(A)==rank([A,b]) disp( 'Van megold§s')  
>     if  rank(A)==size(A,2) disp( 'Egy®rtelmơ megold§s van')  
>     else  disp( 'V®gtelen sok megold§s van')  
>     end  
> else  disp( 'Nincs megold§s')  
> end  

6O'4%,%. 3/+ -%'/,$<S VAN 

Mi a helyzet akkor, amikor van ugyan megold§s, de nem egy®rtelmŤ? P®ld§ul 2 

egyenlet¿nk van 3 ismeretlenre? Ilyenkor §ltal§ban az egyik v§ltoz· ®rt®ke 

tetszŖlegesen felvehetŖ ®s a m§sik kettŖ ennek f¿ggv®ny®ben sz§m²that·. Van 

megold§sunk, de nem egy®rtelmŤ, mivel v®gtelen sokf®lek®ppen vehetj¿k fel az 

§ltalunk megkºtºtt v§ltoz· ®rt®k®t. Matematikai megkºzel²t®s szerint ez akkor 

lehets®ges, ha a m§trix rangja megegyezik a kibŖv²tett m§trix rangj§val viszont ez a 

rang kevesebb mint a m§trix oszlopainak a sz§ma, azaz r(A)=r(A|b) ®s r(A)<n. Ez lehet 

ranghi§nyos eset n®gyzetes egy¿tthat·m§trix eset®n (m=n) (pl. x+y=3, 2x+2y=6), vagy 
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alulhat§rozott egyenletrendszer (m<n), amikor kevesebb egyenlet¿nk van, mint 

ismeretlen¿nk. Ilyenkor v®gtelen sok megold§s van, mert a m§trix nullter®nek 

b§rmelyik n vektor§t hozz§adhatjuk a megold§shoz (ὃϽὲ π O  ὃὼ ὲ ὦ). 

Ilyenkor megold§snak a v®gtelen sok kºz¿l egyet szoktak kiv§lasztani, m®ghozz§ 

§ltal§ban (de nem mindig) a legkisebb norm§j¼ megold§st: άὭὲȿὼȿ. A legkisebb 

norm§j¼ megold§st matematikailag a kºvetkezŖ formul§val kaphatjuk meg: 

ὼ ὃ ϽὃϽὃ Ͻὦ 

N®zz¿nk egy p®ld§t alulhat§rozott egyenlet rendszerre, ahol 2 egyenlet¿nk van 4 

ismeretlennel:  

χϽὼ ςϽὼ ςϽὼ ρ 
ὼ ψϽὼ ὼ ψϽὼ ς 

M§trixos alakban fel²rva: 

ὃ  
χ ς π ς
ρ ψ ρ ψ

ȟὦ
ρ
ς

 

N®zz¿k meg a megold§sok sz§m§t! 

> A = [7 2 0 2; 1 8 1 8], b = [1; 2]  
> rank(A )     % 2 
> rank([A b]) % 2 
> size(A,2)   % 4 

Az A m§trix rangja megegyezik a kibŖv²tett m§trix rangj§val, teh§t van megold§s, 

m®ghozz§ v®gtelen sok, mivel r(A)= r(A|b) = 2 < n=4. 

Oldjuk meg a feladatot, ¼gy, hogy a v®gtelen sok megold§s kºz¿l a legkisebb norm§j¼ 

megold§st v§lasszuk! Haszn§ljuk a megold§shoz a fenti k®pletet! 

> x = A'*inv(A*(A'))*b  
> % xa =0.0745  
> %     0.1195  
> %     0.0127  
> %     0.1195  
> norm(A*x - b) % 0 
> norm(x) % 0.1852  

A megold§s hib§tlan, visszahelyettes²t®skor az elt®r®svektor norm§ja 0, a 

megold§svektor hossza pedig 0.1852. Ez az ºsszes lehets®ges megold§svektor kºz¿l 

a 'legrºvidebb', legkisebb norm§j¼.  

Az elŖzŖ ·r§n l§ttuk, hogy az inverz sz§m²t§s lass¼ ®s sokszor pontatlan is, ha lehet 

akkor el szokt§k ezt ker¿lni. C®lszerŤ lenne itt is valamilyen m§trix felbont§st 

alkalmazni, azonban a kor§bban megismert LU ®s Cholesky felbont§s csak n®gyzetes 

m§trixok eset®ben mŤkºdik. Vannak olyan felbont§sok is, amelyek mŤkºdnek nem 

n®gyzetes esetekben is, ilyen p®ld§ul a QR felbont§s ®s az SVD felbont§s. 

12 &%,"/.4<3 

A QR m·dszer azt a t®nyt haszn§lja ki, hogy b§rmely A m§trix felbonthat· egy Q ®s R 

m§trix szorzat§ra (ὃ ὗϽὙ), ahol Q egy (n®gyzetes) ortonorm§lt m§trix, ahol ὗ
ὗ, teh§t ὗ ὗ Ὅ ®s R egy mĬn-es felsŖ h§romszºg m§trix. Legyen most A m§trix 

nem n®gyzetes (mxn-es, m ņ): 
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ὃ ὗ Ὑ 

Az ὃ ὼ ὦ egyenletrendszer megold§s§hoz ²rjuk fel az ὃϽὼ ὦ egyenletet a 

felbontott m§trixokkal: 

ὗ Ὑ ὼ ὦ 

szorozzuk meg mindk®t oldalt balr·l ὗ ὗ -tal, ®s az eredm®ny legyen  B: 

Ὑ ὼ ὗ ὦ ὄ 

Megold§s l®p®sei: 

¶ ὄ ὗ ὦ kisz§m²t§sa 

¶ Ὑ ὼ ὄ megold§sa, ahol m§r egyszerŤ visszahelyettes²t®st v®gezhet¿nk, 
hiszen Ὑ egy felsŖ h§romszºgm§trix. Az eredm®ny a legkisebb hib§j¼ 

megold§s lesz. 

Oldjuk meg az elŖzŖ feladatot QR felbont§ssal (Matlab-ban a qr parancs)! EllenŖrizz¿k 

a felbont§s helyess®g®t ®s, hogy Q t®nyleg ortonorm§lt-e! A megold§s sor§n 

haszn§ljuk ki a Q ®s R m§trixok speci§lis volt§t!  

> %% QR felbont§s 
> [Q R] = qr(A)  
> % Q = - 0.9899   - 0.1414  
> %     - 0.1414    0.9899  
> % 
> % R = - 7.0711   - 3.1113   - 0.1414   - 3.1113  
> %           0    7.6368    0.9899    7.6368  
> norm(A - Q*R)    % 8.8818e - 16 (felbont§s ellenƇrz®se)  
> norm(Q'*Q)     %  1 (Q t®nyleg ortonorm§lt, Q'*Q egys®gm§trix) 
> B=Q'*b % Az ¼j jobb oldal 
> %    - 1.2728  
> %     1.8385  
> % A megold§s 
> opt.UT=true;  
> x=linsolve(R,B,opt)  
> % x = 0.0741  
> %     0.2407  
> %          0  
> %          0  
> norm(A*x - b) % 0 
> norm(x) % 0.2519  

QR felbont§ssal nem ugyanazt a megold§st kaptuk, mint kor§bban, a megold§s itt is 

hib§tlan, hiszen az elt®r®svektor norm§ja 0, a megold§svektor hossza azonban nem 

0.1852, hanem nagyobb, 0.2519. FeltŤnŖ viszont, hogy van benne kettŖ darab nulla 

elem is. A QR felbont§s nem a legkisebb norm§j¼ megold§st adja, hanem azt, amiben 

a legtºbb nulla elem tal§lhat·. Hogy melyik megold§st szeretn®nk megkapni, az a 

konkr®t feladatt·l f¿gg. ElŖfordulhat olyan eset, amikor ez az elŖnyºsebb, ®s olyan is, 

amikor a m§sik. Tal§lhatunk vajon olyan felbont§st, amivel a legkisebb norm§j¼ 

megold§st kapjuk meg? N®zz¿nk meg egy m§sik nem n®gyzetes esetben is 

haszn§lhat· felbont§st, az SVD felbont§st! 
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Nem n®gyzetes m§trix¼ line§ris egyenlet rendszerekn®l egy m§sik gyakran haszn§lt 

m·dszer az SVD felbont§s. Az SVD felbont§s angolul a szingul§ris ®rt®k szerinti 

felbont§s rºvid²t®se (Singular Value Decomposition). N®zz¿k meg rºviden mit jelent a 

saj§t®rt®k ®s a szingul§ris ®rt®k egy A m§trixn§l! 

Saj§t®rt®kek (ɚ): Azt mondjuk, hogy a ɚ sz§m az (nĬn-es) A m§trix saj§t®rt®ke, ha 

l®tezik olyan nem nulla x vektor, melyre ὃ ὼ  ‗ ὼ . Az ilyen x vektorokat az A m§trix 

ɚ saj§t®rt®khez tartoz· saj§tvektorainak nevezz¿k. A saj§t®rt®keket megkapjuk az 

ȿὃ Ὅ ‗ȿ π karakterisztikus egyenlet megold§s§val. Matlab-ban: saj§t®rt®kek: E = 
eig(A) , saj§t®rt®kek ®s saj§tvektorok: [V,D] = eig(A)  

Szingul§ris ®rt®k: Az mĬn-es A m§trix szingul§ris ®rt®kei az ATA (nem nulla) 

saj§t®rt®keinek n®gyzetgyºkei. Matlab-ban: S = svd(A) . A szingul§ris ®rt®kek sz§ma 

egyenlŖ a m§trix rangj§val.  

B§rmely (mĬn-es) A m§trix fel²rhat· a kºvetkezŖ form§ban: 

ὃ ὟϽὛϽὠ  

ahol az U ®s V m§trixok ortonorm§ltak, azaz Ὗ Ὗȟὠ ὠ  ®s S diagon§lm§trix. 

Az U m§trix mĬm-es, ®s oszlopvektorai az AĿAT saj§tvektorai, a V m§trix nĬn-es ®s 

oszlopvektorai az ATĿA m§trix saj§tvektoraival egyeznek meg. Az S m§trix (mĬn-es), 

fŖ§tl·j§ban a ATĿA saj§t®rt®keinek pozit²v n®gyzetgyºkei ï az ¼n. szingul§ris ®rt®kek 

ï §llnak, a tºbbi elem nulla. Figyelembe v®ve, hogy U ®s V ortonorm§ltak ®s S 

diagon§lm§trix, seg²ts®g¿kkel az A m§trix inverze/pszeudoinverze kºnnyen 

kisz§m²that·: 

ὃ ὠϽὛ ϽὟ  

Oldjuk meg az elŖzŖ feladatot most SVD felbont§ssal! 

> %% SVD felbont§s 
> [U,S,V] = svd(A)  
> % U = - 0.3979   - 0.9174  
> %     - 0.9174    0.3979  
> % 
> % S = 12.1209         0         0         0  
> %           0    6.3312         0         0  
> %  
> % V = - 0.3055   - 0.9515    0.0368   - 0.0015  
> %     - 0.6712    0.2130   - 0.0933   - 0.7039  
> %     - 0.0757    0.0629    0.9943   - 0.0406  
> %     - 0.6712    0.2130   - 0.0356    0.7092  
> %  
> %  EllenƇrz®sek 
> norm(A - U*S*V') % felbont§s ellenƇrz®se: 3.0531e- 15 
> norm(U'*U - eye(size(A,1))) % U mxm- es ortonor m§lt, U'=inv(U): 3.5606e- 16 

> norm(V'*V - eye(size(A,2))) % V nxn - es ortonorm§lt, V'=inv(V): 2.6547e- 16 

> diag(S), sqrt(eig(A'*A)) % szingul§ris ®rt®k A'A saj§t®rt®keinek gyºke 

> %    12.1209; 6.3312  
> %    0.0000 + 0.0000i; 0.0000 + 0.0000i, 6.3312 + 0.0000i, 12.12 09 + 0.0000i  

> % 
> %  A pszeudoinverz elƇ§ll²t§sa 
> invS=(1./S)' % S inverze , a diagon§l m§trix reciproka, transzpon§ltja 
> %     0.0825       Inf  
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> %        Inf    0.1579  
> %        Inf       Inf  
> %        Inf       Inf  
> invS(invS==Inf)=0 % ahol Inf (v®gtelen) elem volt, ott legyen 0   
> %     0.0825         0  
> %          0    0.1579  
> %          0         0  
> %          0         0  
> invA=V*invS*U' % A m§trix pszeudoinverze 
> %     0.1479   - 0.0367  
> %    - 0.0088    0.0642  
> %    - 0.0066    0.0097  
> %    - 0.0088    0.0642  
> x=invA*b %  A megold§s 
> % x = 0.0745  
> %     0.1195  
> %     0.0127  
> %     0.1195  
> norm(A*x - b) % 4.9651e - 16 
> norm(x) % 0.1852  

Az SVD felbont§s ugyanazt a legkisebb norm§j¼ megold§st adta vissza, mint az elsŖ 

esetben l§ttuk, amennyiben a feladat ezt ig®nyli, akkor c®lszerŤ az SVD felbont§st 

haszn§lni! 

-!4,!" "%O0^4%44 &­''6O.9%+ (LINSOLVE, \ , PINV) 

Term®szetesen itt is haszn§lhatjuk a Matlab be®p²tett f¿ggv®nyeit, azonban, mint 

l§ttuk a k¿lºnbºzŖ m·dszerek elt®rŖ eredm®nyt adnak, ²gy nem mindegy melyik 

megold§st haszn§ljuk. 

> %% Be®p²tett Matlab f¿ggv®nyek 
> % QR felbont§s -  legtºbb null§t tartalmaz· megold§s 
> xa = A \ b % QR felbont§s -  legtºbb null§t  
> xb = linsolve(A,b)  
> % xa = xb = 0.0741  
> %           0.2407  
> %           0  
> %           0  
> % SVD felbont§s -  legkisebb norm§j¼ megold§s 
> xc = pinv(A)*b  
> % xc = 0.0745  
> %      0.1195  
> %      0.0127  
> %      0.1195  
> type pinv  

A Matlab be®p²tett \ (mldivide) ®s a linsolve parancsa QR felbont§st haszn§l nem 

n®gyzetes m§trixok eset®ben, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet sz§m²tja SVD 

felbont§ssal (ennek a tartalm§t a type paranccsal ki²rathatjuk a k®pernyŖre). 

Alulhat§rozott esetben az elsŖ kettŖ a legtºbb null§t tartalmaz· megold§st fogja adni, 

a harmadik pedig a legkisebb norm§j¼ megold§st.  

Eml®keztetŖ¿l n®gyzetes esetben a \ (mldivide) ®s a linsolve parancs LU vagy 

Cholesky felbont§st haszn§l. 



 7. Nemline§ris egyenletrendszerek 

 72  

.).#3 -%'/,$<3 ɉ,%'+)3%"" ()"<*ª -%'/,$<S) 

Gyakran elŖfordul· eset a m®rnºki gyakorlatban, amikor matematikailag nincs 

megold§sa az egyenletrendszernek, mert t¼lhat§rozott rendszer¿nk van, azaz tºbb 

m®r®s¿nk van, mint ismeretlen¿nk. A geod®zi§ban szinte mindig ilyen feladatokkal 

tal§lkozhatunk, hiszen a m®r®si hib§k miatt mindig tºbb m®r®s tºrt®nik, mint, ami 

matematikailag t®nyleg sz¿ks®ges lenne a feladat megold§s§hoz. A gyakorlatban 

sokszor elŖfordulnak a kis m®r®si hib§k mellett durva hib§k is, ami miatt sokszor 

megoldhatatlan lesz a feladat, ha nincs fºlºs m®r®s¿nk.  

N®zz¿nk most egy geod®ziai p®ld§t, ahol szintez®si h§l·zatban kell meghat§rozni az 

alappontok magass§g§t, ¼gy, hogy van tºbb fºlºs m®r®s¿nk is! N®zz¿k meg az al§bbi 

§br§n l§that· szintez®si h§l·zat kiegyenl²t®s®t. Megm®rt¿k az 1-7 szintez®si 

szakaszok magass§g k¿lºnbs®geit, ismerj¿k 3 alappont (A,B,C) tengerszint feletti 

magass§g§t ®s keress¿k a tov§bbi 3 alappont (D,E,F) magass§g§t! A szintez®si 

vonalak hosszai nagyj§b·l megegyeznek ²gy most azonos s¼ly¼nak tekintj¿k az egyes 

vonalak m®r®seit. Az ismert magass§gok: HA=183.506m, HB=192.353m, 

HC=191.880m, ®s a m®rt magass§g k¿lºnbs®gek: 

 

Ὄ Ὄ Ὄ ρψσȢυπφ φȢρσυ O ρȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ ψȢστσ O ςȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ Ὄ ρωςȢσυσ υȢφρτ O σȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ ρȢσωτ O τȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ φȢωφω O υȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ Ὄ ρωρȢψψπ πȢωσπ O φȢίᾀὥὯὥίᾀ 

Ὄ Ὄ Ὄ ρωρȢψψπ φȢπχψ O χȢίᾀὥὯὥίᾀ 

 

ĉrjuk fel az egyenletrendszert m§trixos alakban, a meghat§rozand· ismeretlenek: 

ὌȟὌȟὌ ! 

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

ρ π π
ρ ρ π
π ρ π
ρ π ρ
π ρ ρ
π π ρ
π ρ πỢ

ỡ
ỡ
ỡ
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Ͻ
Ὄ
Ὄ
Ὄ

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

φȢρσυρψσȢυπφ
ψȢστσ

υȢφρτρωςȢσυσ
ρȢσωτ
φȢωφω

πȢωσπρωρȢψψπ
φȢπχψρωρȢψψπỢ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

 ρψωȢφτρ
ψȢστσ
 ρωχȢωφχ
ρȢσωτ
φȢωφω
ρωπȢωυπ
ρωχȢωυψỢ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

 

A fenti egyenletrendszer eset®ben 7 egyenlet¿nk van 3 ismeretlenre (m>n), ez egy 

t¼lhat§rozott egyenletrendszer. ĉrjuk be Matlab-ba ezt az egyenletrendszert! Bevihetj¿k 

a m§trixokat k®zzel is, de el is vannak mentve az ®rt®kek a szintezes.txt §llom§nyban. 

> A = [ 1 0 0; - 1 1 0;0 1 0; - 1 0 1;0 - 1 1;0 0 1;0 1 0]  
> b = [189.641; 8.343; 197.967; 1.394; - 6.969; 190.950; 197.958]  

Vagy 

> Ab = load( 'szintezes.txt' )  
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> A = Ab(:,1:3)  
> b = Ab(:,4)  

Ha megn®zz¿k az elsŖ §br§t a megold§s l®tez®s®rŖl, akkor l§thatjuk, hogy, akkor nincs 

megold§sunk, ha a m§trix rangja kisebb, mint a kibŖv²tett m§trix rangja, azaz 

r(A)<r(A|b). Ez akkor fordul elŖ, ha a b vektor "kil·g" az A oszlopvektorainak ter®bŖl. 

Ritk§bban n®gyzetes alakm§trix eset®n is (m=n) elŖ§llhat ez az eset, leggyakrabban 

azonban t¼lhat§rozott egyenletrendszern®l (m>n), amikor tºbb egyenlet¿nk van, mint 

ismeretlen¿nk. Megoldhatatlan n®gyzetes alakm§trixra p®lda lehet a kºvetkezŖ: 

x+y=2, ®s x+y=3, ahol k®t egyenlet van k®t ismeretlennel, m®g sincs megold§s. 

N®zz¿k meg, hogy a mi p®ld§nkban mi a helyzet! 

> rank(A)      % 3 
> rank([A b])  % 4 
> size(A)      % 7 sor 3 oszlop  

Most a m§trix rangja 3, a kibŖv²tett m§trix® pedig 4, teh§t r(A)<r(A|b), azaz nincs 

megold§s. A m§trix oszlopainak sz§ma n=3, sorainak sz§ma pedig m=7, m>n, teh§t 

ez egy t¼lhat§rozott egyenletrendszer. 

A k®rd®s, hogyan tudjuk megoldani a megoldhatatlan egyenletrendszert? A v§lasz, 

hogy nem egy hib§tlan megold§st keres¿nk, hanem a legkisebb hib§j¼ megold§st! Ezt 

a megold§st ¼gy tal§lhatjuk meg, hogy a marad®k ellentmond§sok n®gyzetºsszeg®t 

minimaliz§ljuk: ᴁὃϽὼ ὦᴁO άὭὲȢ  A minim§lis hib§j¼ kºzel²tŖ megold§s 

matematikailag a kºvetkezŖ lesz: 

ὼ ὃ Ͻὃ Ͻὃ Ͻὦ 

Matlab-ban: 

> x = inv(A'*A)* A'*b  % 189.6153, 197.9588, 190.9830  

A fenti megold§st nem szokt§k haszn§lni az inverz sz§m²t§s idŖig®nyess®ge, 

pontatlans§ga miatt. N®zz¿k meg az elŖbb megismert k®t m§trix felbont§st haszn§lva 

is az eredm®nyeket! 

12 &%,"/.4<3 

Oldjuk meg a szintez®si feladatot is QR felbont§ssal (Matlab-ban a qr parancs)! Most 

nem ellenŖrizz¿k le a felbont§s helyess®g®t, csak az elt®r®svektor norm§j§t n®zz¿k!  

> [Q R] = qr(A)  
> B=Q'*b % A jobb oldal  
> % A megold§s 
> opt.UT=true;  
> x=linsolve(R,B,opt)  
> %   189.6153  
> %   197.9588  
> %   19 0.9830  
> norm(A*x - b) % 0.0506  

Az eredm®ny: HD=189.6153; HE=197.9588; HF=190.9830, az elt®r®svektor norm§ja 

pedig kºr¿lbel¿l 5 cm. 
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Oldjuk meg a szintez®si h§l·zat kiegyenl²t®s®t most SVD felbont§ssal! Most sem 

ellenŖrizz¿k le a felbont§s helyess®g®t, csak az elt®r®svektor norm§j§t n®zz¿k! 

> [U,S,V] = svd(A)  
> %  A pszeudoinverz elƇ§ll²t§sa 
> invS=(1./S)'  % S inverze  
> invS(invS==Inf)=0  % ahol Inf (v®gtelen) elem volt, ott legyen 0  
> invS*S % ellenƇrz®s 
> invA=V*invS*U'  % A m§trix pszeudoinverze 
> invA* A % ellenƇrz®s 
> x=invA*b %  A megold§s: x = 189.6153, 197.9588, 190.9830 
> norm(A*x - b) % 0.0506  

T¼lhat§rozott esetben mind a QR, mind az SVD felbont§ssal ugyanazt az eredm®nyt 

kaptuk, mint az eredeti minim§lis hib§j¼ megold§shoz tartoz· formul§val. 

-!4,!" "%O0^4%44 &­''6O.9%+ (LINSOLVE, \ , PINV) 

Term®szetesen itt is haszn§lhatunk Matlab be®p²tett f¿ggv®nyeket . Mint m§r l§ttuk, a  

Matlab be®p²tett \ (mldivide) ®s a linsolve parancsa QR felbont§st haszn§l nem 

n®gyzetes m§trixok eset®ben, a pinv parancs pedig a pszeudoinverzet sz§m²tja SVD 

felbont§ssal. N®zz¿k meg a megold§sokat ezekkel is! 

> x1 = A \ b 
> x2 = linsolve(A,b)  
> x3 = pinv(A)*b  
> norm(A*x1 - b) % 0.0506  

A be®p²tett f¿ggv®nyekkel tºrt®nŖ megold§sok nem figyelmeztetnek arra, hogy 

egy®rtelmŤ megold§s helyett most a legkisebb hib§j¼ megold§st kaptuk meg, ®s hogy 

mekkora ez a marad®k elt®r®s, ez®rt mindenk®ppen sz¿ks®g van ellenŖrz®sre is. 

N®zz¿k meg a k®tf®le algoritmus fut§sidej®t is 10000 futtat§s eset®n! 

> tic  
> for  i=1:1000  
>     x1 = A \ b;  
> end  
> toc % Elapsed time is 0. 005924 seconds.  
> tic  
> for  i=1:1000  
>     x3 = pinv(A)*b;  
> end  
> toc % Elapsed time is 0.063876 seconds.  

A QR felbont§s egy nagys§grenddel gyorsabb volt, mint az SVD felbont§s. 

T¼lhat§rozott esetben c®lszerŤ a QR felbont§st haszn§l· x=A\b  alkalmaz§sa, a 

hat®konys§g/gyorsas§g miatt. Alulhat§rozott esetben azonban a feladat jelleg®tŖl 

f¿ggŖen, ha a v®gtelen sok megold§s kºz¿l a legkisebb norm§j¼ra van sz¿ks®g, akkor 

az SVD felbont§st haszn§l· x=pinv(A)*b megold§st alkalmazzuk, ha a legtºbb null§t 

tartalmaz· lenne ide§lis, akkor pedig a QR felbont§st haszn§l· x=A\b  parancsot 

alkalmazzuk. A linsolve parancs alkalmaz§sa akkor c®lszerŤ, ha elŖzetes ismereteink 

vannak a m§trix speci§lis volt§r·l (pl. h§romszºgm§trix, szimmetrikus, pozit²v definit), 

mivel itt van lehetŖs®g¿nk ezeket opci·k®nt megadni. 
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Line§ris egyenletrendszereket megoldhatunk direkt ®s iterat²v m·dszerekkel is. Amiket 

eddig n®zt¿nk eddig, a m§trix felbont§sok, azok a direkt megold§sok voltak. N®zz¿k 

meg mikor lehet c®lszerŤ nem direkt, hanem iterat²v megold§sokat  haszn§lni! 

N®zz¿nk most egy m§sik line§ris egyenletrendszerre vezetŖ p®ld§t! Hat§rozzuk meg 

az egyes v²zkezelŖ reaktorokban a koncentr§ci· ®rt®k®t az al§bbi kapcsol§s eset®n, 

tºk®letes kevered®st (a koncentr§ci· azonos a reaktort®r minden pontj§ban) 

felt®telezve. 

A m®rlegegyenletek: 

φ ὧ ὧ υπ 

σ ὧ σ ὧ π 

ὧ ω ὧ ρφπ 

ὧ ψ ὧ ρρ ὧ ς ὧ π 

σ ὧ ὧ τ ὧ π 

Az egyenletrendszer 

m§trixos alakja: 
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ElŖszºr vizsg§ljuk meg hogy van-e megold§sa a feladatnak ®s egy®rtelmŤ-e? Ehhez 

tºlts¿k be az A m§trixot ®s b vektort tartalmaz· vizkezeles.txt f§jlt (vagy be²rhatjuk 

k®zzel is a m§trixokat)! 

> Ab = load( 'vizkezeles.txt' ), A = Ab(:,1: end - 1), b = Ab(:,end)  
> rank(A), rank(Ab) % 5, 5  
> size(A,2) % 5 

A m§trix rangja (5) megegyezik a kibŖv²tett m§trix rangj§val is ®s az A m§trix 

oszlopainak a sz§m§val is, teh§t l®tezik ®s egy®rtelmŤ a megold§s.  

Az alakm§trixot vizsg§lva megfigyelhetj¿k, hogy nagyon sok a nulla elem benne, 

ezeket ritka m§trixoknak nevezz¿k. Azokban az esetekben, ahol sok a nulla az 

alakm§trixban ®s a fŖ§tl·ban l®vŖ elemek domin§lnak sokkal hat®konyabb a direkt 

megold§s helyett iterat²v m·dszereket haszn§lni (®s itt most nem az ilyen kis m®retŤ 

m§trixokn§l l®nyeges a hat®konys§g, hanem a tºbb ezerszer tºbb ezres m®retekn®l!). 

Eddig a line§ris egyenlet rendszerek direkt megold§si m·dszereit vizsg§ltuk, ahol a 

megold§st az egyenletekkel v®gzett elemi §talak²t§sokkal kaptuk. Iterat²v m·dszerek 

eset®ben meg kell becs¿lni minden v§ltoz·nak egy kezdŖ®rt®ket ®s ezt haszn§lhatjuk 

ut§na egy iterat²v elj§r§s§ban, hogy pontos²tsuk az eredm®nyt. A m·dszer hasonl²t a 

nemline§ris egyenletekn®l alkalmazhat· fixpont m·dszerhez. Az egyenleteket §t kell 

alak²tani explicit form§ba, minden v§ltoz·t kifejezve a tºbbi v§ltoz· f¿ggv®ny®ben. 
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ὥ ὼ ὥ  ὼ ὥ  ὼ ὦ
ὥ ὼ ὥ  ὼ ὥ  ὼ ὦ
ὥ ὼ ὥ  ὼ ὥ  ὼ ὦ

ᴼ

ὼ ὦ ὥ  ὼ ὥ  ὼ Ⱦὥ

ὼ ὦ ὥ ὼ ὥ  ὼ Ⱦὥ

ὼ ὦ ὥ ὼ ὥ  ὼ Ⱦὥ

 

Az iter§ci·s folyamatban elŖszºr megbecs¿lj¿k a kezdŖ®rt®keket, majd ezeket a jobb 

oldalba behelyettes²tve ¼jabb ®rt®keket kapunk x-re. A m§sodik iter§ci·ban ezeket az 

¼j ®rt®keket helyettes²tj¿k be a jobb oldalba, ®s ²gy megy¿nk tov§bb, am²g a k²v§nt 

pontoss§got el nem ®rj¿k, amikor a k®t egym§st kºvetŖ iter§ci·ban kapott megold§s 

kºzºtti k¿lºnbs®g kisebb az elŖre megadott tolerancia ®rt®kn®l.  

Az iter§ci·s k®plet a fenti explicit egyenletrendszer §ltal§nos alakja lesz (ez 

tulajdonk®ppen a Jacobi m·dszer iter§ci·s k®plete): 

ὼ
ρ

ὥ
 

ở

Ở
ờ
ὦ ὥ ὼ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

K®tf®le speci§lis iter§ci·s m·dszert n®z¿nk most meg, a Jacobi iter§ci·t ®s a Gauss-

Seidel iter§ci·t. A kettŖ kºzºtt a k¿lºnbs®g abban van, hogy mikor haszn§ljuk fel az 

¼jonnan kisz§molt ®rt®keit az ismeretleneknek. Jacobi m·dszern®l az ismeretlenek 

becs¿lt ®rt®kei, amiket az explicit egyenletrendszer jobb oldal§n haszn§lunk egyszerre 

ker¿lnek friss²t®sre minden iter§ci·s l®p®s v®g®n, vagyis egy kezdŖ®rt®k k®szlettel 

kisz§moljuk az ºsszes ¼j ®rt®ket ®s ut§na megy¿nk tov§bb. A Gauss-Seidel 

m·dszern®l a m§r kisz§molt ismeretlenek m®g az iter§ci·s l®p®sen bel¿l friss²t®sre 

ker¿lnek a tov§bbi ismeretlenek kisz§mol§sa sor§n. Ez azt jelenti, ha egy iter§ci·n 

bel¿l pl. m§r kisz§moltunk egy ¼j x1-et, akkor ezt m§r x2, x3,... sz§m²t§s§n§l 

felhaszn§ljuk. Ez ut·bbi ®ppen ez®rt §ltal§ban gyorsabban konverg§l. 

Az iter§ci·s k®pletet elŖ§ll²thatjuk m§trixos alakban is, amivel a k®sŖbbiekben 

kºnnyebben tudunk dolgozni. Alak²tsuk §t az ὃϽὼ ὦ egyenletrendszert iter§ci·s 

formul§v§! Adjunk hozz§, majd vonjunk is ki a baloldalb·l ὄϽὼ-et, ahol B m§trix 

megv§laszt§s§t·l f¿gg majd az iter§ci· t²pusa (Jacobi vagy Gauss-Seidel). 

ὄϽὼ ὃϽὼ ὄϽὼ ὄϽὼ ὃ ὄ Ͻὼ ὦ 

Rendezz¿k §t: 

ὄϽὼ ὃ ὄ Ͻὼ ὦ 

Szorozzuk meg balr·l ὄ  m§trixxal: 

ὼ  ὄ ὃ ὄ ὼ ὄ ὦ   ὄ ὃ ὼ ὄ ὄ ὼ ὄ ὦ 

Emelj¿k ki x-et a jobb oldalon: 

ὼ Ὅ ὄ ὃὼ ὄ ὦ 

A fentiek alapj§n ²rhatjuk fel az iter§ci·s k®pletet a (k+1). iter§ci·ra: 

ὼ Ὅ ὄ ὃὼ ὄ ὦ 

legyen ὃὍ Ὅ ὄ ὃ ®s ὦὭ ὄ ὦ, ekkor az iter§ci· k®plete fel²rhat· a kºvetkezŖ 
alakban:  
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ὼ ὃὍϽὼ ὦὭ 

Ebben az §ltal§nos alakban egys®gesen megadhat· a Jacobi m·dszer ®s a Gauss-

Seidel m·dszer is. Elt®r®s csak a B m§trixban lesz, amivel AI-t ®s bi-t sz§moljuk. 

Jacobi m·dszer eset®ben B m§trix az A m§trix fŖ§tl·ja - diag(diag(A)) (kifejtve az 

iter§ci· k®plet®t ²gy ugyanazt kapjuk, mint az explicit alakb·l meghat§rozott k®plet, 

ahol mindig a fŖ§tl· elemeivel (ὥ ) kellett osztani), Gauss-Seidel m·dszer eset®ben 

pedig B m§trix az A m§trix als· h§romszºgm§trixa - tril(A).  

Az iter§ci·s megold§st elsŖsorban a diagon§lisan domin§ns esetekben lehet 

hat®konyan alkalmazni, ez azt jelenti, hogy a fŖ§tl·ban l®vŖ elem abszol¼t ®rt®ke 

nagyobb, mint az abban a sorban l®vŖ ºsszes tºbbi elem abszol¼t ®rt®k®nek az 

ºsszege (a fŖ§tl·ban l®vŖ elemek domin§lnak). A diagon§lis dominancia el®gs®ges, 

de nem sz¿ks®ges felt®tele a konvergenci§nak. N®zz¿k meg, hogyan val·s²thatjuk 

meg a Jacobi ®s a Gauss-Seidel iter§ci·t Matlabban! 

)4%2<#)s3 -s$3:%2%+ MATLABBAN 

N®zz¿k meg, hogyan lehet a k®tf®le iter§ci·s m·dszert egys®gesen leprogramozni 

Matlabban, az alap®rtelmezett m·dszer legyen a Jacobi m·dszer! N®zz¿k meg az 

iterativ.m f§jlt! 

> function  [x,i,X]=iterativ(A,b,e,imax,method)  
> % A*x=b Line§ris egyenletrendszer megold§sa iterat²v m·don, 
> % Jacobi vagy Gauss- Seidel m·dszerrel (alap®rtelmezett: Jacobi). 
> % Bemenet: A, b, e - hibahat§r, imax -  maxim§lis iter§ci· sz§m 
> % method -  'Jacobi' vagy 'GaussSeidel' (nem kºtelezƇ megadni) 
> % Kimenet: x - megold§s, i - iter§ci· sz§m, X- iter§ci·s l®p®sek 
>   
> % M·dszer meghat§roz§sa 
>     if  nargin==4; method= 'Jacobi' ; end  
>     switch  method  
>         case  'Jacobi'  
>             B = diag(diag(A));  % A m§trix fƇ§tl·ja m§trixban 
>         case  'GaussSeidel'  
>             B=tril(A);  % A m§trix als· h§romszºg 
>         otherwise  % Jacobi  
>             B = diag(diag(A)); % A m§trix fƇ§tl·ja m§trixban 
>     end  
> % ElsƇ iter§ci·s l®p®s 
> Ai=eye(5) - inv(B)*A;  
> bi = inv(B)*b;  
> x0=ones(size(b)); % kiindul· ®rt®k 
> i=1; x1=Ai*x0+bi; % ElsƇ iter§ci· 
> X=[x0,x1];  
> % Iter§ci·s ciklus 
> while  i<=imax && norm(x1 - x0)>e  
>     x0=x1;  
>     x1=Ai*x0+bi;  
>     X=[X x1];  
>     i=i+1;  
> end  
> x=X(:,end); % megold§s 
> end  
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Bemenet az A m§trix, a b vektor, e a megengedett elt®r®s k®t egym§st kºvetŖ iter§ci· 

kºzºtt, a maxim§lis iter§ci· sz§m (imax) ®s a m·dszer (method), ami vagy õJacobiõ 

vagy õGaussSeidelõ lehet. Alap®rtelmezett m·dszer a Jacobi m·dszer, azaz nem 

kºtelezŖ megadni az utols· bemenetet. Ezt vizsg§lja a nargin v§ltoz· (Number of 

function input arguments), a megadott bemenŖ param®terek sz§m§t. Ha csak 4 

v§ltoz·t adott meg valaki, akkor a m·dszer alap®rtelmezetten Jacobi m·dszer lesz. A 

B m§trix Jacobi m·dszer eset®ben az A m§trix fŖ§tl·ja, Gauss-Seidel m·dszer 

eset®ben pedig az A m§trix als· h§romszºgm§trixa lesz!  

A megold§shoz elŖ kell §ll²tani az AI m§trixot, a bi vektort ®s meg kell adni a kezdŖ x0 

vektort, ami most egys®gvektor lesz. Az elsŖ iter§ci· ut§n addig folytatja a program az 

iter§ci·kat, am²g k®t egym§st kºvetŖ iter§ci· kºzºtt az elt®r®s egy megadott 

toleranci§n§l kisebb, vagy el nem ®rt¿k a maxim§lis iter§ci· sz§mot. H§rom 

kimenet¿nk van, a megold§s ï x, az iter§ci·k sz§ma ï i, ®s az ºsszes iter§ci·s l®p®s 

sor§n kapott megold§s vektorok ºsszess®ge az X m§trixban, ahol egym§s melletti 

oszlopokban vannak az egym§st kºvetŖ iter§ci·s l®p®sek elemei.  

ElŖszºr Jacobi m·dszerrel oldjuk meg a feladatot! 

> %% Jacobi m·dszer  
> [x,i,X] = iterativ(A,b,1e - 6,100, 'Jacobi' )  
> % EllenƇrz®s (relat²v hiba) 
> h1 = norm(A*x - b);  
> fprintf( 'Az iter§ci·k sz§ma: %d, relat²v hiba: %g \ n' ,i,h1)  
> %Az iter§ci·k sz§ma: 15, relat²v hiba: 

2.10763e - 06  
>   
> %  Grafikus megjelen²t®s 
> figure(1); plot(X', '* - ' )  
> title( 'Jacobi m·dszer konvergenci§ja')  

 

 

 Ut§na oldjuk meg Gauss-Seidel m·dszerrel is!  

> %% Gauss- Seidel m·dszer  
> [x,i,X] = iterativ( A,b,1e -

6,100, 'GaussSeidel' )  
> % EllenƇrz®s (relat²v hiba) 
> h1 = norm(A*x - b);  
> fprintf( 'Az iter§ci·k sz§ma: %d, relat²v hiba: %g \ n' ,i,h1)  
> % Az iter§ci·k sz§ma: 7, relat²v hiba: 1.28853e- 08  
>   
> % Grafikus megjelen²t®s 
> figure(2);plot(X', '* - ' );  
> title( 'Gauss - Seidel m·dszer 
konvergenci§ja')  

 

A megold§sb·l l§tjuk, hogy m²g a Jacobi m·dszernek 

15 iter§ci·ra volt sz¿ks®ge, addig a Gauss-Seidel 

m·dszernek elegendŖ volt 7.  
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A Matlab-nak egy®bk®nt van egy saj§t f¿ggv®nye iterat²v megold§sra, ez a gmres 

parancs. L§sd: 

> [x, flags, relres, iter, resvec] = gmres(A,b)  
> figure(3); plot(resvec, 'b* - ' ) % hib§k kirajzol§sa az iter§ci· sor§n 

Illetve ritka m§trixok t§rol§s§ra van egy saj§t form§tuma, amit nagym®retŤ ritka 

m§trixokn§l ®rdemes haszn§lni:  

> AS=sparse(A)  

ª* &­''6O.9%+ ! '9!+/2,ATON 

qr - QR felbont§s 

svd - SVD felbont§s 

pinv - Pszeudoinverz sz§m²t§s SVD felbont§ssal 

type - Szºveges f§jl tartalm§nak k®pernyŖre ²r§sa 

tril - Egy m§trix als· h§romszºgm§trixa 

nargin - F¿ggv®ny megadott bemenŖ param®tereinek a sz§ma 

gmres - Line§ris egyenletrendszer iterat²v megold§sa 

sparse - Ritka m§trixok t§rol§sa 
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χȢ .%-,).%<2)3 EGYENLETRENDSZEREK -%'/,$<3! 

Nemline§ris egyenletek gyakran elŖfordulnak az ®p²tŖm®rnºki feladatok sor§n. 

Vannak olyan esetek is, amikor nem egy darab nemline§ris egyenlet z®rushelyeit 

keress¿k, hanem tºbb nemline§ris egyenlet metsz®spontj§t, egy nemline§ris 

egyenletrendszer megold§s§t. Ilyenek p®ld§k p®ld§ul jellemzŖen a k¿lºnbºzŖ 

geod®ziai pontmeghat§roz§si feladatok (²vmetsz®s, elŖmetsz®s, h§trametsz®s stb.), 

de a r¼dszerkezetek egyens¼lyi egyenletei ®s a s¼lyt§mfalak tervez®se sor§n is 

nemline§ris egyenletrendszereket kell megoldanunk. Most n®zz¿nk meg egy 

mobiltelefonnal tºrt®nŖ poz²ci· meghat§roz§si feladatot fix mobil ad·tornyokhoz 

k®pest, amikor megm®rj¿k a telefon ®s a kºrnyezŖ ad·tornyok t§vols§gait. Ez 

tulajdonk®ppen egy ²vmetsz®si feladat. 

A mobiltelefonok poz²ci·j§nak meghat§roz§sakor 

rendelkez®sre §ll az eszkºz ®s a b§zis§llom§sok 

t§vols§ga. A t§vols§gok egy-egy kºrt hat§roznak meg 

a b§zis§llom§sok kºr¿l (l§sd §bra). A kºrºk m§sodfok¼ 

egyenletek, ®s ezek metsz®spontja adja a mobiltelefon 

poz²ci·j§t. Az egyenleteket a kºvetkezŖ implicit 

alakban adhatjuk meg, k®t ismert b§zis eset®n: 

ὼ ὼ ώ ώ ὶ π 

ὼ ὼ ώ ώ ὶ π 

Amennyiben legal§bb 3 t§vols§g, azaz 3 kºr, valamint 

a b§zisok koordin§t§i ismertek, az ismeretlen hely 

egy®rtelmŤen meghat§rozhat·.  

K®t m§sodfok¼ egyenletbŖl §ll· k®t ismeretlenes egyenletrendszer megold§sa 4. fok¼ 

polinom gyºkeinek megtal§l§s§ra vezethetŖ vissza. Ezt megoldhatn§nk 

visszahelyettes²t®ssel egyedileg, vagy megpr·b§lhatjuk automatiz§lni a folyamatot 

numerikus m·dszerek haszn§lat§val.  

EGYENLETRENDSZER VEK4/2/3 *%,v,O3-s$*! 

A nemline§ris egyenletrendszerek §ltal§nos megold§s§hoz vezess¿k be a vektoros 

jelºl®sm·dot, ²gy egyszerŤbb lesz dolgozni az egyenletekkel ®s a Matlab be®p²tett 

f¿ggv®nyei is ilyen alakban ig®nylik a megad§st.  

Ćltal§ban akkor tudjuk megtal§lni egy egyenletrendszer megold§s§t, amikor az 

ismeretlenek sz§ma megegyezik az egyenletek sz§m§val. Az egyenletrendszereket a 

kºvetkezŖ alakban szok§s megadni: 

Ὢὼȟὼȟὼȟȣȟὼ  π 

Ὢὼȟὼȟὼȟȣȟὼ  π 

Ὢὼȟὼȟὼȟȣȟὼ  π 

ể 

Ὢὼȟὼȟὼȟȣȟὼ  π 
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Az egyszerŤs®g kedv®®rt a megold§sok legyenek az x vektor elemei 

● ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ  , ®s az f is legyen egy vektor, amelyben az egyenletek vannak 

█ ὪȟὪȟὪȟȣȟὪ  . Ezzel a jelºl®ssel az egyenletrendszert egyszerŤen le tudjuk ²rni: 

█● π 

Egyv§ltoz·s esetben egy ὼ kezdeti ®rt®ket kell felvenn¿nk. Tºbbv§ltoz·s esetben egy 

●  vektorban adjuk meg az ºsszes v§ltoz· kezdeti ®rt®keit. Min®l tºbb v§ltoz·nk van, 

ann§l tºbb j· kezdeti ®rt®ket sz¿ks®ges meghat§roznunk, ami nem mindig kºnnyŤ 

feladat. Gyakorlatban azonban kihaszn§lhatjuk az adott probl®ma m®rnºki ismereteit 

®s ezek alapj§n gyakran tudunk adni j· kºzel²tŖ ®rt®keket ak§r tºbbv§ltoz·s esetre is. 

Ha tudjuk §br§zolni az egyenleteket (p®ld§ul k®tv§ltoz·s esetben), akkor az §bra 

alapj§n is meghat§rozhatunk kiindul· adatokat.  

0/:^#)s-%'(!4<2/:<3 MOBILTELEFONNAL 

A feladatunk poz²ci· meghat§roz§s lesz mobiltelefonnal. A p®ld§ban tegy¿k fel, hogy 

csak 2 mobil ad·toronyt·l ismerj¿k a t§vols§got, ²gy a poz²ci·ra k®t lehets®ges helyet 

fogunk kapni. Az egyes b§zis§llom§sok koordin§t§it ®s a t§vols§gm®r®seket az al§bbi 

t§bl§zat foglalja ºssze (kilom®ter m®rt®kegys®gben). 

B§zis sorsz§m X koordin§ta  

()ix  

Y koordin§ta 

()iy  

B§zis-termin§l 

t§vols§g ()ir  

1 1 1 5 

2 10 8 8 

Az egyenleteket a kºvetkezŖ implicit alakban adhatjuk meg: 

ὼ ρ ώ ρ υ π 

ὼ ρπ ώ ψ ψ π 

ahol az x,y koordin§t§kat keress¿k. 

ElŖszºr §br§zoljuk a k®t implicit alakban adott 

f¿ggv®nyt az fimplicit  paranccsal. Az fimplicit 

paranccsal f(x,y) = 0 implicit alakban megadott 

f¿ggv®nyeket lehet §br§zolni. A sz²nek, vonalt²pus 

stb. megad§sa a plot parancshoz hasonl·an 

tºrt®nhet. EgyelŖre haszn§lhat· m®g az ezplot 

parancs is erre a c®lra (illetve Octave-ban csak ez), 

de a k®sŖbbi Matlab verzi·kb·l az ezplot ki fog 

ker¿lni.  

> clear all ; clc; close all ;  
> f1 =@(x,y) (x - 1).^2 + (y - 1).^2 -  5^2;  
> f2 =@(x,y) (x - 10).^2 + (y - 8).^2 -  8^2;  
> figure(1);  
> g1=fimplicit(f1,[ - 5 20 - 5 20]); hold on;  
> fimplicit(f2,[ - 5 20 - 5 20], ' -- r' , 'LineWidth' ,2);  
> axis equal ;  
> legend( '(x - 1)^2 + (y - 1)^2 -  5^2' , '(x - 10)^2 + (y - 8)^2 -  

8^2' , 'Location' , 'SE' )  
> title('Poz²ci·meghat§roz§s mobiltelefonnal')  
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Hogyan tudjuk megtal§lni a k®t egyenlet metsz®spontjait? Egyv§ltoz·s esetben a 

nemline§ris f¿ggv®ny z®rushelyeit kerest¿k, amihez haszn§lhattuk p®ld§ul a Newton-

m·dszert. Tºbbv§ltoz·s esetben is alkalmazhat· a Newton-m·dszer, n®mi 

§talak²t§ssal. N®zz¿k ezt meg! 

4v""6<,4/:s3 .%74/. -s$3ZER 

N®zz¿k meg r®szletesen az egyik legismertebb m·dszert, a tºbbv§ltoz·s Newton-

m·dszert, a nemline§ris egyenletrendszerek megold§s§ra, hogy kºnnyebben 

meg®rts¿k a megold§s egy lehets®ges m·dj§t. Ez az egyv§ltoz·s eset megold§s§b·l 

§ltal§nos²that·. Egyv§ltoz·s esetben a Newton m·dszer a f¿ggv®ny lineariz§l§s§b·l 

volt levezethetŖ ὼ helyen: 

Ὢὼ Ὢὼ Ὢᴂὼ Ͻὼ ὼ  

Tºbbv§ltoz·s esetben f line§ris kºzel²t®se ὼ helyen: 

█● █● ὐ● Ͻ● 

ahol █● az egyenletrendszer egy oszlopvektorban, ●  a vektorban megadott 

kezdŖ®rt®kek minden v§ltoz·hoz, ● ● ●, az Ὢᴂὼ  helyett szereplŖ ὐ●   pedig 

az n³n-es Jacobi m§trix ®rt®ke az ὼ helyen. A Jacobi m§trix elemei az egyenletek 

parci§lis deriv§ltjai: 

ὐ

ở

Ở
Ở
Ở
Ở
ờ

‬Ὢ

‬ὼ

‬Ὢ

‬ὼ

‬Ὢ

‬ὼ
Ễ
‬Ὢ
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Pl. az al§bbi egyenletrendszer Jacobi m§trixa: 

σὼ ςώ ρ π 

ὼ υώ ς π 
 O ὐὼ

φὼ ς
σὼ υ

 

Szeretn®nk megoldani az █● π egyenletrendszert.  

Ὢὼ Ὢὼ ὐὼ Ͻὼ ὼ π 

A k®rd®s, hogyan tudjuk ¼gy megadni xi+1-et, hogy a fenti felt®tel igaz legyen? 

Rendezz¿k §t az egyenletrendszert! 

ὼ ὼ ὐὼ ϽὪὼ  

Ez megoldhat·, amennyiben l®tezik ὐὼ  inverze. Ez az alak a kor§bban tanult 

egyv§ltoz·s Newton m·dszer ( ὼ ὼ ) tºbbv§ltoz·s megfelelŖje. Mint az 

elŖzŖ ·r§kon l§ttuk, gyakorlatban nem szoktunk kºzvetlen¿l inverzet sz§m²tani.  

Vezess¿k be a Ўὼ ὼ ὼ jelºl®st az Ὢὼ ὐὼ Ͻὼ ὼ π egyenlethez, ®s 
vigy¿k §t a bal oldalra Ὢὼ -t. ĉgy egy line§ris egyenletrendszert kell megoldanunk: 

ὐὼ ϽЎὼ  Ὢὼ  
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ahol ὐὼ  egy nxn-es ismert m§trix,  Ὢὼ  egy ismert nx1-es vektor. A line§ris 

egyenletrendszerek megold§s§ra l§ttunk tºbb hat®kony m·dszert is, amelyek mind 

k¿lºnbºzŖ m§trix felbont§sokat haszn§ltak. Haszn§ljuk most az ὼ ὃ͵ὦ alak¼ 

megold§st, ami n®gyzetes esetben LU felbont§st alkalmaz. Miut§n Ўὼ ®rt®ke ismert, 

²gy xi+1 sz§m²that·:ὼ ὼ Ўὼ. 

Az egyes iter§ci·kban a megoldand· feladat teh§t: 

¶ ὐὼ ϽЎὼ  Ὢὼ  line§ris egyenletrendszer megold§sa Ўὼ-re 

¶ ὼ ὼ Ўὼ sz§m²t§sa addig, am²g Ὢὼ π vagy Ўὼ π (am²g kisebb nem 
lesz egy megadott tolerancia ®rt®kn®l). 

4v""6<,4/:s3 .%74/.--s$3:%2 -ATLAB-BAN 

ĉrjunk f¿ggv®nyt, ami megval·s²tja a tºbbv§ltoz·s Newton m·dszert a fentiek alapj§n! 

Legyen a f¿ggv®ny neve newtonsys. (Ments¿k a f§jlt a newtonsys.m f§jlba!) A le§ll§si 

felt®tel most az, hogy az iter§ci· k®t egym§st kºvetŖ l®p®s®ben meghat§rozott 

megold§sok egy megadott kicsiny epszilon ®rt®kn®l kev®sb® t®rjenek el egym§st·l, 

illetve a ciklus le§ll akkor is, ha el®rt¿k a maxim§lis iter§ci· sz§mot. Bemenet lesz az 

egyenlet rendszer, a Jacobi m§trix, a kezdŖ®rt®kek ®s a le§ll§si felt®telt meghat§roz· 

maxim§lis iter§ci·sz§m, illetve az a kis epszilon sz§m, amin®l kisebb Ўὼ ®rt®k eset®n 
elfogadjuk a megold§st. K®t kimenete lesz a f¿ggv®nynek, a megold§s ®s az iter§ci· 

sz§m. 

> function  [x1, n] = newtonsys (f, J, x0, eps, nmax)  
>     dx = J(x0) \ - f(x0)); % elsƇ iter§ci· 
>     x1 = x0 + dx;       % elsƇ iter§ci· 
>     n = 1;  
>     while  norm(x1 - x0)>eps && n<=nmax  
>         x0 = x1;  
>         dx = J(x0) \ - f(x0);  
>         x1 = x0 + dx;  
>         n = n + 1;  
>     end ;  
> end  

-%'/,$<3 .%74/.--s$3ZERREL 

a) Jacobi m§trix elŖ§ll²t§sa 

A tºbbv§ltoz·s Newton m·dszerhez, mint l§ttuk sz¿ks®g lesz az eredeti egyenletek ®s 

a kezdŖ®rt®kek mellett az egyenletek parci§lis deriv§ltjaira is a Jacobi m§trixhoz. Ezt 

szimbolikus sz§m²t§sokkal tudjuk elŖ§ll²tani. Lehet k¿lºn-k¿lºn a parci§lis deriv§ltakat 

is sz§m²tani a diff paranccsal, ®s abb·l ºssze§ll²tani a Jacobi m§trixot, de a Matlab-

ban van egy parancs a Jacobi m§trix kºzvetlen elŖ§ll²t§s§ra (jacobian). A jacobian 

parancs haszn§lat§hoz defini§ljuk most szimbolikusan az egyenletrendszert!  

> %% Megold§s tºbbv§ltoz·s Newton- m·dszerrel 
> syms x  y  
> fs1 = (x - 1).^2 + (y - 1).^2 -  5^2  
> fs2 = (x - 10).^2 + (y - 8).^2 -  8^2  
> disp( 'Jacobi m§trix')  
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> js = jacobian([fs1; fs2])  
> % [  2*x -  2,  2*y -  2]  
> % [ 2*x -  20, 2*y -  16]  

Defini§ljuk f¿ggv®nyk®nt a Jacobi m§trixot, szimbolikus kifejez®s helyett! Ezt 

megtehetj¿k ¼gy, hogy bem§soljuk az egyes elemeket a megfelelŖ helyekre 

CTRL+C/CTRL+V haszn§lat§val, vagy haszn§lhatjuk itt is a matlabFunction 

parancsot, ami szimbolikus kifejez®sbŖl f¿ggv®nyt §ll²t elŖ (lehetnek olyan esetek, 

amikor ez nem mŤkºdik). 

> J=@(x,y) [2*x -  2,  2*y -  2; 2*x -  20, 2*y -  16] % vagy :  
> J = matlabFunction(js)  

b) Az egyenletrendszer ®s a Jacobi m§trix vektoriz§l§sa 

A megold§shoz x,y v§ltoz·k helyett vektorv§ltoz·kat kell alkalmazzunk, ahol az 

ismeretlenek az x vektorban (x1=x ®s x2=y), az egyenletek pedig az f vektorban 

legyenek. A Jacobi m§trix eset®ben ugyanez sz¿ks®ges! Vektoriz§ljuk az 

egyenleteinket ®s a Jacobi m§trixot is!  

> % defini§ljuk f, et ®s J- t is vektorv§ltoz·kkal 
> f = @(x) [f1(x(1),x(2)); f2(x(1) ,x(2))];  
> J = @(x) J(x(1),x(2));  

c) Megold§s Newton-m·dszerrel 

Oldjuk meg a probl®m§t az §ltalunk defini§lt newtonsys f¿ggv®nnyel. Ehhez a 

newtonsys.m f§jlnak ugyanabban a kºnyvt§rban kell lennie ahov§ mentj¿k az aktu§lis 

script f§jlt is. A numerikus megold§sokhoz, mint arr·l kor§bban m§r sz· volt sz¿ks®ges 

kezdŖ®rt®k megad§sa. Min®l kºzelebb van a kezdŖ®rt®k a t®nyleges megold§shoz 

ann§l gyorsabban meg tudjuk oldani a feladatot, ann§l val·sz²nŤbb, hogy konverg§l a 

m·dszer. Az §br§b·l vegy¿nk kezdŖ®rt®keket, azokat az x ®s y koordin§t§kat, ahol a 

k®t gºrbe kºzel²tŖleg metszi egym§st!  

> % Oldjuk meg a probl®m§t Newton m·dszerrel 
> % kezdƇ®rt®kek megad§sa az §bra alapj§n 
> x01 = [2; 5] % egyik metsz®sponthozhoz 
> x02 = [5; 0] % m§sik metsz®sponthoz 
> [x1 i1] = newtonsys (f, J, x01, 1e - 6, 100); 
% Az 1. megold§s 

> [x2 i2] = newtonsys (f, J, x02, 1e - 6, 100); 
% A 2. megold§s 

Az eredm®nyeket ²rassuk ki form§zva, ®s rajzoljuk is be az §br§ba Ŗket! EllenŖrz®snek 

helyettes²ts¿k be a kapott eredm®nyeket az implicit egyenletekbe, hogy t®nyleg 0-t 

kapunk-e (tºbbv§ltoz·s esetben az elt®r®svektor norm§j§t szok§s megadni, azaz az 

elt®r®svektor hossz§t)! 

> disp( 'Lehets®ges poz²ci·k Newton m·dszerrel:')  
> fprintf( '1. megold§s: %.4f,%.4f, iter§ci·k: %d\ n' ,x1, i1)  
> fprintf( '2. megold§s: %.4f,%.4f, iter§ci·k: %d\ n' ,x2, i2)  
> % ellenƇrz®s 
> norm(f(x1)) % 1.4648e - 14 
> norm(f(x2)) % 0 
> plot(x1(1),x1(2), 'ko' )  
> plot(x2(1),x2(2), 'k*' )  
> legend( '(x - 1)^2 + ( y - 1)^2 -  5^2' , '(x - 10)^2 + (y - 8)^2 -  8^2' , ...  
>     '1. megold§s', '2. megold§s', 'Location' , 'best' )  
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A hiba a numerikus pontoss§gon bel¿l 0-nak tekinthetŖ.   

Az eredm®nyek:  

Lehets®ges poz²ci·k Newton m·dszerrel: 
1. megold§s: 2.3005,5.8279, iter§ci·k: 5 
2. meg old§s: 5.9995,1.0721, iter§ci·k: 5 

N®zz¿k meg a megold§st egy m§sik (x=1 ®s y=1) 

kezdŖ®rt®kkel! 

> % m§sik kezdƇ®rt®k v§laszt§sa 
> disp( 'Adjunk meg m§sik kezdƇ®rt®ket!')  
> x0 = [1; 1]  
> [x3 i3] = newtonsys (f, J, x0, 1e - 6, 

100);  
> fprintf( '3. megold§s: %.4f,%.4f, 
iter§ci·k: %d\ n' ,x3, i3)  

Az eredm®ny: 

Warning: Matrix is singular to working precision.  
> In newtonsys at 2  
  In mobiltornyok at 55  
Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. Results may 
be inaccurate. RCOND = NaN.  
> In newtonsys at  7 
  In mobiltornyok at 55  
 
3. megold§s: NaN,NaN, iter§ci·k: 2 

Mi tºrt®nt? Mi®rt nincs megold§sunk?  (NaN = Not a Number) 

Az®rt, mert a Jacobi m§trix szingul§ris. A geometriai ok, hogy a kezdeti ®rt®k egybe 

esik az egyik §llom§s koordin§t§j§val, a kºr kºz®ppontj§val. Nem mindegy hogyan 

v§lasztjuk meg a kezdŖ®rt®ket, ahogy az sem, milyen m·dszerrel oldjuk meg a 

feladatot, nem biztos, hogy konverg§lni fog a megold§s. 

-%'/,$<3 .5-%2)+53!. &3/,6% 3%'^43O'O6%, 

Term®szetesen a Matlab-nak is vannak be®p²tett f¿ggv®nyei a nemline§ris 

egyenletrendszerek megold§s§hoz. N®zz¿k meg elŖszºr a numerikus elj§r§st 

haszn§l· fsolve parancsot!  Az fsolve-ba tºbb algoritmus is be van ®p²tve, ezek 

alapj§n pr·b§lja meg az optim§lis megold§st megtal§lni a program minimaliz§lva a 

marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszegeit. Az fsolve eset®ben tºbb opci· is megadhat·, 

amivel gyors²tani lehet az elj§r§st, p®ld§ul megadhatunk Jacobi m§trixot, ami a 

tºbbv§ltoz·s Newton m·dszerhez is kell. A kezdŖ®rt®kek maradjanak a kor§bbiak. Az 

egyenletrendszert itt is vektoros form§ban kell megadni, viszont a Jacobi m§trix 

megad§sa nem kºvetelm®ny. A k®t k¿lºnbºzŖ megold§s megtal§l§s§hoz itt is k®tszer 

kell lefuttatnunk az fsolve parancsot, egyszer az egyik megold§shoz kºzeli 

kezdŖ®rt®kekkel, egyszer a m§sik megold§shoz kºzeli kezdŖ®rt®kekkel. 

> % numerikus megold§s -  fsolve  

> x1 = fsolve(f,x01) % x1 = [2.3005;  5.8279]  
> x2 = fsolve(f,x02) % x2 = [5.9995;  1.0721]  

Term®szetesen ugyanazokat ez eredm®nyeket kaptuk mint kor§bban. Numerikus 

ellenŖrz®s v®gett helyettes²ts¿k vissza a kapott eredm®nyeket az eredeti 

egyenletrendszerbe ®s n®zz¿k meg a 0-t·l val· elt®r®seket.  
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> % ellenƇrz®s 
> norm(f(x1)) % 7.4621e - 12 
> norm(f(x2)) % 7.0300e - 08 

A hiba a numerikus pontoss§gon bel¿l itt is 0-nak tekinthetŖ. Az fsolve alkalmaz§sakor 

megadhat· a k²v§nt pontoss§g az optimset v§ltoz· haszn§lat§val, hasonl·an az 

fzero-hoz, a 'TolFun' illetve a 'TolX' v§ltoz·kkal, elŖbbi a f¿ggv®ny®rt®ket n®zi, ut·bbi 

az egym§st kºvetŖ x ®rt®kek v§ltoz§s§t. Az alap®rt®k mindkettŖn®l 10-6. Ha a feladatot 

10-9-en pontoss§ggal akarjuk megoldani, akkor ²gy tehetj¿k meg: 

> x1 = fsolve(f,x01,optimset( 'TolFun' ,1e - 9))  

Az fsolve-t tºbb kimenettel is megh²vhatjuk, ²gy olyan m·don is, hogy rºgtºn megadja 

a f¿ggv®ny®rt®keket is, an®lk¿l, hogy vissza kellene helyettes²teni az ellenŖrz®shez, 

illetve az optimset haszn§lat§val az egyes iter§ci·s l®p®sek is ki²rathat·k: 

> opt = optimset( 'TolFun' ,1e - 9, 'Display' , 'iter' );  
> [X,FVAL] = fsolve(f,x01,opt)  

Az eredm®nye: 

X = 2.3005  
    5.8279  
FVAL = 1. 0e- 11 *  
    0.5059  
    0.5485  

Term®szetesen az fsolve  parancs is haszn§lhat· egyv§ltoz·s nemline§ris egyenlet 

gyºkeinek a megkeres®s®re is, mint az fzero, viszont ez ut·bbi sokkal hat®konyabban 

mŤkºdik egyv§ltoz·s esetben (de tºbbv§ltoz·s esetben nem alkalmazhat·). Hasonl· 

m·don megoldhatunk fsolve seg²ts®g®vel nem csak algebrai polinomokat, hanem 

egy®b trigonometriai, logaritmus, exponenci§lis stb. f¿ggv®nyeket tartalmaz· egyenlet 

rendszereket is.  

-%'/,$<3 3:)-"/,)+53!. 3/,6% 3%'^43O'O6%L 

A p®lda, amit megoldottunk egy algebrai polinom, aminek l®tezik szimbolikus 

megold§sa is, amikor nincs sz¿ks®g¿nk kezdŖ®rt®kek megad§s§ra sem, ®s egyszerre 

megkapjuk az ºsszes megold§st, ®pp¼gy, mint az egyv§ltoz·s esetben. Itt most a 

parancs is megegyezik az egyv§ltoz·s esetben megismerttel, ez a solve parancs. A 

solve, szemben az fsolve-val, csak algebrai polinomok eset®ben haszn§lhat·. 

A solve haszn§lat§hoz szimbolikusan kell megadni az egyenleteket, ezt m§r 

megtett¿k a Jacobi m§trix elŖ§ll²t§sa sor§n (fs1 ®s fs2), haszn§ljuk most ezeket itt is! 

Az eredm®ny tartalmazza mindk®t megold§st egyszerre, egzakt alakban, szimbolikus 

strukt¼ra form§ban (xs). A t®nyleges v§ltoz·k ®rt®keit a strukt¼ra neve (xs) ut§n ponttal 

megadva lehet lek®rdezni. C®lszerŤ ezeket ut§na sz§mm§ alak²tani a double 

paranccsal. 

> xs = solve(fs1, fs2)  
> %    x: [2x1 sym]  
> %    y: [2x1 sym]  
> xs.x, xs.y % x,y v§ltoz·k ®rt®kei szimbolikusan  
> %  (77*39^(1/2))/260 + 83/20         69/20 -  (99*39^(1/2))/260  
> %  83/20 -  (77*39^(1/2))/260         (99*39^(1/2))/260 + 69/20  
> xs = [double(xs.x) double(xs.y)] % x,y v§ltoz·k ®rt®kei numerikusan  
> %     5.9995    1.0721  
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> %     2.3005    5.8279  

Mind a solve, mind az fsolve parancs ugyanazt a megold§st adta. Az fsolve  

eset®ben a vektorv§ltoz·s null§ra rendezett egyenletrendszert kellett megadni 

bemenetk®nt, ®s annyiszor kellett megh²vni k¿lºnbºzŖ kezdŖ®rt®kkel, ah§ny 

megold§sunk van. A solve  eset®ben a szimbolikusan defini§lt null§ra rendezett 

egyenleteket kellett megadni. Ez ut·bbi kezdŖ®rt®k n®lk¿l egy l®p®sben megadta az 

ºsszes megold§st, viszont csak algebrai polinomokn§l haszn§lhat·. 

'9!+/2,s &%,!$!4/+ 

1) T§mfal m®retez®se kics¼sz§s ®s felborul§s ellen 

Adott az §br§n l§that· s¼lyt§mfal, ahol a 

tervez®s sor§n szeretn®nk az x ®s y m®reteket 

¼gy meghat§rozni, hogy a t§mfal mind az 

elcs¼sz§s, mind a felborul§s ellen biztos²tva 

legyen. A t§mfal magass§ga 2.6 m®ter, a 

talajnyom§s megoszl· terhe pedig 1.6 kN/m2-tŖl 

5.4 kN/m2-ig v§ltozik. Az egyenletek fel²r§s§hoz 

sz¿ks®g van az ºns¼ly parci§lis t®nyezŖj®re 

(0.9), a talajnyom§s®ra (1.4), a talaj ®s a beton 

kºzºtti cs¼sz· s¼rl·d§s egy¿tthat·ra (0.3), ®s 

felt®telezz¿k, hogy az elfordul§s a t§mfal als· 

®l®nek 1/10-e kºr¿l jºn l®tre. Kisz§m²that·, hogy 

a t§mfal az elcs¼sz§s ®s felborul§s ellen akkor 

m®g ®ppen biztos²tott, ha teljes¿lnek az al§bbi 

egyenletek: 

 
ςὼ ςȢφ ὼ ὼ ώ τȢςω

φȢςτὼ ςȢφ ὼ ὼ ώ χὼ ώ τȢρρρ
 

Ćbr§zoljuk az egyenleteket a [0,2]Ĭ[0,2] tartom§nyon! Hat§rozzuk meg az 

egyenletrendszer megold§s§t numerikusan ®s szimbolikusan is! A megold§st rajzoljuk 

be az §br§ba, ®s ellenŖrizz¿k az egyenletekbe behelyettes²tve Ŗket! 

> % S¼lyt§mfal m®retez®se elcs¼sz§s ®s kifordul§s ellen 
> clc; clear all ; close all  
> %% A f¿ggv®nyek §br§zol§sa 
> f1 = @(x,y) 2*x.^2 - (2.6 - x).*(x+y) - 4.29  
> f2 = @(x,y) 6.24*x.^2 - (2.6 - x).*(x - y).*(7*x - y) - 4.111  
> figure(1);  
> fimplicit(f1,[0,2,0,2]); hold on;  
> fimplicit(f2,[0,2,0,2]);  
> %% numerikus megold§s 
> % a f¿ggv®nyek vektoriz§l§sa 
> f=@(x) [f1(x(1),x(2));f2(x(1),x(2))]  
> % kezdƇ®rt®kek az §br§b·l  
> x0=[1.8; 0.3];  
> [x, fval] = fsolve(f,x0)  
> % x =  
> %     1.7383  
> %     0.2969  
> % fval = 1.0e - 10 *  
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> %     0.0504  
> %     0.9412  
> % berajzoljuk az §br§ba 
> %% szimbolikus megold§s 
> plot(x(1),x(2), 'ro' )  
> syms x  y  
> fs1 = 2*x.^2 - (2.6 - x).*(x+y) - 4.29  
> fs2 = 6.24*x.^2 - (2.6 - x).*(x - y).*(7*x - y) - 4.1 11 
> xs = solve(fs1, fs2)  
> %    x: [4x1 sym]  
> %    y: [4x1 sym]  
> xs = [double(xs.x) double(xs.y)] % x,y v§ltoz·k ®rt®kei numerikusan 
> %   - 0.4219 + 0.0407i  - 0.8806 -  0.0810i  
> %   - 0.4219 -  0.0407i  - 0.8806 + 0.0810i  
> %    1.7383 + 0.0000i   0.2969 + 0.0000i  
> %    2.3294 + 0.0000i  21.9170 + 0.0000i  
> xs1 = real(xs(3,:))  
> % xs1 = 1.7383    0.2969  

A szimbolikus megold§sn§l 4 megold§st is kaptunk, azonban ebbŖl kettŖ komplex 

megold§s, egy pedig k²v¿l esik a megadott tartom§nyon. Marad a harmadik sorban 

l®vŖ megold§s (a 0 komplex r®sz elhagyhat· a real parancs haszn§lat§val). 

2) Gyakorl§sk®pp oldjunk meg egy nem algebrai polinomokb·l §ll· 

egyenletrendszert is a Matlab be®p²tett numerikus m·dszer®vel ®s a Newton 

m·dszerrel is! 

ρȢς ÓÉÎὼẗώ ρ
πȢψ ÓÉÎώẗὼ ρ

 

Ćbr§zoljuk az egyenletrendszert az ὼ πȢȢȢς“, ώ πȢȢȢς“tartom§nyon, majd 

hat§rozzuk meg az egyenletrendszer megold§sait! EllenŖrizz¿k a megold§sokat 

visszahelyettes²t®ssel, ®s az §br§ba is rajzoljuk be a megold§sokat! 

> clc; clear all ; close all ;  
> f1 = @(x,y) 1.2*sin(x).*y - 1 
> f2 = @(x,y) 0.8*sin(y).*x - 1 
> f = @(x) [f1(x(1), x(2));  

f2(x(1), x(2))];   
> h1 = fimplicit(f1, [0 2*pi]);  
> hold on;  
> h2 = fimplicit(f2, [0 2*pi]);  
> set(h1, 'Color' , 'b' ); 

set(h2, 'Color' , 'r' )  
> %% Megold§s fsolve seg²ts®g®vel 
> % elsƇ megold§s 
> opt = optimset( 'Display' , 

'iter' );  
> x01 = [1.6; 0.8]  
> x1 = fsolve(f, x01, opt) % x1 = 1.6810    0.8384  
> norm(f(x1)) %  8.0708e - 11 
> plot(x1(1), x1(2), 'ko' )  
>   
> % m§sodik megold§s 
> x02 = [2.8; 2.7]  
> x2 = fsolve(f, [2.8 2.7], opt) % x2 = 2.8258    2.6834  
> norm(f(x2)) %  1.1585e - 08 
> plot(x2(1), x2(2), 'k*' )  
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>   
> %% Megold§s Newton m·dszerrel 
> syms x  y  
> f1s = 1.2*sin(x)*y - 1 
> f2s = 0.8*sin(y)*x - 1 
>  
> js = jacobian([f1s; f2s])  
> % [ 1.2*y*cos(x),   1.2*sin(x)]  
> % [   0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]  
>   
> J=@(x,y) [1.2*y*cos(x),   1.2*sin(x);   0.8*sin(y), 0.8*x*cos(y)]  
> J = @(x) J(x(1),x(2));  
>   
> [x1 i1] = newtonsys (f, J, x01, 1e - 6, 100) % Az 1. megold§s 
> [x2 i2] = newtonsys (f, J, x02, 1e - 6, 100) % A 2. megold§s 
>   
> % x1 = [1.6810 0.8384], i1 = 4  
> % x2 = [2.8258 2.6834], i2 = 3  
> norm(f(x1)) %   1.1102e - 16 
> norm(f(x2)) %   3.1402e - 16 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

fimplicit - f(x,y)=0 implicit alakban megadott f¿ggv®nyek §br§zol§sa 

axis equal - EgyenlŖ beoszt§s a tengelyeken 

jacobian - Jacobi m§trix kisz§m²t§sa (egyenletet parci§lis deriv§ltjai) 

fsolve - Nemline§ris egyenletrendszerek megold§sa numerikusan 

solve - 
Algebrai polinomokb·l §ll· egyenletrendszer megold§sa 
szimbolikusan 
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ψȢ 2%'2%33:)s 

A m®rnºki gyakorlatban sokf®le fizikai mennyis®get m®rnek mŤszerekkel, amiket 

manaps§g tºbbnyire digitaliz§lnak ®s a m®r®si eredm®nyeket diszkr®t pontonk®nt 

t§rolj§k. Ilyen p®ld§ul szil§rds§gtanb·l a szak²t·vizsg§lat, ahol az anyagok h¼z· 

ig®nybev®tellel szembeni ellen§ll§s§t m®rik vagy geod®zi§b·l a teljes hull§malakos 

l®zerszkennerek m®r®sei. A m®r®seket k¿lºnbºzŖ m·dokon haszn§lj§k fel, van amikor 

tudj§k, hogy az adott fizikai mennyis®g milyen alak¼ ºsszef¿gg®ssel ²rhat· le ®s 

f¿ggv®nyilleszt®ssel (regresszi·) keresik ennek a f¿ggv®nynek a param®tereit, m§skor 

a m®rt pontok kºzºtt lenne sz¿ks®g a becs¿lt ®rt®kekre (interpol§ci·) vagy meg kellene 

becs¿lni, hogy a m®rt tartom§nyon k²v¿l hogyan alakuln§nak az adatok (extrapol§ci·). 

Regresszi· (f¿ggv®nyilleszt®s) eset®n meghat§rozzuk a pontokra legjobban illeszkedŖ 

f¿ggv®ny param®tereit, ilyenkor a meghat§rozott f¿ggv®ny tºbbnyire nem megy §t a 

m®rt pontokon, csak kºzel halad hozz§juk. Interpol§ci· eset®n az ismert pontok kºzºtti 

®rt®keket szeretn®nk megbecs¿lni, ¼gy, hogy a gºrbe (§ltal§ban valamilyen polinom) 

minden m®rt ponton §thaladjon.  

 

2%'2%33:)s -).y3^4O3E 

Regresszi· eset®ben a 'legjobban' illeszkedŖ f¿ggv®nyt keress¿k. Hogyan tudjuk 

m®rni, mi a legjobban illeszkedŖ? Ehhez meg kell hat§rozzuk az elt®r®seket a m®rt 

pontok yi koordin§t§i ®s az illesztett f¿ggv®ny adott pontbeli f(xi) f¿ggv®ny®rt®ke kºzºtt. 

Ezeket marad®k elt®r®seknek is szokt§k nevezni (ri): ὶ ώ Ὢὼ  

A marad®k elt®r®seket kellene valamilyen m·don minimaliz§lni, az ºsszes pontra. 

Lehetne egyszerŤen ºsszeadni a hib§kat, de ebben az esetben elŖfordulhatna, hogy 

nagyon nagy pozit²v ®s nagyon nagy negat²v hib§k vannak, amelyek kiejtik egym§st 

®s hi§ba lesz nulla az ºsszes elt®r®s, az illeszked®s rossz lesz. Lehetne a hib§k 

abszol¼t ®rt®keit venni, akkor nem ejthetn®k ki egym§st a hib§k, viszont ebben az 

esetben nem egy®rtelmŤ a f¿ggv®ny illeszt®s, pl. adott ponthalmazra tºbb egyenes is 

illeszthetŖ ugyanakkora ºsszes hib§val. A megold§s erre, hogy a hib§k 

n®gyzetºsszeg®t minimaliz§lj§k. Ezzel j·l lehet m®rni az illeszked®s minŖs®g®t ®s 

egy®rtelmŤ megold§st ad a f¿ggv®ny param®tereire. Minimaliz§land· ºsszes hiba (S): 

Ὓ  ὶ ώ Ὢὼ  
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A regresszi· lok§lis minŖs²t®se a marad®k elt®r®sek (ri - rez²diumok) alapj§n tºrt®nhet, 

a glob§lis minŖs²t®s pedig ezeknek a korrig§lt tapasztalati sz·r§s§val: 

„ 
ώ Ὢὼ

ὲ ὲὴ
 

ὶ

Ὢ

Ὓ

Ὢ
 

ahol n a rendelkez®sre §ll· m®r®sek, np a becs¿lt param®terek, f pedig a fºlºs 

m®r®sek  sz§ma (f=n-np). 

%'9%.%3 ),,%3:4O3 

N®zz¿nk egy konkr®t p®ld§t szil§rds§gtanb·l! Egy j·l 

megmunk§lhat·, ºtvºzºtt ac®l szak²t·vizsg§lat§b·l 

sz§rmaz· m®r®seket kell feldolgozni. A teszt sor§n a 

terhel®s folyamatosan nºvekszik egy maximum 

®rt®kig, ut§na csºkken, majd tºnkremegy (eltºrik) az 

anyag. A vizsg§latb·l meghat§rozhat· a rugalmass§gi 

modulus (vagy Young-modulus) (E), a 

szak²t·szil§rds§g (1), az egyezm®nyes foly§shat§r (2) 

(0.2% marad· alakv§ltoz§shoz (5)) az ar§nyoss§gi 

hat§r (3)9. Most a rugalmass§gi hat§ron bel¿l ®rv®nyes 

Hooke-tºrv®nye alapj§n meghat§rozzuk a 

rugalmass§gi modulust, az egyezm®nyes foly§shat§rt, 

a szakad§s hely®t ®s a szak²t·szil§rds§got!  

Ehhez elŖszºr tºlts¿k be a m®r®si adatainkat a szakitovizsgalat.txt f§jlb·l! Ebben a 

m®rt fajlagos alakv§ltoz§sokhoz (Ů - %) tartoz· fesz¿lts®g (ů - Mpa) ®rt®kek tal§lhat·ak 

meg. 

> % Szak²t·vizsg§lat 
> clc; clear all ; close all ;  
> data = 

load( 'szakitovizsgalat.txt' );  
> x = data(:,1); % fajlagos 
alakv§ltoz§s, epszilon 

> y = data(:,2); % fesz¿lts®g, szigma 
> figure(1)  
> plot(x,y, '.' )  

 

Azt, hogy hol megy tºnkre az anyag, kºnnyŤ meghat§rozni, az utols· m®r®si 

eredm®nyt kell venni, ez a maxim§lis Ů ®rt®k is egyben. A szak²t·szil§rds§g 

meghat§roz§s§hoz a maxim§lis fesz¿lts®g (ů) ®rt®ket kell megkeresn¿nk:  

> disp( 'Tºnkremenetelhez tartoz· fajlagos alakv§ltoz§s:')  
> x(end) % ugyanaz, mint a max(x) => 0.2644 %  
> disp( 'Szak²t·szil§rds§g:')  
> max(y) %  668.3606 Mpa  

                                            

9 CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=647577 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=647577
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Teh§t 26.4 % fajlagos alakv§ltoz§sn§l szakadt 

el az anyag, ®s 668 MPa volt a maxim§lis 

fesz¿lts®g, a szak²t·szil§rds§g. A 

rugalmass§gi modulus meghat§roz§s§hoz azt 

a szakaszt kell megkeress¿k, ahol line§ris az 

ºsszef¿gg®s a fajlagos alakv§ltoz§s ®s a 

fesz¿lts®g kºzºtt, ®s erre kell egy egyenest 

illeszten¿nk. Az egyenes meredeks®ge lesz a 

rugalmass§gi modulus ®rt®ke. Ehhez 

nagy²tsunk bele egy kicsit az §br§ba, 0.6 % 

alakv§ltoz§sig ®s 400 MPa fesz¿lts®gig! 

> axis([0 0.006 0 400])  

A fenti §br§n l§tszik, hogy a m®r®s elej®n, az 

orig· kºzel®ben nem tekinthetŖ line§risnak a m®r®s a mŤszer bizonytalans§ga miatt, 

²gy az egyenes illeszt®shez le kell v§gni az adatok elej®t, most v§gjuk le, ami kisebb, 

mint 0.02 %. Meg kell keresni a rugalmass§gi hat§r (ar§nyoss§gi hat§r) felsŖ v®g®t is, 

vegy¿k ezt most 0.15 %-nak.  

Megjegyz®s: a line§ris szakasz v®g®t az §bra 

alapj§n §llap²tottuk meg. Seg²ts®g¿l a 'data 

cursor'  gombra kattintva lek®rdezhetj¿k az 

egyes pontok adatait.  V§logassuk le logikai 

indexel®st haszn§lva a line§ris szakasz 

pontjait, ahol az x koordin§ta nagyobb, mint 

0.0002 ®s kisebb, mint 0.0015! 

> feltetel=and(x>0.0002,x<0.0015);  
> xl = x(feltetel);  
> yl = y(feltetel);  
> hold on;  
> plot(xl,yl, 'r*' );  

Vizsg§ljuk meg, hogy a lev§logatott pontok kºzºtt t®nyleg line§ris kapcsolat §ll-e fent. 

Ehhez sz§moljuk ki a line§ris korrel§ci·s egy¿tthat·t: 

ὶ  
В ὼ ὼӶώ ώ

В ὼ ὼӶВ ώ ώ
 

> xs = xl - mean(xl)  
> ys = yl - mean(yl)  
> r = sum(xs.*ys)/sqrt(sum(xs.^2)*sum(ys.^2)) %  0.9805  

Vagy ugyanez egyszerŤbben a matlab be®p²tett corr2 parancs§val: 

> r = corr2(xl,yl) %  0.9805  

Min®l jobban kºzel²t a korrel§ci·s t®nyezŖ abszol¼t ®rt®ke az 1-hez, ann§l ink§bb 

line§ris a kapcsolat a k®t v§ltoz· kºzºtt. Mivel most 0.98 lett ez az ®rt®k, a kapcsolatot 

line§risnak tekinthetj¿k ®s illeszthet¿nk r§ egy egyenest. Ehhez n®zz¿k meg az 

egyenes egyenlet®t: ώ άϽὼ ὦ. Ebben k®t ismeretlen tal§lhat· m, az egyenes 
meredeks®ge ®s b eltol§s param®ter, ahol az egyenes metszi az y tengelyt. A 
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lev§logatott m®r®sek alapj§n 75 ºsszetartoz· x,y ®rt®k¿nk van, ezek alapj§n 75 

egyenletet tudunk fel²rni, amelyek line§risak az ismeretleneket tekintve (m,b): 

άϽὼ ὦ ώ 
άϽὼ ὦ  ώ 
ể 
άϽὼ ὦ  ώ  

M§trixos alakban 

(ὃϽὼ ὄ): 
ὃ

ὼ ρ
ὼ ρ
ể ể
ὼ ρ

Ƞὄ

ώ
ώ
ể
ώ

 

Ez egy t¼lhat§rozott egyenletrendszer, ahol a marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszeg®nek 

minimaliz§s§val szeretn®nk megkapni a legkisebb hib§j¼ megold§st. A kor§bbi ·r§k 

alapj§n ehhez haszn§lhatjuk p®ld§ul a t¼lhat§rozott esetben QR felbont§st alkalmaz· 

x=A\B alak¼ parancsot, vagy az SVD felbont§st haszn§l· x=pinv(A)*B-t is.  

ElŖszºr elŖ kell §ll²tanunk az A alakm§trixot az ismeretlenek egy¿tthat·ival. Az elsŖ 

oszlopban m egy¿tthat·i lesznek, vagyis xi ®rt®kei (xi
1), a m§sodikban pedig b 

egy¿tthat·ja, ami mindig 1, ezt ²rhatjuk az egyszerŤs®g kedv®®rt xi
0 alakba is. 

> A = [xl.^1 xl.^0]  
> B = yl;  
> mb = A \ B 
> % egyenes egyenlete  
> m = mb(1)  
> b = mb(2)  
> f = @(x) m*x+b  
> hold on;  
> fplot(f,[0 0.0015], 'g' , 'LineWidth' ,3);  
> axis([0 0.006 0 400])  

 

Az illesztett egyenes meredeks®ge lesz a rugalmass§gi modulus ®rt®ke: 

> format long  
> E = m % E = 1.656261744954783e+05  

Vagyis a m®r®s alapj§n meghat§rozott E rugalmass§gi modulus ®rt®ke: 165 626 

N/mm2 (MPa).  
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A foly§shat§r meg§llap²t§sa ebben az esetben nem egy®rtelmŤ az §br§b·l, ennek az 

anyagnak nincs j·l l§that· foly§shat§ra. Ilyenkor az egyezm®nyes foly§shat§rt szok§s 

haszn§lni, ami a 0.2% marad· alakv§ltoz§shoz tartoz· fesz¿lts®g ®rt®k. Ezt a 

szak²t·diagramb·l ¼gy lehet meghat§rozni, hogy 0.2% fajlagos ny¼l§s ®rt®k®tŖl 

p§rhuzamos egyenest h¼znak a line§ris szakasszal, vagyis E meredeks®ggel kell 

berajzolni egy egyenest ebbŖl a pontb·l, ®s ahol ez metszi a szak²t·gºrb®t, ott kell 

leolvasni a fesz¿lts®get. Defini§ljuk ezt az egyenest ®s rajzoljuk be az §br§ba! 

> % 0.2% - os foly§shat§r 
> fhatar = @(x) E*(x - 0.002)  
> fplot(fhatar,[0 0.006])  
> axis([0 0.006 0 400])  

Hogyan hat§rozzuk meg ennek az 

egyenesnek ®s a szak²t·gºrb®nek a 

metsz®spontj§t? J· lenne illeszteni 

egy f¿ggv®nyt arra a szakaszra is, 

ahol a metsz®spont is tal§lhat·, ®s 

ennek a metsz®spontj§t megkeresni 

az egyenessel. Ehhez v§logassuk le 

az elŖzŖekhez hasonl·an a x>0.0015 

®s x<0.006 pontokat: 

> % 0.0015 ®s 0.006 kºzºtti 
szakasz  

> feltetel2=and(x>0.0015,x<0.006);  
> xp = x(feltetel2);  
> yp = y(feltetel2);  
> plot(xp,yp, 'm*' )  

Erre most illessz¿nk egy m§sodfok¼ polinomot, egy parabol§t ώ ὧ  ὧϽὼ ὧϽὼ 

alakban! 

ώ ὧ ὧὼ ὧὼ 
ώ ὧ ὧὼ ὧὼ 
ể 
ώ ὧ ὧὼ ὧὼ 

M§trixos alakban: 

ὃ

ρ ὼ ὼ

ρ ὼ ὼ
ể ể ể
ρ ὼ ὼ

Ƞὦ

ώ
ώ
ể
ώ

 

A parabola (m§sodfok¼ polinom) illeszt®s®hez elŖ kell §ll²tanunk ism®t a megfelelŖ 

alakm§trixot (az ismeretlen c0, c1 ®s c2 egy¿tthat·it), ®s megoldanunk egy t¼lhat§rozott 

line§ris egyenlet rendszert! 

> A = [xp.^0 xp.^1 xp.^2]  
> b = yp;  
> % t¼lhat§rozott lin. egy. rsz. megold§sa 
> c = A \ b 
> % parabola egyenlete  
> f2 = @(x) c(1) + c(2).*x + c(3)*x.^2  
> fplot(f2,[0.0015 0.006], 'g' , 'LineWidth' ,3)  
> axis([0 0.006 0 400])  
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Most m§r csak a metsz®spontot kell megkeress¿k. Ezt a kor§bbi tanulm§nyaink 

alapj§n szint®n kºnnyen megtehetj¿k. Egy f(x) ®s egy g(x) f¿ggv®ny metsz®spontj§ban 

f(x)=g(x). Ezt null§ra rendezve a h(x) = f(x)-g(x) = 0 nemline§ris egyenlet gyºkeit kell 

megkeresni, amit megtehet¿nk p®ld§ul a be®p²tett fzero f¿ggv®nyt alkalmazva! 

> %% 0.2 % - hoz tartoz· foly§shat§r meg§llap²t§sa 
> % fhatar(x) = f2(x), vagyis h(x) = fhatar(x) -  f2(2)=0  
> h = @(x) fhatar(x) -  f2(x)  
> metszes = fzero(h,0.004)  
> folyashatar = f2(metszes) % 345. 818 MPa  
> plot(metszes, folyashatar, 'ro' )  

Az egyezm®nyes, 0.2% marad®k alakv§ltoz§shoz tartoz· foly§shat§r a m®r®s¿nkn®l 

346 MPa-ra ad·dott. 

Hasonl·an az eddigiekhez harmad, negyed stb. fok¼ polinomokat is illeszthet¿nk az 

adatainkra. A magasabb fok¼ polinomokn§l azonban vigy§znunk kell, mert az 

alakm§trixunk rosszul kondicion§lt lesz ®s bizonytalan lesz a megold§sunk, a m®r®si 

pontjainkra lehet, hogy tºk®letesen fog illeszkedni a polinom, de kºzºtt¿k oszcill§ci· 

l®phet fel. Erre fogunk majd p®ld§t l§tni az interpol§ci·n§l. 



   8. Regresszi· 

 96  

0/,)./- ),,%3:4O3 -!4,!" "%O0^4%44 &­''6O.9%)6%,  
(POLYFIT, POLYVAL) 

A rugalmass§gi modulus meghat§roz§s§hoz a feladat elsŖ r®sz®ben egy egyenes 

illeszt®sre volt sz¿ks®g, ami megfelel egy elsŖfok¼ polinomnak, a feladat m§sodik 

r®sz®ben pedig m§sodfok¼ polinomot illesztett¿nk. Matlab-ban van egy parancs 

(polyfit), amivel ºsszetartoz· pontp§rokhoz hat§rozhatjuk meg tetszŖleges foksz§m¼ 

polinom egy¿tthat·it. Az eredm®nye ennek egy vektor lesz, ami a legkisebb n®gyzetek 

m·dszer®vel illesztett polinom egy¿tthat·it tartalmazza, a legnagyobb fok¼ tagt·l 

kezdve visszafel® a konstans tagig. Ennek a parancsnak van egy p§rja is, a polyval 

parancs, ami kisz§molja egy tetszŖleges pontban a polinom ®rt®k®t, ha megadtuk azt 

a vektort, ami az egy¿tthat·kat tartalmazza. Ez ut·bbit megh²vhatjuk egy konkr®t x 

®rt®kre, vagy defini§lhatjuk f¿ggv®nyk®nt x f¿ggetlen v§ltoz·val. N®zz¿k meg, hogyan 

oldhattuk volna meg az elŖzŖ feladat f¿ggv®ny illeszt®seit ezekkel a parancsokkal! 

> % egyenes illeszt®se (elsƇfok¼ polinom)  
> a1 = polyfit(xl,yl,1)  
> p1 = @(x) polyval(a1,x)  
> % parabola illeszt®se (m§sodfok¼ polinom) 
> a2 = polyfit(xp,yp,2)  
> p2 = @(x) polyval(a2,x)  
>   
> figure(2)  
> plot(x,y, 'r*' ); hold on;  
> fplot(p1,[0 0.0015]);  
> fplot(p2,[0.0015 0.006])  
> axis([0 0.006 0 400])  
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A val·s§gban nagyon sok olyan fizikai jelens®g van, ahol a mennyis®gek kºzºtti 

kapcsolat nem line§ris. P®ld§ul a l®gsŤrŤs®get (”) a magass§g (Ὤ) f¿ggv®ny®ben 

exponenci§lis f¿ggv®nnyel lehet modellezni: ” ὯϽὩ  , egy elejtett t§rgy ὺ 
sebess®ge a megtett ὼ ¼t f¿ggv®ny®ben az al§bbi f¿ggv®nnyel ²rhat· le: ὺ ς Ὣ ὼ.  

Nagyon sok nemline§ris f¿ggv®ny van, de most csak azokkal fogunk foglalkozni, 

amelyeket §t lehet ¼gy alak²tani, hogy egy line§ris egyenletrendszer megold§s§val 

megtal§ljuk a param®tereket legkisebb n®gyzetek m·dszer®t alkalmazva. Ilyen tºbbek 

kºzºtt a 

¶ hatv§nyf¿ggv®ny: ώ Ὧ ὼ  

¶ exponenci§lis f¿ggv®ny: ώ Ὧ Ὡ   vagy ώ Ὧ ρπ  

¶ reciprok f¿ggv®ny: ώ  
 

 

Az algebrai polinomok is ilyenek, ezeknek az illeszt®s®t m§r l§ttuk az elŖzŖ p®ld§ban. 

Az a k®rd®s, hogyan tudjuk a fenti f¿ggv®nyeket line§ris alakba ²rni? 

Ćltal§ban ¼j v§ltoz·k bevezet®s®vel tudjuk §talak²tani a k®tv§ltoz·s nemline§ris 

egyenletet, hogy az ¼j v§ltoz·k (amelyek az eredeti v§ltoz·kb·l levezethetŖek) m§r 

line§ris kapcsolatban §lljanak a keresett param®terekkel. N®zz¿nk erre egy p®ld§t, 

hozzuk line§ris alakra a hatv§nyf¿ggv®nyt, vegy¿k mindk®t oldal term®szetes alap¼ 

logaritmus§t! 

ÌÎώ ÌÎὯ ὼ άÌÎὼ ÌÎὯ 

Vezess¿nk be ¼j v§ltoz·kat, hogy ὣ ὧ ὢ ὧ line§ris alakra hozzuk az egyenletet. 

Most legyen ὣ ÌÎώ, ὢ ÌÎὼ, ὧ ά, ὧ ÌÎὯ: 

ÌÎώ άÌÎὼ ÌÎὯ
ὣ ὧ ὢ ὧ

 

A fenti form§ban m§r alkalmazhatjuk a line§ris regresszi·t, ®s amint megkaptuk ὧȟὧ 

®rt®k®t az eredeti ºsszef¿gg®s keresett param®terei kºnnyen meghat§rozhat·ak: 

ά ὧȟ Ὧ Ὡ  

Sok m§s nemline§ris egyenlet is line§ris alakba hozhat· hasonl·an. N®zz¿k meg erre 

a bevezetŖben eml²tett egyik p®ld§t! 

A l®gsŤrŤs®get (”) a magass§g (Ὤ) f¿ggv®ny®ben exponenci§lis f¿ggv®nnyel lehet 

modellezni: ” ὯϽὩ  . A kºvetkezŖ t§bl§zatban k¿lºnbºzŖ magass§gokban m®rt 

l®gsŤrŤs®g ®rt®kek tal§lhat·ak: 

Ὤ ά  1 4000 8000 12000 16000 20000 

” ὯὫȾά  1.225 0.820 0.525 0.309 0.168 0.092 

Line§ris regresszi·t haszn§lva hat§rozzuk meg a legjobban illeszkedŖ f¿ggv®nyhez a 

k ®s m egy¿tthat·kat! Az egyenletet haszn§lva mekkora lesz a 8850 m magas 

Csomolungm§n a l®gsŤrŤs®g? Milyen magasan lesz 1 kg/m3 a l®gsŤrŤs®g? Vizsg§ljuk 

meg lok§lisan ®s glob§lisan a gºrbeilleszt®s hib§it! 
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A megold§shoz tºlts¿k be a legsuruseg.txt §llom§nyt, amiben a fenti adatok vannak. 

> % l®gsơrơs®g a magass§g f¿ggv®ny®ben 
> clear all ; close all ; clc;  
> data = load( 'legsuruseg.txt' )  
> % p=k*e^(m*h) -  exponential function , 

m,k = ? 
> h = data(:,1) % magass§g 
> p = data(:,2) % legsơrơs®g 
> figure(1)  
> plot(h,p, 'r*' )  

Hozzuk line§ris alakra az exponenci§lis 

f¿ggv®nyt! ” ὯϽὩ   

ÌÎ” ά Ὤ ÌÎὯ
ὣ ὧ ὢ ὧ

 

> Y = log(p)  
> X = h  
> % A*x=b alakban fel²rva 
> A = [X.^1 X.^0]  
> b = Y  
> % megold§s: 
> c = A \ b % c1 = m, c2 = ln(k)  

A keresett param®terek: ά ὧȟὯ Ὡ  

> % a keresett param®terek 
> m = c(1)  
> k = exp(c(2))  
> % illesztett f¿ggv®ny 
> f = @(h) k*exp(m*h)  
> % felrajzolva  
> hold on;  
> fplot(f,[0 20000])  

 

Az egyenletet haszn§lva mekkora lesz a 8850 m magas Csomolungm§n a 

l®gsŤrŤs®g? Milyen magasan lesz 1 kg/m3 a l®gsŤrŤs®g? Az elsŖ k®rd®st egy egyszerŤ 

behelyettes²t®ssel megv§laszolhatjuk, a m§sodikhoz az Ὢὼ ρ egyenletet §t kell 

alak²tani Ὣὼ Ὢὼ ρ π alakra ®s megkeresni ennek a nemline§ris egyenletnek 
a gyºkeit. Ehhez sz¿ks®ges egy kezdŖ®rt®ket is megadni, amit vehet¿nk az §br§b·l 

kºr¿lbel¿l 2000-nek (0.2x104). 

> % legnyomas 8850 m magasban  
> p8850 = f(8850)  % 0.4285  
>   
> % Milyen magasan lesz 1 kg/m^3 a l®gsơrơs®g? 
> g = @(h) f(h) - 1 
> h06 = fzero(g,2000) % 2.3415e+03  

Teh§t a Csomolungm§n 0.4285 kg/m3 a levegŖ sŤrŤs®ge, ®s 2342 m-en lesz pont 1 

kg/m3 a sŤrŤs®g. 

N®zz¿k meg a marad®k elt®r®sek alakul§s§t! Rajzoljuk fel Ŗket egy oszlopdiagramra, 

®s sz§m²tsuk ki az elt®r®sek n®gyzetºsszeg®t ®s a marad®k elt®r®sek korrig§lt 

tapasztalati sz·r§s§t!  
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> % regresszi· marad®k hib§i 
> r = p -  f(h)  
> % marad®k elt®r®sek felrajzol§sa 
> figure(2)  
> bar(h,r)  
> % hib§k n®gyzetºsszege 
> S = sum(r.^2) %  0.0203  
> % korrig§lt tapasztalati sz·r§s 
> n = length(h) % m®r®sek sz§ma 
> np = 2 % becs¿lt param®terek sz§ma: k, m 
> szoras = sqrt(S/(n - np)) % 0.0712  

Foglaljunk ºssze egy t§bl§zatban n®h§ny nemline§ris egyenletet, amit hasonl·k®ppen 

megoldhatn§nk line§ris regresszi·val! 

Nemline§ris 
egyenlet 

Line§ris alak 
ὣ ὧ ὢ ὧ 

alakban 
Keresett 
param®terek 

£rt®kek a 
line§ris  
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ÌÎώ
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.%-,).%<2)3 %'9%.,%4 4^053<.!+ +)6<,!3:4<3!10 

Az elŖzŖ feladatban rendelkez®s¿nkre §llt egy modell, hogy milyen alak¼ ºsszef¿gg®s 

§ll fent a mennyis®gek kºzºtt. ElŖfordulhat azonban olyan eset is, amikor nem ismerj¿k 

a kapcsolatot le²r· f¿ggv®ny alakj§t. Hogyan v§laszthatjuk ki a megfelelŖ illesztendŖ 

nemline§ris egyenletet ilyen esetben? C®lszerŤ felrajzolni a pontokat ®s a fenti t§bl§zat 

utols· oszlop§ban l®vŖ ®rt®keket. Ha van olyan, amelyik eset®ben a pontok nagyj§b·l 

egy egyenes ment®n helyezkednek el, akkor azt a f¿ggv®ny t²pust v§lasszuk a 

regresszi·hoz! N®h§nyat §br§zoljunk az elŖzŖ p®ld§hoz ezek kºz¿l! Matlab-ban a 

term®szetes alap¼ logaritmus a log f¿ggv®ny, 10-es alap¼ logaritmus a log10 

f¿ggv®ny, exponenci§lis f¿ggv®ny pedig az exp f¿ggv®ny. Az §br§zol§shoz haszn§ljuk 

a subplot f¿ggv®nyt, amivel egy §br§ra tºbb dolgot is fel tudunk rajzolni. A parancsot 

a subplot(n,m,i) form§ban h²vhatjuk meg, ahol n a sorok, m az oszlopok sz§ma, i 

pedig az adott rajz sorsz§ma balr·l jobbra ®s fentrŖl le sz§molva. 

> figure(3)  
> x=h; y = p;  
> subplot(2,2,1)  
> plot(log(x), log(y), 'r*' )  
> subplot(2,2,2)  
> plot(x,log(y), 'r*' )  
> % egyenes  lett !  
> subplot(2,2,3)  
> plot(x,log10(y), 'r*' )  
> % egyenes  lett !  
> subplot(2,2,4)  
> plot(x,1/y, 'r*' )   

 

A fenti rajzon a m§sodik ®s a harmadik k®pen lett a pontok k®pe kºzel²tŖleg egyenes, 

amikor ὼ ®s ÌÎώ illetve ÌÏÇώ lett §br§zolva. A t§bl§zatra r§n®zve l§tsz·dik, hogy 

abban az esetben, ha nem ismern®nk a f¿ggv®nykapcsolatot, akkor is exponenci§lis 

f¿ggv®ny illeszt®s®vel lenne ®rdemes pr·b§lkozni. 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

axis - Tengelyek minim§lis, maxim§lis ®rt®keinek megad§sa 

mean - Vektor elemeinek sz§mtani kºzepe, §tlaga 

sum - Vektor elemeinek ºsszege 

corr2 - Line§ris korrel§ci·s egy¿tthat· 

polyfit - Megadott foksz§m¼ polinom illeszt®se az adatokra 

polyval - Egy¿tthat· vektorral megadott polinom ®rt®k®nek kisz§m²t§sa 

bar - Ćbr§zol§s oszlopdiagrammon 

subplot - Egy grafikus ablakon bel¿l tºbb §bra 

                                            

10 Otthoni §tn®z®sre 
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ωȢ '9!+/2,s &%,!$!4/K 1. 

,).%<2)3 %'9%.,%4 2%NDSZEREK 

1. Hat§rozza meg az al§bbi egyenletrendszer megold§s§t SVD felbont§ssal! 

ςὼ σώ τᾀ υ
σὼ υώ φᾀ ρυ
τὼ φώ ωᾀ χ

 

EllenŖrizze, hogy van-e megold§sa a feladatnak ®s egy®rtelmŤ-e? Hozza l®tre az 

U,S,V m§trixokat SVD felbont§ssal! EllenŖrizze a felbont§s helyess®g®t! Ćll²tsa elŖ az 

inverzet az U,S,V m§trixokat haszn§lva ®s ezzel oldja meg az egyenletrendszert! 

Hat§rozza meg megold§s abszol¼t hib§j§t skal§r alakban!  

> clear all ; clc;  
> A = [2 3 4;  
>      3 5 6;  
>      4 6 9]  
> b = [5; 15; 7]  
>   
> % Van- e megold§s? 
> rank(A) % 3 
> rank([A b]) % 3, egyenlƇek, teh§t van megold§s 
> % ®s r(A) egyenlƇ az oszlopok sz§m§val is, teh§t egy®rtelmơ a 
megold§s 

>   
> %  Az M=U*S*V' felbont§snak megfelelƇen inv(M)=V*inv(S)*U' 
> [U,S,V]=svd(A)  
>   
> %  EllenƇrz®s 
> norm(A - U*S*V') % 4.5513e - 15 -  j· a felbont§s 
> U'*U - eye(3)  
> V'*V - eye(3)  
> % U ®s V ortonorm§ltak 
>   
> %  Az inverz elƇ§ll²t§sa 
> invS=diag(1./S);  
> invA=V*diag(invS)*U '  
>   
> %  A megold§s 
> x1=invA*b % x1 = - 14.0000, 15.0000, - 3.0000  
>   
> %  Be®p²tett SVD felbont§s f¿ggv®nnyel: pinv 
> x2=pinv(A)*b %  x2 = - 14.0000, 15.0000, - 3.0000  
>   
> % Hiba  
> norm(A*x1 - b) % 5.1361e - 14 
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2. Hat§rozza meg az al§bbi egyenletrendszer megold§s§t LU felbont§ssal! 

ὼ ώ σ
ςὼ ώ ᾀ τ
ὼ σώ ςᾀ υ

 

EllenŖrizze, hogy van-e megold§sa a feladatnak ®s egy®rtelmŤ-e? Hozza l®tre az L ®s 

U m§trixokat! EllenŖrizze a felbont§s helyess®g®t! Oldja meg az egyenletrendszereket, 

kihaszn§lva azok m§trixainak speci§lis volt§t! Hat§rozza meg megold§s abszol¼t 

hib§j§t skal§r alakban!  

> clear all ; clc;  
> A = [ - 1 1 0;  
>      2 - 1 1;  
>      1 3 2]  
> b = [3; 4; 5]  
>   
> % Van- e megold§s? 
> rank(A) % 3 
> rank([A b]) % 3, egyenlƇek, teh§t van megold§s 
> % ®s r(A) egyenlƇ az oszlopok sz§m§val is, teh§t egy®rtelmơ a 
megold§s 

>   
> %  LU felbont§s als· (L), felsƇ (U) ®s permut§ci·s (P) m§trix- ra  
> [L U P]=lu(A)  
>   
> %  A felbont§s helyess®g®nek ellenƇrz®se 
> L*U - P*A 
> norm(L*U - P*A)  
>   
> %  Az L*U*x=P*b egyenletrendszer megold§sa 2 l®p®sben 
> %  2.1 L*y=P*b megold§sa y- ra  
> %      ¼gy, hogy kihaszn§ljuk L als· m§trix tulajdons§g§t 
> opts.UT=false;  
> opts.LT=true;  
> y1=linsolve(L,P*b,opts) %  y1 = 4.0000, 3.0000, 4.5714  
>   
> %  2.2 U*x=y megold§sa x- re  
> %      ¼gy, hogy kihaszn§ljuk U felsƇ m§trix tulajdons§g§t 
> opts.UT=true;  
> opts. LT=false;  
> x1=linsolve(U,y1,opts) % x1 = - 9, - 6, 16  
>   
> % Hiba  
> norm(A*x1 - b)  
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.%-,).%<2)3 %'9%.,%4EK/EGYENLETRENDSZEREK 

3. Hat§rozza meg az al§bbi egyenletrendszer megold§sait! 

ώ σϽὼ υϽώ υ π

ώ ςϽὼ ρπϽὼ ω π
 

Ćbr§zolja a feladatot grafikusan a gyºkºk kºzel²tŖ hely®nek meghat§roz§sa 

®rdek®ben! Hat§rozza meg a legkisebb ®s a legnagyobb x koordin§t§j¼ val·s gyºkeit 

a Matlab be®p²tett numerikus f¿ggv®ny®vel 10-6 pontoss§ggal! Ćbr§zolja a 

megold§sokat a kor§bbi §br§n! Hat§rozza meg az ºsszes megold§st a Matlab 

be®p²tett szimbolikus egyenletrendszer megold· f¿ggv®ny®vel! Van komplex gyºk? 

Ha igen mennyi? Ćbr§zolja az ºsszes val·s megold§st!  

> %% 3. feladat  
> clc; clear all ; close all ;  
> % Az egyenletrendszer  
> disp( 'Egyenlet rendszer' )  
> eq1 = @(x,y) y^3 -  3*x^2 + 5*y^2 -  5 
> eq2 = @(x,y) y^3 -  2*x^3 -  10*x^2 + 9  
> f = @(x,y) [eq1(x,y); eq2(x,y)];  
> figure(1); clf;  
> ezplot(eq1)  
> hold on 
> ezplot(eq2)  
> axis equal  
> F = @(x) f(x(1),x(2));  
> x0 = [ - 4; 3]  
> x1 = fsolve(F,x0, 

optimset( 'TolFun' ,1e - 6))  
> plot(x1(1),x1(2), 'ro' )  
> % x1 =  - 4.161 2 
> %       2.7166  
> x0 = [2; 2]  
> x2 = fsolve(F,x0, 

optimset( 'TolFun' ,1e - 6))  
> % x1 = 0.9356  
> %      1.1166  
> plot(x2(1),x2(2), 'ro' )  
> % Defini§ljuk szimbolikusan az egyenletrendszert! 
> fs = sym( '[y^3 -  3*x^2 + 5*y^2 -  5;  y^3 -  2*x^3 -  10*x^2 + 9]' )   
> % Megold§s solve- val  
> s=solve(fs)  
> %     x: [9x1 sym]  
> %     y: [9x1 sym]    
> % Az eredm®nyek ki²rat§sa double t²pus¼ sz§mk®nt 
> [double(s.x) double(s.y)]  
> %   - 4.1612 + 0.0000i   2.7166 + 0.0000i  
> %   - 1.1917 + 0.0000i   1.2202 + 0.0000i  
> %   - 0.8608 + 0.0000i  - 1.4205 + 0.0000i  
> %    0.7522 + 0.0000i  - 1.3556 + 0.0000i  
> %    0.9356 + 0.0000i   1.1166 + 0.0000i  
> %   - 4.4726 + 1.8307i  - 2.8328 + 3.2770i  
> %   - 4.4726 -  1.8307i  - 2.8328 -  3.2770i  
> %    1.4855 + 3.3081i  - 5.8058 + 0.6924i  
> %    1.4855 -  3.3081i  - 5.8058 -  0.6924i  
> plot(s.x(1: 5),s.y(1:5), 'k*' )   
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4. Adott az al§bbi egyenletrendszer: 

 
ρȟςÓÉÎὼẗώ ρ
πȟψÓÉÎώẗὼ ρ

 

Ćbr§zolja az egyenletrendszert az ὼ πȢȢȢς“, ώ πȢȢȢς“tartom§nyon! Hat§rozza meg 
az egyenletrendszer megold§sait a fenti tartom§nyon a Matlab be®p²tett numerikus 

m·dszer®vel! EllenŖrizze a megold§sokat visszahelyettes²t®ssel! Ćbr§zolja a 

megtal§lt megold§sokat! 

> clear all ; clc; close all ;  
>   
> f1s = sym( '1.2*sin(x)*y - 1' );  
> f2s = sym( '0.8*sin(y)*x - 1' );  
>   
> %f1 = @(x,y) 1.2*sin(x)*y - 1 
> %f2 = @(x,y) 0.8*sin(y)*x - 1 
>   
> f1 = @(x,y) eval(f1s);  
> f2 = @(x,y) eval(f2s);  
>   
> f = @(x) [f1(x(1), x(2));  f2(x(1), x(2))];  
>   
> clf;  
> ezplot(f1s, [0 2*pi])  
> hold on;  
> ezplot(f2s, [0 2*pi])  
>   
> opt = optimset( 'Display' , 'iter' );  
> x1 = fsolve(f, [1.6 0.8], opt);  
> x2 = fsolve(f, [2.8 2.7], opt);  
>   
> plot(x1(1), x 1(2), 'ro' )  
> plot(x2(1), x2(2), 'r*' )  
>   
> x1  
> x2  
>   
> % x1 =  
> %     1.6810    0.8384  
> % x2 =  
> %     2.8258    2.6834  
>   
> f(x1)  
> f(x2)  
>   
> % ans =  
> %    1.0e - 10 *  
> %    - 0.0152  
> %    - 0.8089  
> % ans =  
> %    1.0e - 08 *  
> %    - 0.7832  
> %    - 0.8536  x

y

0.8 x sin(y) - 1

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6
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5. Egy k²s®rletben m®r®seket v®geztek a hŖt§gul§si egy¿tthat· meghat§roz§s§ra, 
ehhez egy 2.5 m hossz¼ rozsdamentes ac®lrudat s¿tŖbe helyeztek. 20ÁC-t·l 
kezdve 100Á-onk®nt nºvelt®k a hŖm®rs®kletet eg®szen 820ÁC-ig, ®s m®rt®k a 
hossz nºveked®s®t. ȹL hossznºveked®s ar§nyos ȹT hŖm®rs®klet v§ltoz§ssal, 

az al§bbi ºsszef¿gg®s szerint: Ўὒ  ‌ ὒ ЎὝ, ahol ‌ a hŖt§gul§si egy¿tthat·, ὒ 
pedig a kezdeti hossz. Hat§rozzuk meg line§ris regresszi·val a hŖt§gul§si 
egy¿tthat· ®rt®k®t az al§bbi m®r®si eredm®nyek alapj§n! 

ȹT [ÁC] 100 200 300 400 500 600 700 800 

ȹL [mm] 4.2 8.9 17.3 14.8 23.5 28 30.8 34.2 

Rajzolja fel a regresszi·s egyenest ®s a marad®k elt®r®seket is egym§s al§! 

> % hotagulas dL=alfa*L0*dT  
> clear all ; close all ; clc;  
>   
> dT = 100:100:800; dT=dT'  
> dL = [4.2; 8.9;  17.3; 14.8; 23.5; 28; 30.8; 34.2]  
> L0 = 2500  
>   
> figure(1)  
> subplot(2,1,1)  
> plot(dT, dL, 'r*' )  
>  
> % egyenletrendszer fel²r§sa  
> A = L0*dT  
> b = dL  
>   
> alfa = A \ b % 1.7800e - 05 
> f = @(dT) alfa*L0*dT  
>   
> hold on 
> ezplot(f,[min(dT),max(dT)])  
>   
> e = dL - f(dT)  
> subplot(2,1,2)  
> bar(dT,e)  
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6. Nedves ¼ton m®rt®k egy aut· f®kt§vols§g§t a sebess®g f¿ggv®ny®ben: 

v [km/h] 20 40 60 80 100 120 

d [m] 6 18 36 60 91 128 

Hat§rozza meg az adatokra legjobban illeszkedŖ m§sodfok¼ polinomot! Ćbr§zolja az 

adatokat ®s az illesztett polinomot egy §br§n, alatta egy k¿lºn §br§n pedig a marad®k 

ellentmond§sokat. Mekkora a marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszege, v§rhat· ®rt®ke ®s 

a korrig§lt empirikus sz·r§sa? Mennyi lesz a f®kt§vols§g 70 km/h-n§l? Mekkora 

sebess®gn®l lesz a f®kt§vols§g pont 50 m? 

% F®kt§vols§g nedves ¼ton 
> clear all ; clc; close all ;  
>   
> v = [20; 40; 60; 80; 100; 120]  
> d = [6; 18; 36; 60; 91; 128]  
>   
> figure(1)  
> subplot(2,1,1)  
> plot(v,d, 'r*' )  
>   
> % m§sodfok¼ polinom illeszt®se 
> % d = a0 + a1*v + a2*v^2  
> % A*x=b alakban  
> A = [v.^0 v.^1 v.^2]  
> b = d  
> x = A \ b % 0.7000  0.1123  0.0079  
> f = @(v) x(1) + x(2)*v + x(3)*v.^2  
> hold on; ezplot(f,[0 140])  
> % m§s megold§s 
> a = polyfit(v,d,2) %  0.0079    0.1123    0.7000  
> f2 = @(v) polyval(a,v)  
>   
> % f®kt§vols§g 70 km/h eset®n 
> f(70) % 47.2813 m  
> % sebess®g 50 m f®kt§vols§g eset®n 
> ezplot( '50' ,[min(v), max(v)])  
> x0 = 70 % kezdƇ®rt®k az §br§b·l 
> f50 = @(x) f(x) - 50;  
> v50 = fzero(f50,x0) %  72.1997  
>   
> % hib§k 
> r = d -  f(v)  
> subplot(2,1,2)  
> bar(v,r)  
>   
> % hib§k n®gyzetºsszege 
> S = sum(r.^2) %   0.1214  
> % korrig§lt tapasztalati sz·r§s 
> n = length(v) % m®r®sek sz§ma 
> np = 3 % becs¿lt param®terek sz§ma: a0,a1,a2 
> szoras = sqrt(S/(n - np)) %   0.2012  
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7. A neh®zs®gi gyorsul§s m®r®s®hez a kºvetkezŖ k²s®rletet v®gezt®k. Ledobtak 
egy labd§t egy 30 m magas ®p¿letrŖl, es®s kºzben tºbb helyen m®rt®k a 
sebess®g®t az ®p¿letre erŖs²tett szenzorokkal. A v sebess®g a megtett x ¼t 

kºzºtt  kºvetkezŖ kapcsolat §ll fenn: ὺ ςὫὼ, ahol g a neh®zs®gi gyorsul§s. A 
m®rt adatok a kºvetkezŖek: 

x [m] 0 5 10 15 20 25 

v [m/s] 0 9.85 14.32 17.63 19.34 22.41 

> % neh®zs®gi gyorsul§s meghat§roz§sa 
> % v^2 = 2*g*x  
> % Đj v§ltoz·k: Y=v^2, X=x; a1 = 2*g  
> % Y = a1*X  
> clear all ; close all ; clc;  
> x = [0; 5; 10; 15; 20; 25]  
> v = [0; 9.85; 14.32; 17.63; 19.34; 22.41]     
> figure(1)  
> plot(x,v, 'r*' )  
> Y = v.^2; X = x;  
> % line§ris egyenletrendszer megold§sa 
> a1 = X \ Y % 19.8065  
> % neh®zs®gi gyorsul§s 
> g = a1/2 % 9.9032  
> % t®nyleges ®rt®k: 9.81  
> f =@(x) sqrt(2*g*x)  
> hold on;  
> ezplot(f,[0 25])  
> title( 'Gyorsul§sm®r®s')  
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8. Az abszol¼t 0 fok meghat§roz§s§ra v®geztek k²s®rletet. A k²s®rletben egy 
tart§lyban l®vŖ g§zt jeges v²zbe mer²tettek (0ÁC), megm®rt®k a g§z nyom§s§t, 
majd 10 fokonk®nt emelt®k a hŖm®rs®kletet, m®rve a nyom§st is. A Gay-Lussac 
g§ztºrv®ny szerint §lland· nyom§son egy adott tºmegŤ g§z t®rfogata az 
abszol¼t hŖm®rs®klet®vel egyenes ar§nyban v§ltozik. Line§ris kapcsolat van a 
nyom§s ®s a hŖm®rs®klet kºzºtt §lland· t®rfogat eset®n. A m®rt eredm®nyek a 
kºvetkezŖek: 

T [ÁC] 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

p [atm.] 0.94 0.96 1.0 1.05 1.07 1.09 1.14 1.17 1.21 1.24 1.28 

Extrapol§ci·val hat§rozzuk meg az abszol¼t 0 fokot, ahol a nyom§s nulla lesz! 

> clear all ; close all ; clc;  
> T = 0:10:100; T = T';  
> p = [0.94; 0.96; 1.0; 1.05; 1.07; 1.09; 1.14; 1.17; 1.21; 1.24; 1.28]  
> figure(1);  
> plot(T,p, 'r*' )  
> % p = a1*T + a0 (y=m*x+b egyenes egyenlete)  
> A = [T.^1 T.^0]; b = p 
> x = A \ b 
> a1 = x(1) % 0.0034  
> a0 = x(2) % 0.9336  
>   
> f = @(T) a1*T+a0  
> hold on;  
> ezplot(f,[min(T), max(T)])  
> % hib§k 
> e = p -  f(T)  
> norm(e)  
>   
> % m§s megold§s be®p²tett f¿ggv®nnyel: polyfit, polyval 
> x2 = polyfit(T,p,1) % 0.0034 0.9336  
> e2 = p -  polyval(x2,T)  
> norm(e2)  
> f2 = @(T) polyval(x2,T)  
>   
> % Abszol¼t nulla fok megkeres®se extrapol§ci·val 
> figure(2)  
> plot(T,p, 'r*' ); hold on;  
> ezplot(f,[ - 300, 100])  
> ezplot( '0' ,[ - 300, 100])  
>   
> absz_nulla = fzero(f, - 250)  
> %  - 273.1383  
> % vagy §trendezve f=0- t: T = - a0/a1  
> absz_nulla = - a0/a1 %  - 273.1383  
> % t®nyleges absz. nulla: 273.15ÁC 
>   
> % ellenƇrz®s 
> f(absz_nulla)  
> f2(absz_nulla)  
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NUMERIKUS -s$3:%2%+ -).4! :<2THELYI11 

A feladatokat Matlab (*.m vagy *.mlx) f§jlban dolgozza ki, ®s l§ssa el kommentekkel, 

hogy m§s sz§m§ra is kºvethetŖ legyen ®s egy®rtelmŤek legyenek a k®rd®sekre a 

v§laszok.  

1. Hat§rozza meg az al§bbi egyenletrendszer megold§sait! 

ώ σϽὼ υϽώ υ π

ώ ςϽὼ ρπϽὼ ω π
 

Ćbr§zolja a feladatot grafikusan a gyºkºk kºzel²tŖ hely®nek meghat§roz§sa 

®rdek®ben! Hat§rozza meg a legkisebb ®s a legnagyobb x koordin§t§j¼ val·s gyºkeit 

a Matlab be®p²tett numerikus f¿ggv®ny®vel 10-6 pontoss§ggal! Ćbr§zolja a 

megold§sokat a kor§bbi §br§n! Hat§rozza meg az ºsszes megold§st a Matlab 

be®p²tett szimbolikus egyenletrendszer megold· f¿ggv®ny®vel! Van komplex gyºk? 

Ha igen mennyi? Ćbr§zolja az ºsszes val·s megold§st!  

2. Nedves ¼ton m®rt®k egy aut· f®kt§vols§g§t a sebess®g f¿ggv®ny®ben: 

v [km/h] 20 40 60 80 100 120 

d [m] 6 18 36 60 91 128 

Hat§rozza meg az adatokra legjobban illeszkedŖ m§sodfok¼ polinomot! Ćbr§zolja az 

adatokat ®s az illesztett polinomot egy §br§n, alatta egy k¿lºn §br§n pedig a marad®k 

ellentmond§sokat. Mekkora a marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszege, v§rhat· ®rt®ke ®s 

a korrig§lt empirikus sz·r§sa? Mennyi lesz a f®kt§vols§g 70 km/h-n§l? Mekkora 

sebess®gn®l lesz a f®kt§vols§g pont 50 m? 

20 ®s 120 km/h kºzºtt sz§molja ki kerek 5 m®terenk®nt a sebess®gekhez tartoz· 

f®kt§vols§gokat ®s ezeket mentse ki egy szºveges §llom§nyba, eg®sz sz§mk®nt a 

sebess®geket ®s k®t tizedesjegy pontoss§ggal a f®kt§vols§gokat! 

 

                                            

11 Megold§sokat l§sd a gyakorl· feladatok kºzºtt 
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10Ȣ ).4%20/,<#)s 

A kor§bbi gyakorlaton regresszi·val, f¿ggv®nyilleszt®ssel foglalkoztunk, amikor 

meghat§roztuk az adott pontokra legjobban illeszkedŖ egyenest, parabol§t, 

exponenci§lis f¿ggv®nyt stb. Az illesztett f¿ggv®ny tºbbnyire nem megy §t a m®rt 

pontokon, de ide§lis esetben kºzel halad hozz§juk. 

Az interpol§ci· egy olyan matematikai ºsszef¿gg®s, ami a megadott pontokat 

tºk®letesen reprezent§lja, visszaadja ezekben a pontokban a m®r®si ®rt®keket, a 

pontok kºzºtt pedig becsl®sre haszn§lhat·. Grafikusan §br§zolva a f¿ggv®ny §tmegy 

a m®r®si pontokon. 

 

).4%20/,<#)s %'9%4,%N POLINOMMAL  

Egy polinom §ltal§nos alakja: 

Ὢὼ ὥὼ ὥ ὼ Ễ ὥὼ ὥ 

Az ὥȟὥ ȟỄȟὥȟὥ egy¿tthat·k val·s sz§mok, ὲ pedig egy nem negat²v eg®sz sz§m, 
a polinom foksz§ma. Az elsŖfok¼ polinom egy line§ris f¿ggv®nykapcsolat, k®pe 

egyenes, a m§sodfok¼ polinom (parabola) ®s a magasabb fok¼ polinomok k®pei pedig 

valamilyen gºrb®k, min®l magasabb a foksz§m, ann§l tºbb 'kanyar', inflexi·s pont lehet 

benne, ann§l bonyolultabb lehet a k®pe. 

Ha n pontb·l §ll· adat§llom§nyunk van, akkor ezt k¿lºnbºzŖ foksz§m¼ polinomokkal 

lehet kºzel²teni, eg®szen (n-1) foksz§mig. Alacsonyabb foksz§m¼ polinom illeszt®se 

eset®n regresszi·r·l besz®lhet¿nk, (n-1) fok¼ polinommal pedig interpol§ci·t kapunk, 

ekkor a polinom minden ponton kereszt¿l halad. Ez lesz a polinomi§lis interpol§ci· 

esete. Ez egy glob§lis interpol§ci·, mivel az ºsszes adatra egyetlen f¿ggv®nyt 

illeszt¿nk. N®zz¿nk egy p®ld§t r§! 
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A sz®lerŖmŤvek teljes²tm®nye a sz®lsebess®ggel v§ltozik. Egy k²s®rletben a 

kºvetkezŖ 5 m®r®si eredm®nyt kaptuk erre vonatkoz·an: 

Sz®lsebess®g [km/h] 22 35 48 61 74 

Teljes²tm®ny [W] 320 490 540 500 480 

Az 5 m®r®si eredm®nyre negyedfok¼ 

interpol§ci·s polinom illeszthetŖ. 

Interpol§ci·val hat§rozzuk meg a 

sz®lerŖmŤ teljes²tm®ny®t 42 ®s 68 km/h-

s sz®l eset®n! Mekkora sz®lsebess®gn®l 

lesz a teljes²tm®ny 400 W? Ehhez tºlts¿k 

be a szeleromu.txt §llom§nyt! 

> % sz®lerƇmơ adatai 
> clear all ; close all ; clc;  
> data = load( 'szeleromu.txt' )  
> v = data(:,1) % sz®lsebess®g 
> p = data(:,2) % teljes²tm®ny 
> figure(1)  
> plot(v,p, 'r*' )  

A negyedfok¼ interpol§ci·s polinom Ὢὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 

egy¿tthat·it kisz§molhatjuk egy line§ris egyenletrendszert megoldva, a regresszi·n§l 

m§r megismert m·don, 5 egyenletet fel²rva az ºt pontra. Az A egy¿tthat· m§trixot 

Vandermonde m§trixnak is nevezik. 

ώ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 
ώ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 
ώ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 
ώ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 
ώ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 

ᴼὃ

ở

ỞỞ
ờ

ὼ ὼ ὼ ὼ ρ

ὼ ὼ ὼ ὼ ρ

ὼ ὼ ὼ ὼ ρ

ὼ ὼ ὼ ὼ ρ

ὼ ὼ ὼ ὼ ρỢ

ỡỡ
Ỡ
Ƞὦ

ở

Ở
ờ

ώ
ώ
ώ
ώ
ώỢ

ỡ
Ỡ

 

Vagy haszn§lhatjuk itt is a polyfit, polyval be®p²tett Matlab f¿ggv®nyeket. Most az 

egyszerŤs®g kedv®®rt haszn§ljuk ez ut·bbiakat!  

> a = polyfit(v,p,4) %  0.0001   - 0.0171    0.5627   12.0190  - 62.0517  

A polyfit-et haszn§lva megadhatjuk az illeszteni k²v§nt polinom foksz§m§t, ®s 

megkapjuk a polinom egy¿tthat·it a legmagasabb fok¼ tagt·l visszafel® a konstans 

tagig: ὥ πȢπππρȠ ὥ πȢπρχρȠ ὥ πȢυφςχȠ ὥ ρςȢπρωπȠ ὥ φςȢπυρχ. 
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A polyval parancs a megadott egy¿tthat·kb·l 

ki tudja sz§molni egy tetszŖleges helyen a 

polinom ®rt®k®t, pl. a k®rd®ses 42 km/h-n§l: 

> polyval(a,42) % 531.7853  

Vagy defini§lhatjuk az egy¿tthat·kkal a 

polinom f¿ggv®ny®t is, ®s akkor §br§zolni is 

kºnnyen tudjuk: 

> fp = @(x) polyval(a,x)  
> fp(68) % 476.5008  
> hold on;  
> fplot(fp,[min(v) max(v)])  

Ahhoz, hogy megkapjuk, hogy mekkora sz®lsebess®gn®l lesz a teljes²tm®ny 400 W, 

egy nemline§ris egyenletet kell megoldanunk! A megoldand· nemline§ris egyenlet¿nk, 

null§ra rendezve: ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ τπππ. Sz¿ks®g lesz egy 

kezdŖ®rt®kre is, amit az §br§b·l vehet¿nk. 

> h = @(x) fp(x) - 400  
> x200 = fzero(h,30) % 27.1296  

Teh§t 42 km/h-s sz®ln®l 532 W a teljes²tm®ny, 68 km/h-n§l pedig 477 W. 400 W-os 

teljes²tm®nyt pedig 27 km/h-s sz®ln®l kapunk. 

A sztenderd alakba ²rt n-ed fok¼ polinom Ὢὼ ὥὼ ὥ ὼ Ễ ὥὼ ὥ 

illeszt®s®hez (n+1) line§ris egyenletbŖl §ll· egyenletrendszert kell megoldani. Az 

egyenletekhez az ºsszes rendelkez®sre §ll· pont koordin§t§it be kell helyettes²teni az 

§ltal§nos alakba. Gyakorlatban, k¿lºnºsen magasabb fok¼ polinomok eset®ben nem 

hat®kony megoldani ezt az egyenletrendszert, gyakran rosszul kondicion§lt lesz az 

egy¿tthat· m§trixunk. N®zz¿k meg az elŖzŖ p®ld§nk egy¿tthat· m§trix§nak 

kond²ci·sz§m§t! Ehhez ²rjuk fel az egy¿tthat· m§trixot, ami a line§ris egyenletrendszer 

megold§s§hoz kellene. A fel²r§st megtehetj¿k a regresszi·n§l megismert m·don is, de 

a Matlabnak van egy k¿lºn parancsa a Vandermonde m§trix elŖ§ll²t§s§ra, azt is 

haszn§lhatjuk, ugyanaz lesz az eredm®ny: 

> A = [v.^4 v.^3 v.^2 v.^1 v.^0] % hagyom§nyos fel²r§s 
> A = vander(v) % m§sik megold§s: Vandermonde m§trixk®nt 
> cond(A) %  1.5378e+09  

Ez a sz§m m§r most is nagyon nagy (109 nagys§grendŤ), pedig csak 4-ed fok¼, vagyis 

nem is nagyon magas foksz§m¼ polinomot illesztett¿nk. EllenŖrz®sk®pp 

megn®zhetj¿k, a line§ris egyenletrendszer megold§s§t, hogy ugyanazt adja-e, mint a 

polyfit! 

> x = A \ p % 0.0001; - 0.0171; 0.5627; 12.0190; - 62.05 17 

,!'2!.'% O3 .%74/. ).4%20/,<#)s3 0/,)./-OK 

Adott pontokon kereszt¿l egy interpol§ci·s polinom ²rhat· fel, ez viszont tºbbf®le 

alakban is megadhat·, n®zz¿nk meg az §ltal§nos alak mellett rºviden k®t m§sikat, 

amit gyakran c®lszerŤbb haszn§lni, kºnnyebb fel²rni ®s nem lesz rosszul kondicion§lt 

a feladat. Az egyik ilyen alak a Lagrange interpol§ci·s polinom, a m§sik a Newton. 
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,!'2!.'% ).4%20/,<#)s3 0/,)./- 

Ez a fajta polinom mindenf®le sz§m²t§s, egyenletrendszer megold§s n®lk¿l, a pontok 

koordin§t§ib·l fel²rhat·, a kºvetkezŖ alakban n pontra: 

Ὢὼ  ώὒὼ ώ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
 

ahol ὒὼ Б  -t Lagrange f¿ggv®nyeknek h²vjuk. K®t pontra fel²rva: 

Ὢὼ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
ώ

ὼ ὼ

ὼ ὼ
ώ 

H§rom pontra fel²rva: 

Ὢὼ
ὼ ὼ ὼ ὼ

ὼ ὼ ὼ ὼ
ώ

ὼ ὼ ὼ ὼ

ὼ ὼ ὼ ὼ
ώ

ὼ ὼ ὼ ὼ

ὼ ὼ ὼ ὼ
ώ 

¶ L§tszik, hogy a pontok koordin§t§it haszn§lva, elŖzetes sz§m²t§sok n®lk¿l is 

fel²rhat· az interpol§ci·s polinom. 

¶ Neh®zkes vele dolgozni, minden egyes interpol§land· pontn§l fel kell ²rjuk ¼jra 

az adott pontra az eg®sz egyenletet, nem el®g csak az egy¿tthat·kat 

behelyettes²teni, mint az §ltal§nos alakn§l. 

¶ Ha a ponthalmazunk ¼j ponttal bŖv¿l, akkor az ºsszes Lagrange f¿ggv®nyt ¼jra 

kell sz§molni, ebben k¿lºnbºzik a Newton form§t·l, ahol ¼j pontok eset®n csak 

az ¼j tagokat kell kisz§molni. 

NEWTON-&O,% ).4%20/,<#)s3 0/,)./-12 

A Newton-f®le polinom az ¼n. osztott differenci§k seg²ts®g®vel ²rhat·  fel, rekurz²v ¼ton. 

Ćltal§nos alakja a polinomnak: 

Ὢὼ ὥ ὥ ὼ ὼ ὥ ὼ ὼ ὼ ὼ Ễ ὥ ὼ ὼ ὼ ὼ Ễ ὼ ὼ  

K®t pontra fel²rva az egy¿tthat·k: 

ὥ ώȠὥ
ώ ώ

ὼ ὼ
 

Defini§ljuk az elsŖrendŤ osztott differenci§kat a kºvetkezŖk®ppen: 

Ὢὼ ȟὼ
ώ ώ

ὼ ὼ
 

Ez tulajdonk®ppen az egyenes meredeks®ge, ®s k®t pontra megegyezik ὥ 

egy¿tthat·val.  

H§rom pontra fel²rhat· a m§sodrendŤ osztott differencia Ὢὼȟὼȟὼ , ami k®t 

elsŖrendŤ osztott differencia k¿lºnbs®ge osztva ὼ ὼ -gyel, ez lesz az ὥ 

egy¿tthat· (az elsŖ kettŖ egy¿tthat· megegyezik a kor§bbiakkal). 

                                            

12 Otthoni §tn®z®sre 
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ὥ Ὢὼȟὼȟὼ
Ὢὼȟὼ Ὢὼȟὼ

ὼ ὼ

ώ ώ
ὼ ὼ

ώ ώ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
 

Hasonl·k®pp n®gy pontra fel²rhat· a harmadrendŤ osztott differencia k®t m§sodrendŤ 

osztott differencia k¿lºnbs®g®t elosztva ὼ ὼ -gyel, ®s ²gy tov§bb. 

Ćltal§nosan a k-adrendŤ osztott differencia: 

Ὢὼ ȟỄȟὼ
Ὢὼ ȟỄȟὼ Ὢὼ ȟỄȟὼ

ὼ ὼ
ȟὯ ρȟςȟỄȟὲïί Ὥ πȟỄȟὲ ὯȢ 

¶ L§tszik, hogy ebben az esetben is a pontok koordin§t§it haszn§lva, elŖzetes 

sz§m²t§sok n®lk¿l is fel²rhat· az interpol§ci·s polinom. 

¶ Ezzel m§r nem olyan neh®zkes dolgozni, ha egyszer m§r meghat§roztuk 

ὥỄὥ  egy¿tthat·kat, akkor ezeket felhaszn§lhatjuk b§rmelyik pont 

interpol§ci·j§n§l. 

¶ Ha a ponthalmazunk ¼j ponttal bŖv¿l, akkor nem kell mindent ¼jrasz§molni, csak 

az ¼j egy¿tthat·t.  Ez§ltal kºnnyen bŖv²thetŖ ¼j ponttal a halmaz, ®s a pontoknak 

nem kell sorrendben lennie. 

4<2/:s *%,,%'v2"% ).4%20/,<#)s*! 

N®zz¿nk interpol§ci·ra egy v²z®p²tŖ m®rnºki feladatot. A t§roz·m®retez®sek egyik 

elengedhetetlen alapadata a t§roz· morfol·giai jelleggºrb®je, ami megadja, hogy egy 

adott v²z§ll§shoz mekkora v²zt®rfogat ®s fel¿let tartozik. Adottak a kºvetkezŖ adatok: 

V²z§ll§s 
H [cm] 

T®rfogat 
V [106 m3] 

Fel¿let 
F [km2] 

336 0.16 0.05 

504 0.36 0.09 

714 0.79 0.19 

976 1.73 0.37 

1302 3.31 0.62 

1628 5.83 0.90 

1812 7.72 1.05 

1932 8.98 1.16 

2142 11.50 1.27 

Ćbr§zoljuk a t®rfogatot le²r· jelleggºrb®t, szok§s szerint, ¼gy, hogy a v²zszintes 

tengelyen a t®rfogat, a f¿ggŖleges tengelyen pedig a v²z§ll§s legyen. Hat§rozzuk meg 

ezek alapj§n interpol§ci·val, hogy mekkora v²zt®rfogat tartozik 15 m-es v²zszinthez, 

illetve mekkora v²zszint tartozik 12 milli· m3 t®rfogathoz! 

Tºlts¿k be a jelleggºrb®khez tartoz· adatokat a tarozo.txt §llom§nyb·l! 

> clc; cl ear all ; close all ;  
> adat = load( 'tarozas.txt' )  
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> H = adat(:,1); % cm 
> V = adat(:,2); % milli· m^3 
> F = adat(:,3); % km^2 
>   
> figure(1)  
> plot(V,H, '*' ); hold on;  
> ylabel( 'v²z§ll§s [cm]')  
> xlabel( 'V²zt®rfogat [10^6 m^3]')  

Interpol§ci· eset®n n pontra, (n-1)-ed fok¼ 

polinomot illeszthet¿nk. N®zz¿k meg, ez mit 

jelent a mostani esetben. Most 9 adatunk van, 

erre 8-ad fok¼ polinomot illeszthet¿nk! 

> n = length(V) % 9 
> a1 = polyfit(V,H,n - 1)  
> p1 = @(x) polyval(a1,x)  
> fplot(p1,[0,max(V)])   

Mi tºrt®nt? J· lehet a fenti gºrbe interpol§ci·ra? 

Nyilv§nval· hogy nem. Ez a t¼lzott illeszked®s 

esete, amikor a magas foksz§m¼ polinom 

tºk®letesen visszaadja a ismert pontok ®rt®keit, 

de kºzt¿k (k¿lºnºsen a sz®leken) oszcill§lni 

kezd, jelentŖsen elt®r az adatok trendj®tŖl, ez®rt 

nem alkalmazhat· megb²zhat·an 

interpol§ci·ra, extrapol§ci·ra. Ezt a hull§mz§st, oszcill§ci·s jelens®get Runge 

jelens®gnek h²vj§k. Kev®s pont est®n, amikor a polinom foksz§ma alacsony, tºbbnyire 

j·l haszn§lhat·ak az interpol§ci·s polinomok, sok pont, magas foksz§m¼ polinom 

eset®n azonban m§s megold§st kell keresni! 

A polyfit parancs fut§sa ut§n a Matlab egy figyelmeztetŖ ¿zenetet is ki²r: 

Warning: Polynomial is badly conditioned. Add points with distinct X values, 
reduce the degree of the polynomial, or try centering and scaling as described 
in HELP POLYFIT.  

Ha lek®rdezz¿k a Vandermonde m§trix kond²ci· sz§m§t, akkor egy nagyon nagy 

sz§mot kapunk (1010 nagys§grend), ami rosszul kondicion§lt m§trixot jelent. 

> A = vander(V);  
> cond(A) % 2.7260e+10  

30,).% ).4%20/,<#)s 

Ha sok pont kºzºtt szeretn®nk interpol§ci·t v®gezni, akkor jobb eredm®nyt lehet el®rni 

tºbb, alacsony foksz§m¼ polinom alkalmaz§s§val, mint egy magas fok¼val. Minden 

egyes alacsony foksz§m¼ polinom csak egy adott szakaszra, intervallumra ®rv®nyes, 

k®t vagy tºbb pont kºzºtt. Ćltal§ban minden polinomnak megegyezik a foksz§ma, csak 

az egy¿tthat·kban t®rnek el egym§st·l. Amikor elsŖfok¼ polinomokat haszn§lunk, 

akkor a pontokat egyenes vonalak kºtik ºssze, m§sodfok¼ (n®gyzetes) vagy 

harmadfok¼ (kºbºs) esetben a pontok gºrb®kkel vannak ºsszekºtve. Ez a 

szakaszonk®nt elt®rŖ param®terŤ polinomi§lis interpol§ci·, amit spline 

interpol§ci·nak neveznek. Ez tulajdonk®ppen egy fajta lok§lis interpol§ci·, mivel egy-

egy szakaszra csak a kºrnyezŖ pontokat vessz¿k figyelembe. 
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Az n-edfok¼ spline-ban legfeljebb n-edfok¼ polinom szakaszok csatlakoznak 

egym§shoz. A legegyszerŤbb eset, ha az adott pontok kºz® line§ris f¿ggv®nyeket 

(elsŖfok¼ polinomokat) illeszt¿nk. Ez az Euler-f®le tºrºttvonalak m·dszere. Gyakran 

sz¿ks®ges, hogy a csatlakoz§si pontokban ne csak folytonos, hanem differenci§lhat· 

is legyen a f¿ggv®ny. Ilyen lehet p®ld§ul egy m§sodfok¼ spline, ahol a csatlakoz§si 

pontokban a f¿ggv®nynek jobbr·l ®s balr·l megegyeznek a deriv§ltjai is. Ezt n®gyzetes 

(kvadratikus) spline-nak is nevezik.  

Ćltal§nosan k-ad fok¼ ®s m-ed rendŤ spline az, ahol szakaszonk®nt k-ad fok¼ 

polinomokat illeszt¿nk, ®s a kºzb¿lsŖ pontokban m-ed rendig megegyeznek a 

deriv§ltak. Az egyik leggyakrabban haszn§lt spline a kºbºs, m§sodrendŤ spline 

interpol§ci·, amikor is az adott pontok kºz® harmadfok¼ polinomokat illeszt¿nk ¼gy, 

hogy a csatlakoz§si pontokban a f¿ggv®nynek megegyeznek a deriv§ltjai ®s m§sodik 

deriv§ltjai is. L®tezik kºbºs elsŖrendŤ spline interpol§ci· is, amikor szint®n harmadfok¼ 

polinomokat illeszt¿nk a pontokra, de csak az elsŖ deriv§ltak egyez®s®t ²rjuk elŖ (pl. 

Hermite interpol§ci·s polinomok). 

,).%<2)3 30,).% ).4%20/,<#)s 

Illessz¿nk line§ris f¿ggv®nyeket a pontok kºz®! Adott n pont eset®n (n-1) szakasz van, 

amire (n-1) egyenest kell meghat§roznunk. Ezt a legegyszerŤbben a k®t pontra fel²rt 

Lagrange-polinom seg²ts®g®vel tehetj¿k meg: 

Ὢὼ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
ώ

ὼ ὼ

ὼ ὼ
ώ 

Matlab-ban az interp1 f¿ggv®nyt 

haszn§lhatjuk §ltal§nosan spline 

interpol§ci·ra. Enn®l egy param®terben 

megadhatjuk, hogy milyen spline interpol§ci·t 

szeretn®nk haszn§lni, ha nem adunk meg 

semmit, akkor az alap®rtelmezett a line§ris 

interpol§ci·. Lehets®ges interpol§ci·s 

m·dszerek az interp1-n®l: 'linear' - 

alap®rtelmezett, 'nearest' - legkºzelebbi 

szomsz®d, 'pchip' - kºbºs elsŖrendŤ spline, 

'spline' - kºbºs m§sodrendŤ spline. 

> figure(2);  
> plot(V,H, 'r*' );hold on;  
> ylabel( 'v²z§ll§s [cm]');  
> xlabel( 'V²zt®rfogat [10^6 m^3]');  
> sp = @(x) interp1(V,H,x)  
> fplot(sp,[0, max(V)])  

Line§ris f¿ggv®nyilleszt®sn®l folytonos lesz ugyan a f¿ggv®ny¿nk, de a 

meredeks®gekben tºr®sek lesznek. Ha sim§bb f¿ggv®nyt szeretn®nk kapni, akkor 

magasabb fok¼ spline-t kell haszn§lni. 



   10. Interpol§ci· 

 117  

.O'9:%4%3 30,).% ).4%20/,<#)s13 

N®gyzetes (kvadratikus, m§sodfok¼) spline eset®ben az adott pontok kºz® m§sodfok¼ 

polinomokat (ώ ὥϽὼ ὦϽὼ ὧ illeszt¿nk ¼gy, hogy a csatlakoz§si pontokban a 

f¿ggv®nynek jobbr·l ®s balr·l megegyeznek az elsŖ deriv§ltjai is. 

Egy m§sodfok¼ polinomnak 3 ismeretlen egy¿tthat·ja van, ®s n pont eset®n (n-1) 

szakaszra kell ezeket meghat§rozzuk, vagyis 3*(n-1)=3n-3 ismeretlen¿nk van, ezekre 

kell egyenleteket fel²rnunk, felt®teleket megadnunk. 

¶ Minden polinomnak §t kell mennie a szakasz v®gpontjain, ebbŖl szakaszonk®nt 

k®t egyenlet ²rhat· fel a kºvetkezŖ alakban: Ὢὼ  ὥϽὼ ὦϽὼ ὧ, vagyis 

ºsszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet. 

¶ A kºzb¿lsŖ (n-2) pontban a deriv§ltak (Ὢ ὼ ςὥὼ ὦ) is megegyeznek, erre 

(n-2) egyenletet lehet fel²rni a kºvetkezŖ alakban: ς ὥ ὼ ὦ ς ὥὼ ὦ 

¶ Mivel a fenti k®t felt®tel m®g csak (3n-4) egyenletet jelent (3n-3) ismeretlen 

meghat§roz§s§ra, m®g egy felt®telt meg kell adni. Itt tºbb lehetŖs®g is van, 

lehet ez p®ld§ul az, hogy a m§sodik deriv§lt ®rt®ke legyen 0 az elsŖ (vagy az 

utols·) pontn§l: Ὢᴂὼ ςὥ, vagyis ὥ π. Ez tulajdonk®ppen azt jelenti, hogy 
az elsŖ k®t pontot (vagy az utols· k®t pontot) egyenessel kºtj¿k ºssze. 

A n®gyzetes spline-k illeszt®s®hez (3n-4) egyenletet kell fel²rjuk. A kºbºs, m§sodrendŤ 

spline-k haszn§lata elterjedtebb, r®szben mivel a m§sodik deriv§ltak (gºrb¿letek) is 

megegyeznek ®s emiatt sim§bb a f¿ggv®ny, r®szben pedig amiatt, hogy levezethetŖ 

egy olyan alakja is, ahol csak (n-2) egyenletet kell megoldani. A Matlab be®p²tett 

f¿ggv®nyei kºzºtt is csak kºbºs spline szerepel, n®gyzetes nem. 

+v"v3 -<3/$2%.$± 30,).% ).4%20/,<#)s 

N®zz¿k most az egyik leggyakrabban haszn§lt spline a kºbºs, m§sodrendŤ spline 

interpol§ci· levezet®s®t az §ltal§nos harmadfok¼ polinom k®plete alapj§n!  

Ebben az esetben az adott pontok kºz® ¼gy illeszt¿nk harmadfok¼ polinomokat  

( ώ ὥϽὼ ὦϽὼ ὧϽὼ Ὠ , hogy a csatlakoz§si pontokban a f¿ggv®nynek 
megegyeznek az elsŖ ®s a m§sodik deriv§ltjai is. Adott n pont eset®n (n-1) szakaszunk 

van, ezekre kell meghat§roznunk harmadfok¼ polinomokat. Minden egyes harmadfok¼ 

polinomnak 4 ismeretlen egy¿tthat·ja van, vagyis 4*(n-1)=4n-4 ismeretlen¿nk van, 

ezekre kell egyenleteket fel²rnunk, felt®teleket megadnunk. 

¶ Minden polinomnak §t kell mennie a szakasz v®gpontjain, ebbŖl szakaszonk®nt 

k®t egyenlet ²rhat· fel a kºvetkezŖ alakban: ώ ὥϽὼ  ὦϽὼ ὧϽὼ Ὠ, 

vagyis ºsszesen 2*(n-1)=2n-2 egyenlet. 

¶ A kºzb¿lsŖ (n-2) pontban megegyeznek a deriv§ltak (Ὢ ὼ σὥὼ ςὦὼὧ) 

is, erre (n-2) egyenletet lehet fel²rni a kºvetkezŖ alakban: σ ὥ ὼ ςὦ ὼ
ὧ σ ὥὼ ςὦὼ ὧ 

¶ A kºzb¿lsŖ (n-2) pontban a m§sodik deriv§ltak (Ὢ ὼ φὥὼ ςὦ) is 

megegyeznek, erre is (n-2) egyenletet lehet fel²rni a kºvetkezŖ alakban: 

 φ ὥ ὼ ςὦ φ ὥὼ ςὦ 

                                            

13 Otthoni §tn®z®sre 
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¶ ¥sszesen eddig (4n-6) egyenletet ²rtunk fel (4n-4) ismeretlenre, teh§t m®g k®t 

felt®telt meg kell adni, amit tºbbf®lek®ppen lehet. Az egyik lehetŖs®g, hogy a 

v®gpontokban a m§sodik deriv§ltak legyenek 0-k, ezt a fajta spline-t h²vj§k 

term®szetes kºbºs spline-nak. Egy m§sik m·dszer, amit a Matlab be®p²tett 

f¿ggv®nye is haszn§l, a Ănot-a-knotò felt®tel. Ezt azt jelenti, hogy a m§sodik ®s 

az utols· elŖtti pontban a harmadik deriv§ltak is megegyeznek. 

Megjegyz®s: levezethetŖ egy m§sik alakja is ennek a kºbºs spline-nak, ahol nem  

(4n-4) egyenletet kell megoldani, hanem el®g egy (n-2) line§ris egyenletbŖl §ll· 

rendszert megoldani. Ez a levezet®s a m§sodik deriv§ltakb·l indul ki ®s a Lagrange 

alakot haszn§lja. L§sd pl.: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods, 

An Introduction with Applications Using MATLAB, John Wiley & Sons   

Illessz¿nk harmadfok¼ kºbºs spline-t Matlab-ban a t§r·z· jelleggºrb®j®re! Ehhez 

haszn§ljuk ism®t az interp1 parancsot, csak most adjunk meg neki egy m·dszert is, 

az alap®rtelmezett 'linear' helyett legyen 'spline'! 

> sp2 = @(x) interp1(V,H,x, 'spline' )  
> fplot(sp2,[0,max(V)])  

 

L§tjuk, hogy ez egy sim§bb lefut§s¼ f¿ggv®nyt eredm®nyezett. Mint kor§bban sz· volt 

r·la, ez nem a term®szetes spline-t haszn§lja, hanem a not-a-knotò, vagyis 'nem 

csom·pont' felt®telt. Ezt azt jelenti, hogy a m§sodik ®s az utols· elŖtti pontban a 

harmadik deriv§ltak is megegyeznek. Mivel itt harmadfok¼ polinomokr·l van sz·, ez®rt 

az elsŖ kettŖ ®s az utols· kettŖ szakaszon is teljesen megegyeznek a param®terek, 

teh§t tulajdonk®ppen az elsŖ 3 ®s az utols· 3 pontra egy-egy polinomot illeszt¿nk. 

Innen sz§rmazik a neve, hogy a m§sodik ®s az utols· elŖtti pont nem igazi csom·pont. 

Mivel a leggyakrabban ezt a kºbºs, m§sodrendŤ spline interpol§ci·t alkalmazz§k, 

ez®rt erre van egy k¿lºn parancs is, spline parancsk®nt, aminek a mŤkºd®se 

egyen®rt®kŤ az interp1 'spline' m·dszer®vel: 

> sp2 = @(x) spline(V,H,x)  
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T®rj¿nk vissza az eredeti k®rd®sre ®s az illesztett spline alapj§n hat§rozzuk, hogy 

mekkora v²zszint tartozik 12 milli· m3 t®rfogathoz, illetve mekkora v²zt®rfogat tartozik 

15 m-es (1500 cm-es) v²zszinthez! 

> % Mekkora v²z§ll§s tartozik 12 milli· m^3 v²zhez? 
> H15 = sp2(12) % 2174 cm  
> % 1500 cm - es v²z§ll§s mekkora v²zt®rfogatot jelent ? 
> f = @(x) sp2(x) - 1500  
> V1500 = fzero(f,5) % 4.6699 milli· m^3 

+v"v3 %,3y2%.$± 30,).% ).4%20/,<#)s 

Matlab-ban van egy m§sik kºbºs spline interpol§ci· is. Az interp1 parancsot 

megh²vhatjuk 'pchip' m·dszerrel is (piecewise hermite interpolation). Ez egy kºbºs 

elsŖrendŤ interpol§ci·, ahol ugyan harmadfok¼ polinomokat illeszt¿nk az egyes 

szakaszokra, de csak az elsŖ deriv§ltak folytonoss§g§t kºtj¿k ki. Ez egy kºbºs Hermite 

interpol§ci·, ahol a deriv§ltakat is meghat§rozza a Matlab numerikus differenci§l§sb·l 

3 pontra a kºzb¿lsŖ pontok eset®ben ®s 2 pontb·l a f¿ggv®ny elej®n/v®g®n. N®zz¿k 

meg mikor lehet hasznos ez a m·dszer!  

Vegy¿nk most egy felsŖgeod®zi§hoz kºthetŖ p®ld§t. A Fºld gravit§ci·s erŖter®nek 

sz§m²t§saihoz sz¿ks®ges ismerni a Fºld sŤrŤs®g®nek v§ltoz§sait. A Fºld sŤrŤs®ge (ɟ) 

a sugar§val (R) egy¿tt v§ltozik, megkºzel²tŖen az al§bbiak szerint: 

{ǳƎłǊ 
[km] 

0 800 1200 1400 2000 3000 3400 3600 4000 5000 5500 6370 

{ǼǊǼǎŞƎ 
[kg/m3] 

13000 12900 12700 12000 11650 10600 9900 5500 5300 4750 4500 3300 

Illessz¿nk spline gºrb®t a sug§r-sŤrŤs®g ®rt®kekre, majd az interpol§ci·s gºrbe 

alapj§n sz§m²tsuk ki mekkora lesz a Fºld sŤrŤs®ge 3200 km-es sug§rn§l, illetve 

mekkora sug§rn§l lesz a sŤrŤs®g ®rt®ke pont 4000 kg/m3? Ehhez tºlts¿k be a 

fold_surusege.txt f§jlt, majd illessz¿nk a pontokra kºbºs m§sodrendŤ ®s kºbºs 

elsŖrendŤ spline-t is! N®zz¿k meg melyik illeszkedik jobban! 

> data = load( 'fold_surusege.txt' )  
> r = data(:,1) % kilom®terben a sug§r 
> ro = data(:,2) % sơrơs®g kg/m^3 
>   
> % kºbºs elsƇrendơ Hermite interpol§ci· 
> fsp1 = @(x) interp1(r,ro,x, 'pchip' ) % vagy 'pchip'  
> fsp1(3200) % 10361  
> figure(1);subplot(1,2,1);  
> plot(r,ro, 'r*' ); hold on;  
> fplot(fsp1,[0,max(r)]);  
> title( 'Kºbºs elsƇrendơ Hermite interpol§ci·')  
>   
> % kºbºs m§sodrendơ spline interpol§ci·  
> fsp2 = @( x) spline(r,ro,x)  
> fsp2(3200) %  11350  
> subplot(1,2,2)  
> plot(r,ro, 'r*' ); hold on;  
> fplot(fsp2,[0,max(r)]);  
> title( 'Kºbºs m§sodrendơ spline interpol§ci·')  



   10. Interpol§ci· 

 120  

 

A k®t m·dszer el®g nagy elt®r®seket adott a 3200 km-n®l l®vŖ sŤrŤs®g ®rt®kekre, az 

elsŖ esetben 10361 kg/m3 lett az eredm®ny, a m§sodikban pedig 11350 kg/m3. 

Az §bra alapj§n egy®rtelmŤ, hogy most jobb illeszked®st kaptunk a harmadfok¼ 

elsŖrendŤ spline-ra ('pchip'), mint a harmadfok¼ m§sodrendŤ esetben ('spline'). Az®rt 

jobb most az elŖbbi m·dszer, mivel az adatokban erŖs tºr®sek, ugr§sok vannak. Sima 

f¿ggv®nyek eset®n a m§sodrendŤ 'spline' ad jobb kºzel²t®st. 

A feladat m§sodik fel®re, hogy mekkora sug§rn§l lesz a sŤrŤs®g ®rt®ke pont 4000 

kg/m3 ®ppen ez®rt haszn§ljuk az elsŖre meghat§rozott spline-t! 

> % Mekkora sug§rhoz tartozik 4000 kg/m^3 sơrơs®g? 
> f = @(x) fsp1(x) - 4000  
> R4000 = fzero(f,5500) % 5958.9 km  

Teh§t kb. 6000 km-es sug§rn§l lesz a sŤrŤs®g ®rt®ke 4000 kg/m3. 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

vander - Vandermonde m§trix 

interp1 (method: 
linear, nearest, 
spline, pchip) 

- 
Egydimenzi·s interpol§ci· (m·dszer: line§ris, legkºzelebbi 
szomsz®d, kºbºs m§sodrendŤ, kºbºs elsŖrendŤ Hermite 
interpol§ci·) 

spline - Egydimenzi·s, kºbºs m§sodrendŤ spline interpol§ci·  
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A spline interpol§ci· j·l alkalmazhat· olyan gºrb®k kºzel²t®s®re is, amelyekn®l a 

f¿ggv®ny egy adott x pontban tºbb y ®rt®ket is felvehet (pl. kºrvonal eset®n). Ilyen 

esetben a gºrbe param®teres alakj§t haszn§ljuk. Param®ter lehet p®ld§ul a pont 

sorsz§ma, vagy a gºrbe ²vhossza is. N®zz¿nk most ez ut·bbira egy p®ld§t! 

Felm®rt®k a Visegr§di v§rba vezetŖ szerpentin¼t kºzel egy kilom®teres szakasz§n a 

tengelyvonalat. Ćbr§zoljuk a felm®r®s eredm®nyeit, majd illessz¿nk spline gºrb®t a 

pontokra ®s hat§rozzuk meg a kezdŖpontt·l sz§m²tott 500 m-es ¼tszelv®ny EOV 

koordin§t§it! Az interpol§ci·hoz v§lasszuk param®ternek a gºrbe pontjainak a 

t§vols§g§t (²vhossz§t). Az adatokat tºlts¿k be a visegrad.txt f§jlb·l. Ebben EOV 

vet¿letben vannak a felm®rt pontok Y,X koordin§t§i. 

> % Tºbb®rt®kơ gºrb®k interpol§ci·ja 
> clc; close all ; clear all ;  
> adat = load( 'visegrad.txt' )  
> x = adat(:,1);  y = adat(:,2);  
> figure(1)  
> plot(x,y)  

 

Az §br§n l§thatjuk, hogy vannak olyan helyek, ahol egy adott x koordin§t§hoz tºbb y 

®rt®k is tartozik, hagyom§nyos f¿ggv®ny interpol§ci·val nem tudn§nk r§ gºrb®t 

illeszteni. Param®teres alakban viszont megoldhat· a feladat. Olyan param®tert kell 

v§lasztanunk, ami minden pont eset®ben egy®rtelmŤ megold§st ad. Legyen most ez 

a param®ter a gºrbe ²vhossza, amit a felm®rt pontok kºzºtti t§vols§ggal fogunk 

kºzel²teni. Ezut§n k®t f¿ggv®nyilleszt®st hajtunk v®gre, egyet az x koordin§t§ra az 

²vhossz f¿ggv®ny®ben, egyet pedig hasonl·k®pp az y koordin§t§ra. 

Sz§m²tsuk ki elŖszºr a pontok x,y ir§ny¼ koordin§ta k¿lºnbs®geit (ЎὼȟЎώ)! Ezt 

egyszerŤen megtehetj¿k a numerikus diff parancsot haszn§lva. Ez egy vektor 

eset®ben a szomsz®dos elemek k¿lºnbs®geit adja vissza (®rtelemszerŤen n elem 

eset®n n-1 ®rt®ket). EbbŖl m§r sz§m²thatunk t§vols§gokat Pitagorasz-t®tellel (a 
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kezdŖpontnak saj§t mag§t·l m®rt t§vols§ga 0), majd ezeket folyamatosan ºsszegezve 

a cumsum paranccsal megkapjuk a kezdŖpontt·l m®rt t§vols§gokat. 

> %  Param®ter: a gºrbe ²vhossza, t§vols§gokkal kºzel²tve 
> % x,y ir§ny¼ koordin§ta k¿lºnbs®gek a pontok kºzºtt: 
> dx = diff(x)  
> dy = diff(y)  
> % t§vols§gok: 
> t0 = [0; sqrt(dx.^2+dy.^2)]  
> % folyamatosan ºsszegezve: 
> t = cumsum(t0)  

Illessz¿nk spline gºrb®t az x ®s y ®rt®kekre az ²vhossz f¿ggv®ny®ben! 

> %  Az interpol§ci·s f¿ggv®nyek x- re ®s y- ra  
> xt=@(u) spline(t,x,u);  
> yt=@(u) spline(t,y,u);  
> %  Ćbr§zoljuk az eredm®nyt 
> hold on;  
> fplot(xt,yt,[0,t(end)], õrõ);  

Mi lesz az EOV koordin§t§ja az 500-as szelv®ny tengelypontj§nak? 

> % Milyen koordin§ta tartozik a z  500 m - es szelv®nyhez? 
> format long  
> x500 = xt(500) % 6.459890032622117e+05  
> y500 = yt(500) % 2.721148370593938e+05  
> format short  
> plot(x500,y500, 'ko' , 'MarkerFaceColor' , 'r' )  

Teh§t a felm®r®s kezdŖpontj§t·l az 500-as szelv®ny EOV Y koordin§t§ja 

645 989.00 m, az EOV X koordin§t§ja pedig 272 114.84 m. 
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K®tv§ltoz·s esetben a legegyszerŤbb interpol§ci·s m·dszer a szab§lyos r§csh§l·ban 

adott pontokn§l alkalmazhat· biline§ris interpol§ci·. Az interpol§ci· h§rom 

egyv§ltoz·s interpol§ci·s l®p®sbŖl §llhat: 

1) Interpol§ci· az ώ ώment®n v²zszintesen: ᾀὼȟώ , 

2) interpol§ci· az ώ ώ  ment®n v²zszintesen: 

ᾀὼȟώ , 

3) v®g¿l a harmadik interpol§ci· az ὼ ÜὰὰὥὲὨĕment®n 

f¿ggŖlegesen, felhaszn§lva az elŖbbi k®t 

interpol§ci· eredm®ny®t: z(x, y).  

Megjegyz®s: A fentiek csak a biline§ris interpol§ci· l®p®sei, 

azonban a j-1, j+2 stb. pontok bevon§s§val magasabb fok¼ 

interpol§ci· is lehets®ges.  

N®zz¿nk egy tereprendez®si p®ld§t a fentiekre!  A terep magass§gait egy szab§lyos 

r§cs pontjaiban m®r®sekkel hat§rozt§k meg. A m®r®si pontok koordin§t§i ®s a m®rt 

magass§gok az al§bbiak (a magass§gok a terep.txt f§jlb·l beolvashat·k): 

 

ὤ  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρσυȢπ ρσρȢχ ρσφȢτ ρσωȢψ ρρωȢψ
ρστȢψ ρσσȢπ ρσωȢχ ρσυȢυ ρςπȢπ
ρςτȢτ ρσπȢπ ρτπȢπ ρσωȢς ρςςȢσ
ρσρȢρ ρσσȢψ ρσψȢρ ρσχȢχ ρςρȢρ
ρσσȢς ρσχȢρ ρτσȢπ ρσυȢπ ρςσȢσỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

  

  

 

Mekkora a terep magass§ga a (100,100) pontban? Ćbr§zoljuk ebben a pontban a Ny-

K ir§ny¼ metszetet! Mennyi fºldet kell hozni vagy elvinni, ha a fenti m®r®si 

eredm®nyekkel rendelkezŖ domborzatot 135 m magass§g¼ s²k terepp® szeretn®nk 

§talak²tani?  

A megold§shoz elŖ kell §ll²tanunk a r§cspontok x,y koordin§t§it is ®s beolvasni a 

hozz§juk tartoz· z ®rt®keket. Figyelj¿nk arra, hogy a matematikai koordin§ta rendszer 

kezdŖpontja a bal als· sarokba esik, a m§trixok kezdŖpontja (elsŖ sor, elsŖ oszlop) 

pedig a bal felsŖ sarokba! A koordin§ta rendszerek elt®r®se miatt itt az y koordin§t§kat 

fentrŖl lefel® kell megadjuk! 

> % Tereprendezes  
> clc; clear all ; close all ;   
> % A magass§g ®rt®kek beolvas§sa 
> Z = load( 'terep.txt' )  
> %  A r §cspontok koordin§t§i (figyelj¿nk az adatok sorrendj®re!) 

                                            

14 Felhaszn§lva: Pal§ncz B®la (2012): Numerikus m·dszerek p®ldat§r + elŖad§s f·li§k 
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> x=[0 60 140 200 300];  
> y=[190 120 50 10 0];     
> %  R§csh§l· elƇ§ll²t§sa 
> [X,Y]=meshgrid(x,y)  

Ezzel elŖ§llt egy r§csh§l· x,y,z koordin§t§kkal. 

Jelen²ts¿k meg a m®rt pontokat 3 dimenzi·ban 

(plot3)! 

> figure(1)  
> plot3(X,Y,Z, 'ro' , 'MarkerFaceColor' , 'r' )  

Szeml®letesebben is meg lehet jelen²teni a domborzatot r§csh§l·k®nt (mesh), vagy 

fel¿letk®nt (surf). N®zz¿k meg ezeket is! 

> hold on; mesh(X,Y,Z)  
> surf(X,Y,Z)  

 

M§sik gyakran haszn§lt lehetŖs®g a szintvonalas 

§br§n tºrt®nŖ megjelen²t®s (contour), ahol 

opci·k®nt megadhatjuk azt is, hogy melyik 

szintvonalak jelenjenek meg (pl. most §ll²tsuk be, 

hogy 120 ®s 140 m®ter kºzºtt 2 m®terenk®nt 

legyenek szintvonalak), illetve bekapcsolhatjuk a 

szintvonalak feliratoz§s§t is a set paranccsal, ha 

k®t kimenettel h²vjuk meg a contour-t, ®s a 

m§sodik kimenet tulajdons§gait m·dos²tjuk. 

> figure(2)  
> [C,h] = contour(X,Y,Z,120:2:140)  
> set(h,'ShowText','on')   

A fenti parancsok csak megjelen²t®sre szolg§lnak, ebbŖl m®g nem tudjuk 

meghat§rozni egy tetszŖleges pontban a terep magass§g§t, ahhoz interpol§ci·ra 

(vagy regresszi·ra) lesz sz¿ks®g. 

Illessz¿nk a pontokra interpol§ci·s fel¿letet! Az interpol§ci·hoz egy f¿ggetlen v§ltoz· 

eset®n eddig az interp1 parancsot haszn§ltuk, most 2 f¿ggetlen v§ltoz· eset®n az 

interp2 parancs haszn§lhat·. Az interp2 csak r§csh§l·ban megadott pontok/adatok 

eset®n alkalmazhat· (a r§cspontok egyenlŖ t§vols§ga nem kºvetelm®ny, csak a ôcubicô 

m·dszer alkalmaz§sakor). Tºbb k¿lºnbºzŖ m·dszerrel is megh²vhat·: 'nearest' - 

legkºzelebbi szomsz®d, 'linear' - biline§ris interpol§ci·, 'spline' - spline interpol§ci·, 

'cubic' - 2D kºbºs spline interpol§ci· (bicubic), csak egyenletes r§cst§vols§g eset®n 

alkalmazhat·, ellenkezŖ esetben spline interpol§ci· ker¿l helyette alkalmaz§sra. 
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Rajzoljuk fel az interpol§ci·s fel¿letet az illesztett f¿ggv®nyt felhaszn§lva (fsurf vagy 

ezsurf)! 

> %  spline interpol§ci· 
> F=@(u,v) interp2(X,Y,Z,u,v, 'spline' );  
> %  A terep megjelen²t®se 
> figure(3);  
> fsurf(F,[0,300,0,190])  
> %  EllenƇrz®s 
> F(0,0) % 133.2000  
> F(300,190) % 119.8000  
> % Terep magass§ga a 100,100 pontban ? 
> F(100,100) % 137.8079  

A (0,0) pontban a magass§g 133.2 volt, a (300,190)-ben pedig 119.8, az interpol§ci· 

eredm®nyek®ppen visszakaptuk ezeket az ®rt®keket. A (100,100) pont magass§ga 

spline interpol§ci·val 137.8 m-re ad·dott. Pr·bak®pp cser®lj¿k le a ôsplineô m·dszert a 

ônearestô-re, ôlinearô-ra, hogy l§ssuk, mi tºrt®nik ezekben az esetekben! 

Rajzoljuk fel a Ny-K ir§ny¼ metszetet ebben a 

pontban. Ehhez vegy¿nk fel 50 pontot az y=100 

keresztmetszetben a P1(0,100) ®s a P2(300,100) 

pontok kºzºtt! Haszn§ljuk az elŖbb meghat§rozott 

f¿ggv®nyt a magass§gok kisz§m²t§s§ra! 

> % Ny- K ir§ny¼ terepmetszet 
> x0 = linspace(0,300,50)  
> y0 = linspace(100,100,50)  
> % vagy :  y0 = ones(1,50)*100  
> z0 = F(x0,y0)  
> figure(4); plot(x0,z0);  

Oldjuk meg a feladat m§sodik r®sz®t is, hogy mennyi fºldet kell hozni vagy elvinni, ha 

a fenti m®r®si eredm®nyekkel rendelkezŖ domborzatot 135 m magass§g¼ s²k terepp® 

szeretn®nk §talak²tani? Ehhez sz§m²tsuk ki a terep ®s a tengerszint §ltal hat§rolt 

fºldtºmeg mennyis®g®t ®s a 135 m®teres v²zszintes s²k ®s a tengerszint §ltal hat§rolt 

fºldtºmeg mennyis®g®t a megadott t®glalapra. A kettŖ k¿lºnbs®ge fogja megadni a 

tereprendez®shez sz¿ks®ges fºld mennyis®g®t. A terep §ltal hat§rolt fºldtºmeg 

mennyis®g®t az al§bbi kettŖs integr§llal (integral2) sz§m²thatjuk: 

ὠ Ὂὼȟώ Ὠὼ Ὠώ 

A v²zszintes z=§ll. s²k §ltal hat§rolt fºldtºmeg mennyis®ge egy t®glatest t®rfogata: 

ὠ ᾀϽσππϽρωπ. 

> %  Terep alatti fºldt®rfogat t®glalap tartom§nyon kettƇs integr§llal 
> Vt=integral2(F,0,300,0,190) % 7.6140e+06  
> %  V²zszintes s²k §ltal hat§rol fºldt®rfogat 
> Vs=135*300*190 % 7695000  
> %  A tereprendez®shez sz¿ks®ges fºldt®rfogat 
> Vr=Vs - Vt % 8.0983e+04  

Mivel a tervezett v²zszintes s²k §ltal hat§rol t®rfogat nagyobb volt, mint a terep alatti, 

ez®rt feltºlt®sre van sz¿ks®g, m®ghozz§ 80983 m3 fºldre. 
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Szab§lytalan elrendez®sŤ pontok eset®ben j·val bonyolultabb interpol§ci·t v®gezni. 

Ellenben a polinomi§lis regresszi·nak nem kºvetelm®nye a pontok szab§lyos 

elhelyezked®se. Ez ut·bbi esetben viszont ¿gyelni kell, hogy nagyon magas foksz§m¼ 

polinomot nem szabad alkalmazni a t¼ltanul§s miatt. Az illesztŖ pontokban a 

hibaºsszeg csºkken®se ugyanis nem jelent felt®tlen¿l megb²zhat·bb modellt, sokszor 

a pontok kºzºtt a fel¿letben nagyfok¼ hull§mz§s, oszcill§ci· l®p fel. 

N®zz¿nk egy p®ld§t k®tv§ltoz·s regresszi·ra, interpol§ci·ra! A magyar Duna 

v²zgyŤjtŖj®nek ter¿letei Ausztri§ban ®s Bajororsz§gban tal§lhat·k. Ha itt jelentŖs 

mennyis®gŤ csapad®k esik, akkor a Dun§n §rhull§m vonul le. Feladatunk a budapesti 

tetŖzŖ v²z§ll§s elŖrejelz®se a kºvetkezŖ k®t adat alapj§n: 

x: az §rhull§mot kiv§lt· csapad®k, amely 15 bajor illetve osztr§k csapad®kjelzŖ 

§llom§s adatainak kºz®p®rt®ke [mm]; 

y: a Duna v²z§ll§sa Budapestn®l az §rhull§mot kiv§lt· esŖz®sek kezdetekor [cm]; 

z: a becs¿lendŖ ®rt®k Budapestn®l, az §rhull§m tetŖz®s®hez tartoz· v²zszint [cm]. 

Az eddig m®rt adatokat az al§bbi t§bl§zat tartalmazza (az adatok az arhullam.txt file-

ban el®rhetŖek), ebben egy sor egy adott idŖponthoz tartoz· x, y, z ®rt®keket jelenti: 

58 405 590 

52 450 660 

133 350 780 

179 285 770 

98 330 710 

72 400 640 

72 550 670 

43 480 520 

62 450 660 

67 610 690 

64 380 500 

33 460 460 

57 425 610 

62 560 710 

54 420 620 

48 620 660 

68 390 620 

74 350 590 

95 570 740 

 

2017. augusztus 3-§n az osztr§k ®s bajor v²zgyŤjtŖ ter¿leten §tlagosan 100 mm 

csapad®k esett. Ugyanekkor a Duna v²zszintje Budapesten 400 cm-n®l volt. Mekkor§ra 

v§rhat· az §rhull§m tetŖz®se Budapesten? 

                                            

15 Felhaszn§lva: Pal§ncz B®la (2012): Numerikus m·dszerek p®ldat§r + elŖad§s f·li§k 
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Illessz¿nk egy m§sodfok¼ regresszi·s polinomot a pontokra, ®s ennek 

felhaszn§l§s§val adjunk becsl®st a v§rhat· tetŖz®si magass§gra! Illessz¿nk fel¿letet a 

pontokra interpol§ci·val is, line§ris ®s spline interpol§ci·t alkalmazva ®s ezek alapj§n 

is becs¿lj¿k meg az §rhull§m v§rhat· tetŖz®s®t!  

ElŖszºr olvassuk be ®s §br§zoljuk az adatokat! 3D sz·rt pontokat a plot3 vagy a 

scatter3 paranccsal tudunk megjelen²teni. 

> clc; clear all; close all;  
> xyz=load( 'arhullam.txt' )  
> x=xyz(:,1); % §rhull§mot kiv§lt· csapad®k [mm] 
> y=xyz(:,2); % Duna v²z§ll§sa Budapestn®l az esƇz®s kezdetekor [cm] 
> z=xyz(:,3); % a becs¿lendƇ ®rt®k, §rhull§m tetƇz®se Budapestn®l [cm] 
> % Ćbr§zol§s 
> figure(1);clf;  
> scatter3(x,y,z, 'filled' )  

K®tv§ltoz·s esetben regresszi·s s²kot a kºvetkezŖ m·don ²rhatunk fel: 

ᾀ Ὢὼȟώ ὴ ὴὼ ὴώ 

A m§sodfok¼ regresszi·s polinom §ltal§nos fel²r§sa pedig a kºvetkezŖ: 

ᾀ Ὢὼȟώ ὴ ὴὼ ὴώ ὴὼ ὴὼώὴώ 

Harmadfok¼ regresszi·s polinom:  

ᾀ Ὢὼȟώ ὴ ὴὼ ὴώ ὴὼ ὴὼώ ὴώ ὴὼ ὴὼώ ὴὼώ ὴ ώ 

Hasonl·k®pp negyed-, ºtºd- stb. fok¼ polinomokat is fel²rhatn§nk, de a t¼ltanul§s 

jelens®ge miatt 5. fok¼n§l magasabbat nem szoktak alkalmazni. 

Most a feladatban m§sodfok¼ polinomi§lis fel¿letet kell illeszten¿nk. n pont eset®n n 

darab line§ris egyenletet ²rhatunk fel, ®s 6 meghat§rozand· param®ter¿nk van. Ez 

m§trixos alakban a kºvetkezŖ lesz (ὃϽὴ ὦ): 

ὃ

ρ ὼ ώ ὼ ὼώ ὼ

ρ ὼ ώ ὼ ὼώ ὼ
ể ể ể ể ể ể
ρ ὼ ώ ὼ ὼώ ὼ

Ƞὴ

ὴ
ὴ
ể
ὴ

Ƞ ὦ

ᾀ
ᾀ
ể
ᾀ

 

Mivel a feladatban j·val tºbb, mint 6 adatunk van, ez®rt egy t¼lhat§rozott line§ris 

egyenletrendszert kell megoldanunk, a legkisebb n®gyzetek m·dszer®vel 

minimaliz§lva a marad®k ellentmond§sokat. A feladat megold§sa l®nyeg®ben 

ugyan¼gy megy, mint egyv§ltoz·s esetben. 

> n = length(x) % 19  
> A = [ones(n,1) x y x.^2 x.*y y.^2]  
> p = A \ z  

A megold§st megkaphatjuk a matlab egy m§sik be®p²tett f¿ggv®ny®t, a regress-t 

haszn§lva is, ekkor az egy¿tthat·k mellett megkaphatjuk a 95 sz§zal®kos konfidencia 

intervallumukat ®s a marad®k ellentmond§sokat is 

> [p int95 err]=regress(z,A)  

Defini§ljuk a regresszi·s fel¿letet f¿ggv®nyk®nt, ®s rajzoljuk be az illesztett fel¿let az 

§br§ba! Ćbr§zoljuk szintvonalakkal is a fel¿letet! Becs¿lj¿k meg a v§rhat· §rhull§m 

tetŖz®s®t 100 mm csapad®k ®s 400 cm-es v²zszint eset®n! 
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> f=@(x,y) p(1)+p(2)*x+p(3)*y+p(4)*x.^2+p(5)*x.*y+p (6)*y.^2  
> hold on;  
> fsurf(f,[min(x),max(x),min(y),max(y)])  

Forgassuk el kicsit az §br§t a Rotate 3D paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban 

l§tsz·djon az illeszked®s. Ćbr§zoljuk az illesztett f f¿ggv®nyt szintvonalas §br§n is! 

F¿ggv®ny eset®ben a contour parancs nem haszn§lhat·, hanem vagy az ezcontour 

vagy az fcontour. A Matlab 2017-es verzi·j§t·l az ezcontour haszn§lata nem 

javasolt, hanem helyette az fcontour, viszont ez ut·bbi eset®ben egyelŖre nem 

mŤkºdik a szintvonalak feliratoz§sa, ¼gyhogy egyelŖre maradjunk az elŖbbin®l. Ha a 

feliratokat be szeretn®nk kapcsolni, akkor a szintvonalas §br§t el kell mentin egy 

v§ltoz·ba, ®s ut§na a set parancs seg²ts®g®vel §ll²thatjuk be a feliratoz§st 

('Show','on'), illetve itt adhatjuk meg, hogy melyik szintvonalak jelenjenek meg 

('LevelList',450:50:800). Figyelj¿nk, hogy a sima contour parancs eset®ben a 

('ShowText','on') kapcsol·t kellett be§ll²tani, itt ez elt®r ettŖl. 

> figure(2); hold on;  
> h = ezcontour(f, [min(x) max(x) min(y) max(y)])  
> set(h, 'Show' , 'on' , 'Le velList' ,450:50:800)  

Az utols· paranccsal be§ll²tottuk, hogy a szintvonal feliratai is jelenjenek meg, ®s, hogy 

az alap 100 m helyett 50 m-k®nt rajzoljon szintvonalakat. 

Megj. A leg¼jabb Matlabn§l javasolj§k az ezcontour helyett az fcontour haszn§lat§t. 

Itt sajnos egyelŖre nincs lehetŖs®g feliratozni a szintvonalakat.  

> fcontour(f, [min(x) max( x) min(y) max(y)],'LevelList',4 50:50:800)  

Az §rhull§m v§rhat· tetŖz®se 100 mm csapad®k ®s 400 cm-es v²zszint eset®n a 

regresszi·s polinommal v®gzett becsl®s alapj§n 738 cm lesz: 

> % ElƇrejelz®s  
> zpol = f(100,400) % 737.8771  

Az elsŖ §br§nkba, ahol az adatokat megjelen²tett¿k rajzoljuk be az illesztett fel¿letet 

3D-ben ®s az elŖre jelzett ®rt®ket is. Forgassuk el kicsit az §br§t a Rotate 3D 

paranccsal a grafikus ablakban, hogy jobban l§tsz·djon az illeszked®s. 
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+O46<,4/:s3 ).4%20/,<#)s 3:!"<,94!,!. %,2%.$%:O3±  PONTOK 
%3%4O. 

Szab§lytalan elrendez®sŤ pontok eset®ben tºbbf®le interpol§ci·s m·dszert szoktak 

alkalmazni. Lehet ez pl. a legkºzelebbi szomsz®d m·dszere, amikor a pont a hozz§ 

legkºzelebb esŖ pont ®rt®k®t kapja, tºrt®nhet az interpol§ci· krigel®ssel, t§vols§ggal 

ford²tott s¼lyoz§ssal, szab§lyos geometriai elemekre bont§ssal vagy radi§lï

b§zisf¿ggv®ny m·dszer®t alkalmazva.  

A Matlab be®p²tett f¿ggv®nyei kºzºtt a szab§lyos geometriai elemekre bont§st tal§ljuk 

meg. A griddata f¿ggv®ny Delaunay h§romszºg h§l·zatot vesz fel, ®s a h§romszºgek 

alapj§n v®gez interpol§ci·t. Az interpol§ci· t²pusa lehet legkºzelebbi szomsz®d 

interpol§ci· ('nearest'), h§romszºg alap¼ line§ris interpol§ci·, ekkor minden 

h§romszºgre egy s²kot illeszt¿nk ('linear'), vagy h§romszºg alap¼ kºbºs interpol§ci· 

('cubic' - h§romszºgel®sen alapul· 'bicubic spline' interpol§ci·). Illetve haszn§lhat· 

m®g a 'v4' m·dszer is, ami biharmonikus spline interpol§ci·t v®gez. Ez ut·bbi m·dszer 

nem h§romszºgel®sen alapul. 

A m·dszerek alapja a Delaunay 

h§romszºgel®s, ahol ¼gy veszik fel a sz·rt 

pontok alapj§n a h§romszºgeket, hogy egy 

h§romszºg kºr® ²rt kºrbe ne ker¿ljºn m§sik 

pont. ElŖnye ennek a h§romszºgel®snek, 

hogy mivel maximaliz§lja a h§romszºg 

legkisebb szºg®t, ez§ltal ker¿li a keskeny 

h§romszºgeket. N®h§ny alkalmaz§si 

ter¿lete: domborzatmodellez®s 

(seg²ts®g®vel kºnnyen sz§m²that·k az 

es®s-, kitetts®g viszonyok, 

meghat§rozhat·ak a szintvonalak), illetve a 

v®geselem-m·dszerben is gyakran 

haszn§lj§k, mivel kºnnyen elŖ§ll²that·. 

Hat§rozzuk meg a h§romszºg alap¼ line§ris ®s kºbºs interpol§ci·val is az §rhull§m 

v§rhat· tetŖz®s®t, ha a lehullott csapad®k 100 mm ®s a v²z§ll§s Budapestn®l 400 cm!  

> zlin = griddata(x,y,z,100,400, 'linear' ) % 724.7377  
> zkob = griddata(x,y,z,100,400, 'cubic' ) % 735.3939  

A polinom illeszt®ssel v®gzett elŖrejelz®s alapj§n a tetŖz®s 738 cm-en v§rhat·, a 

line§ris interpol§ci· alapj§n 725 cm-en, a kºbºs alapj§n pedig 735 cm-en. 

F¿ggv®nyk®nt is defini§lhatjuk a fentieket, ®s akkor tetszŖleges pontra kºnnyen 

megh²vhatjuk, pl. a kºbºs interpol§ci·ra: 

> % Interpol§ci·s f¿ggv®ny defini§l§sa 
> flin = @(u,v) griddata(x,y,z,u,v, 'linear' )  
> fkob = @(u,v) griddata(x,y,z,u,v, 'cubic' )  
> flin(100,400) % 724.7377  
> fkob(100,400) % 735.3939  

Ćbr§zoljuk a k®t f¿ggv®nyt t®rben, illetve szintvonalakkal, egy §bra 4 r®szter¿let®n. 

Sajnos a griddata-b·l elŖ§ll²tott f¿ggv®nyt az fplot nem jelen²ti meg, csak az ezplot. 

> figure(3);  
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> subplot(1,2,1); ezsurf(flin,[min(x) max (x) min(y) max(y)])  
> subplot(1,2,2); ezsurf(fkob,[min(x) max(x) min(y) max(y)])  
> subplot(2,2,3); ezcontour(flin,[min(x) max(x) min(y) max(y)])  
> subplot(2,2,4); ezcontour(fkob,[min(x) max(x) min(y) max(y)])  

 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

diff - 
vektor elemeinek k¿lºnbs®ge, kºzel²tŖ numerikus deriv§lt, 
szimbolikus deriv§lt sz§m²t§sa 

cumsum - vektor elemeinek folyamatos ºsszegz®se 

meshgrid - 
2-3 dimenzi·s r§cs elŖ§ll²t§sa vektorban t§rolt x,y(,z) 
koordin§t§kb·l 

plot3 - Pontok 3D megjelen²t®se 

mesh - R§csh§l·ban adott 3D pontok megjelen²t®se t®rbeli r§csk®nt 

surf - 
R§csh§l·ban adott 3D pontok megjelen²t®se sz²nezett 
fel¿letk®nt (kitºltºtt t®rbeli r§cs) 

contour - R§csh§l·ban adott 3D pontok alapj§n szintvonalak rajzol§sa 

set - 
grafikus objektum (pl. h) megadott tulajdons§gainak be§ll²t§sa, 
pl. szintvonalak feliratoz§sa (set(h,ôShowTextô,ôonô) contour 
parancs eset®n, vagy set(h,ôShowô,on) ezcontour eset®n) 

interp2 - 
2D interpol§ci· r§csh§l·ban adott pontokb·l tetszŖleges pontra 
(m·dszer: line§ris ï ôlinearô, legkºzelebbi szomsz®d - ônearestô, 
spline inetrpol§ci· ï ôsplineô, 2D kºbºs spline (bicubic)  ï ôcubicô) 
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integral2 - 
KettŖs integr§l sz§m²t§sa numerikusan, szab§lyos t®glalap 
tartom§nyon 

scatter3 - Sz·rt pontok 3D megjelen²t®se 

regress - 
Tºbbv§ltoz·s line§ris regresszi· legkisebb n®gyzetek 
m·dszer®vel 

fsurf, ezsurf - 3D fel¿letek kirajzol§sa megadott f¿ggv®ny alapj§n 

fcontour, ezcontour - Szintvonalak kirajzol§sa f¿ggv®ny alapj§n 

griddata - 

Interpol§ci· sz·rt pontok alapj§n tetszŖleges pontra vagy r§csra 
(m·dszer: h§romszºg alap¼ line§ris interpol§ci· (TIN modell) ï 
ôlinearô, legkºzelebbi szomsz®d - ônearestô, h§romszºg alap¼ 
kºbºs interpol§ci· ï ôcubicô,  biharmonikus spline inetrpol§ci·  ï 
ôv4ô) 
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ρςȢ .5-%2)+53 $%2)6<,<3 

A deriv§lttal (vagy differenci§lh§nyadossal) egy mennyis®g megv§ltoz§s§nak az 

¿tem®t tudjuk jellemezni. Nagyon sok helyen tal§lkozhatunk vele a m®rnºki 

gyakorlatban, tudom§nyokban. Tal§n a legismertebb fizikai p®lda az ¼t, sebess®g 

gyorsul§s ºsszef¿gg®se. Ha a megtett utat, poz²ci·t (x) idŖ f¿ggv®ny®ben (t) ²rjuk fel: 

ὼ Ὢὸ, akkor a t§rgy sebess®ge ὺὸ az ¼t idŖ szerinti elsŖ deriv§ltja lesz (az idŖ-¼t 

grafikon meredeks®ge): ὺ , a gyorsul§s pedig az ¼t idŖ szerinti m§sodik 

deriv§ltja, vagy a sebess®g elsŖ deriv§ltja: ὥ . Ugyancsak a deriv§ltat 

haszn§lhatjuk egy f¿ggv®ny minimum§nak vagy maximum§nak megkeres®s®re, mint 

azt l§ttuk kor§bban. 

A deriv§land· f¿ggv®ny lehet analitikus kifejez®s vagy diszkr®t pontokban megadott 

®rt®kek. EgyszerŤ matematikai kifejez®ssel megadott f¿ggv®ny deriv§ltja sz§m²that· 

analitikusan. Bonyolult matematikai kifejez®sek, vagy diszkr®t pontok eset®ben 

azonban numerikus deriv§l§st szoktak alkalmazni. Ugyancsak fontos szerepe van a 

numerikus deriv§l§snak a differenci§l egyenletek megold§sakor.  

A numerikus differenci§l§s egyik fontos m·dszere a deriv§lt kºzel²t®se v®ges 

differencia h§nyadossal. Egy m§sik megkºzel²t®s, amikor a pontokat kºzel²tj¿k 

valamilyen analitikusan fel²rhat· f¿ggv®nnyel (pl. polinomi§lis regresszi·, interpol§ci·) 

®s az analitikus f¿ggv®nyt deriv§ljuk.  

 

6O'%3 $)&&%2%.#)! +v:%,^4O3 

Tegy¿k fel, hogy csak diszkr®t pontokban ismerj¿k a deriv§land· f¿ggv®ny ®rt®keit. A 

deriv§ltat kºzel²thetj¿k a szomsz®dos pontokat ºsszekºtŖ egyenes meredeks®g®vel. 

Erre tºbb lehetŖs®g is ad·dik. Az egyik a jobb oldali vagy elŖremutat· differencia: 

Ὢ ὼ ώᴂ
ώ ώ

ὼ ὼ
 

Egy m§sik lehetŖs®g a baloldali vagy h§tramutat· differencia: 

Ὢ ὼ ώᴂ
ώ ώ

ὼ ὼ
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Miut§n a jobb ®s baloldali differenci§k hib§inak elŖjele gyakran ellent®tes, jobb 

megold§st adhat a kettŖ §tlaga. Amennyiben a pontok feloszt§sa egyenletes (ὼ
ὼ ὼ ὼ Ὤ) ez a centr§lis differencia formul§hoz vezet:  

Ὢ ὼ ώᴂ
ώ ώ

ὼ ὼ

ώ ώ

ςὬ
 

Ćltal§ban a centr§lis differencia formula pontosabb kºzel²t®s®t adja a deriv§ltnak, mint 

a jobb vagy baloldali differencia. A pontok kºzºtti t§vols§g csºkken®se is pontosabb 

eredm®nyhez vezet.  

 

! 6O'%3 $)&&%2%.#)! +v:%,^4O3%+ ()"<) 

A Taylor sorokat haszn§lhatjuk a jobb, bal ®s centr§lis differenci§k csonk²t§si 

hibabecsl®s®hez. 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ Ὤ Ὢ ὼ
Ὤ

ς
Ὢͼὧ 

ahol c egy ismeretlen sz§m x ®s x+h kºzºtt. Legyen ὼ ὼȟὼ Ὤ ὼ  ®s fejezz¿k 

ki Ὢᴂ-t az egyenletbŖl! 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὢὼ

Ὤ

Ὤ

ς
 Ὢͼὧ 

A fenti formula a jobboldali (elŖremutat·) differencia k®plete, amelynek a hib§ja 

Ὢͼὧ, vagyis a csonk²t§si hiba nagys§grendje ɨὬ (nagy ord· h). A fenti k®pletben 

Ὤ-t Ὤ-ra cser®lve megkapjuk a baloldali differencia k®plet®t. A centr§lis differencia 

formula hiba becsl®s®t a harmadrendŤ Taylor sorb·l kaphatjuk meg: 

Ὢὼ Ὢὼ Ὤ Ὢὼ Ὤ Ὢ ὼ
Ὤ

ς
Ὢ ὼ

Ὤ

σȦ
Ὢ ὧ  

Ὢὼ Ὢὼ Ὤ Ὢὼ Ὤ Ὢ ὼ
Ὤ

ς
Ὢ ὼ

Ὤ

σȦ
Ὢᴂᴂᴂὧ  

ahol ὼ ὧ ὼ  ®s ὼ ὧ ὼ. Vonjuk ki egym§sb·l a k®t egyenletet ®s fejezz¿k 
ki Ὢᴂ-t! 



 15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 

 134  

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὢὼ

ς Ὤ

Ὤ

σȦ
 
Ὢ ὧ Ὢᴂᴂᴂὧ

ς
 

A fentiek alapj§n a centr§lis differencia formula ɨὬ  nagys§grendŤ, ami sokkal jobb 

kºzel²t®st eredm®nyez, ²gy amikor csak lehet c®lszerŤ ezt haszn§lni. 

Tºbb pontra is fel²rhatjuk a deriv§ltat a pontosabb kºzel²t®s ®rdek®ben, p®ld§ul 5 pont 

bevon§s§val a centr§lis differencia formula hib§ja ɨὬ  lesz.  

Ὢ ὼ ώ
ώ ψ ώ ψ ώ ώ

ρς Ὤ
 ɨὬ  

A jobb ®s baloldali differencia hib§ja is csºkkenthetŖ tºbb pont bevon§s§val. Az elsŖ 

deriv§lt eset®n a jobb ®s bal oldali differencia 3 pontra fel²rva: 

Ὢ ὼ ώ
σώ τ ώ ώ

ς Ὤ
 ɨὬ  

Ὢ ὼ ώ
ώ τώ σώ

ς Ὤ
 ɨὬ  

-!'!3!"" 2%.$± $)&&%2%.#)! (<.9!$/3/+16 

Magasabb rendŤ deriv§ltakra is fel²rhat· centr§lis differencia formula, ezekn®l mind 

ɨὬ  lesz a hiba nagys§grendje. Centr§lis differencia formula m§sodik deriv§ltra 3 

pontra: 

Ὢ ὼ ώ
ώ ς ώ ώ

Ὤ
 ɨὬ  

Centr§lis differencia formula harmadik deriv§ltra 4 pontra: 

Ὢ ὼ ώ
ρ

ς Ὤ
ώ ς ώ ςώ ώ ɨὬ  

Centr§lis differencia formula negyedik deriv§ltra 5 pontra: 

Ὢ ὼ ώ
ρ

Ὤ
ώ τ ώ φώ τώ ώ ɨὬ  

A m§sodik deriv§lt eset®n a jobb ®s baloldali differencia 3 pontra: 

Ὢ ὼ ώ
ώ ς ώ ώ

Ὤ
 ɨὬ 

Ὢ ὼ ώ
ώ ς ώ ώ

Ὤ
 ɨὬ 

A m§sodik deriv§lt eset®n a jobb ®s baloldali differencia 4 pontra: 

Ὢ ὼ ώ
ςώ υ ώ τ ώ ώ

Ὤ
 ɨὬ  

Ὢ ὼ ώ
ώ τώ υ ώ ςώ

Ὤ
 ɨὬ  

                                            

16 Otthoni §tn®z®sre 
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$)&&%2%.#)! (<.9!$/3/+ !,+!,-!:<3! 

Adottak egy Ťrsikl· helyzet®nek magass§g adatai a kilºv®s ut§ni elsŖ k®t percben: 

t(s) 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 

h(m) -8 241 1244 2872 5377 8130 11617 15380 19872 25608 31412 38309 44726 

Hat§rozzuk meg az Ťrsikl· sebess®g®t az idŖ 

f¿ggv®ny®ben! Ahol lehet haszn§ljunk centr§lis 

differencia formul§t! Tºlts¿k be az adatokat az 

ursiklo.txt f§jlb·l ®s §br§zoljuk a magass§gi 

poz²ci·t a idŖ f¿ggv®ny®ben! 

> clc; close all ; clear  all ;  
> adat = load( 'ursiklo.txt' )  
> t = adat(:,1);x = adat(:,2);  
> figure(1); plot(t,h, 'r* - ' )  
> xlabel( 'idƇ[s]')  
> ylabel( 'magass§g [m]')  
> title( 'Đt- idƇ diagram')  

A sebess®g az idŖ szerinti elsŖ deriv§lt. Centr§lis formul§t csak a m§sodik pontt·l az 

utols· elŖtti pontig tudunk haszn§lni. Az elsŖ pontban csak jobboldali (elŖremutat·) 

differencia formul§t, az utols· pontban pedig csak baloldali (h§tramutat·) formul§t 

haszn§lhatunk. ĉrjunk egy f¿ggv®nyt, ami kisz§molja minden pontban az elsŖ 

deriv§ltat, ahol lehet centr§lis differencia formul§t alkalmazva! 

> function  dx = derivalt(x,y)  
> % Numerikus deriv§l§s differencia h§nyadosok alkalmaz§s§val 
>     n = length(x);  
>     dx(1) = (y(2) - y(1))/(x(2) - x(1)); % jobboldali diff erencia  
>     for  i = 2:n - 1  
>        dx(i) = (y(i+1) - y(i - 1))/(x(i+1) - x(i - 1)); % centr§lis diff.  
>     end  
>     dx(n) = (y(n) - y(n - 1))/(x(n) - x(n - 1)); % baloldali differencia  
> end  

Sz§moljuk ki az elsŖ deriv§ltat a fenti f¿ggv®nyt haszn§lva! 

> v = derivalt(t,x)  
> figure(2); plot(t,v, 'b* - ' )  
> xlabel( 'idƇ[s]');  
> ylabel( 'sebess®g [m/s]' )   
> title( 'Sebess®g- idƇ diagram')   

A Matlab be®p²tett f¿ggv®nye a diff is 

haszn§lhat· deriv§lt sz§m²t§s§ra, mind 

numerikus, mind szimbolikus esetben. A diff 

parancsot numerikusan haszn§lva azonban 

csak egyoldali differenci§kat sz§molhatunk 

vele, centr§lis differenci§kat nem, ugyanis a 

diff parancs csak annyit tesz, ha egy vektor 

elemire megh²vjuk, hogy kisz§molja a szomsz®dos elemek k¿lºnbs®g®t. Az 

eredm®nynek eggyel kevesebb eleme lesz, mint a bemenetnek volt. Hat§rozzuk meg 
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a sebess®geket ®s gyorsul§sokat jobb ®s baloldali differencia k¿lºnbs®geket 

haszn§lva a diff paranccsal!  

> % egyoldali differenci§val be®p²tett f¿ggv®nnyel (diff) 
> dx = diff(x);  
> dt = diff(t );  
> dxdt = dx./dt  
> figure(2); hold on 
> plot(t(1:end - 1),dxdt, 'ro - ' ) % jobboldali/elƇremutat· differencia 
> plot(t(2:end),dxdt, 'ms - ' ) % baloldali/h§tramutat· differencia 
> legend( 'centr§lis differencia', 'jobboldali differencia' , ...  
>     'baloldali differencia' , 'Location' , 'best' )  

Az elŖremutat· (jobboldali) ®s a h§tramutat· (baloldali) differenci§k sz§m²t§sa 

l®nyeg®ben megegyezik, jobboldali differenci§kat az elsŖ pontt·l az utols· elŖttiig 

tudunk sz§m²tani, baloldalit pedig a 2. pontt·l az utols·ig. A megjelen²t®sn®l l§thatjuk 

a k¿lºnbs®get, az ®rt®kek megegyeznek, csak eggyel el vannak cs¼sztatva a k®t 

esetben. Az §bra alapj§n l§that·, hogy a centr§lis differenci§k haszn§lata sim§bb 

gºrb®t eredm®nyezett, mint az egyoldali differenci§k®. Hasonl·k®pp sz§m²thatn§nk a 

gyorsul§sokat is a sebess®g deriv§l§s§val! 

 

Az alkalmazott deriv§lt.m f¿ggv®ny a 2. pontt·l az utols· elŖttiig alkalmaz ɨὬ  hib§j¼ 

centr§lis differencia formul§t, a k®t sz®lsŖ pontban pedig ɨὬ  hib§j¼ egyoldali 

differencia formul§t (az §br§n l§tjuk, hogy a k®t sz®lsŖ pontban az ®rt®ke megegyezik 

a jobb ill. baloldali formul§®val). Lehetne pontos²tani a v®gpontokban is, ɨὬ  hib§j¼ 

megold§st alkalmazva 3-3 pont bevon§s§val, a kor§bban ismertetett k®pletek alapj§n: 

> % Az elsƇ ®s az utols· pontban is O(h^2) hib§j¼ kºzel²t®st alkalmazva 
> n=numel(v)  
> v1 = ( - 3*x(1) + 4*x(2) - x(3))/(t(3) - t(1)) %   - 12.8000  
> vn = (x(n - 2) -  4*x(n - 1) + 3*x(n))/(t(n) - t(n - 2)) % 617.700  
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N®zz¿k meg a m§sik megkºzel²t®st is, amikor 

a pontokra egy kºzel²tŖ f¿ggv®nyt illeszt¿nk. 

Legyen most ez egy m§sodfok¼ polinom! 

> % deriv§l§s f¿ggv®ny illeszt®ssel 
> c = polyfit(t,x,2)  
> % c = 3.0470   10.1151  - 89.3626  
> p = @(x ) polyval(c,x)  
> figure(1); hold on;  
> fplot(p,[min(t),max(t)]);  

Az §bra alapj§n l§tjuk, hogy nagyon j·l 

illeszkedik a pontokra a parabola. Ha az 

egy¿tthat·kkal defini§ln§nk szimbolikus 

alakban a polinomot (syms), akkor deriv§l§sra haszn§lhatn§nk a diff parancsot, mint 

azt m§r kor§bban l§ttuk. Azonban algebrai polinomok eset®ben van egy egyszerŤbb 

megold§s is. A polyder parancsot haszn§lva nincs sz¿ks®g szimbolikus form§ba 

alak²tani a megold§st. N®zz¿k meg mindk®t megold§st! 

> % sebess®g szimbolikus deriv§l§ssal 
> syms x  
> ps = c(1)*x.^2 + c(2)*x + c(3)  
> % (3050*x^2)/1001 + (50626*x)/5005 -  6288336567612965/70368744177664  
> v2 = diff(ps,x)     
> % (6100*x)/1001 + 50626/5005  
> v2 = matlabFunction(v2)  
> % vagy egyszerơbben polinom deriv§l§s be®p²tett Matlab paranccsal 
> c1 = polyder(c) % c1 = 6.0939   10.1151  
> v2 = @(x) polyval(c1,x)  
> figure(2)  
> fplot(v2,[min(t),max(t)], 'g' , 'LineWidth' ,2)  
> legend( 'centr§lis differencia', 'jobboldali differencia' , ...  
>     'baloldali differencia' , 'deriv§l§s f¿ggv®ny 
illeszt®ssel', 'Location' , 'best' )  

A deriv§lt ebben az esetben m®g sim§bb lefut§s¼ lett, egy egyenes!  
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N®zz¿nk meg egy jellegzetes ®p²tŖm®rnºki feladatot numerikus deriv§l§sra! Becs¿lj¿k 

meg, hogy egy ºntºzŖv²z-t§roz·nak egy h·nap sor§n hogyan alakultak a p§rolg§si ®s 

elsziv§rg§si vesztes®gei (ὗ ὸ), ha ismert a hozz§foly§s (ὗ ὸ)  ®s a v²zkiv®tel 
(ὗ ὸ) v²zhozam§nak idŖsora, a v²z§ll§s idŖsora (ᾀὸ), valamint a t§roz· t®rfogati 
jelleggºrb®je. Az alapegyenletet a kºvetkezŖ: a hozz§foly§sb·l kivonva a v²zkiv®telt 

®s a p§rolg§si/elsziv§rg§si vesztes®get megkapjuk a t®rfogat v§ltoz§s§t: 

ὗ ὸ ὗ ὸ ὗ ὸ ὃᾀ
Äᾀ

Äὸ
 

ahol  a v²zszint megv§ltoz§sa, ὃᾀ 

pedig a t§roz· adott v²zszinthez tartoz· 

felsz²ne, amit a t§roz· jelleggºrb®j®bŖl 

hat§rozhatunk meg.  

Az §br§n egy minta t§roz· 

jelleggºrb®je l§that·, amirŖl 

leolvashat·, hogy egy adott v²zszint 

(t§roz§si szint) eset®n mekkora lesz a 

t§rolt v²zt®rfogat, illetve a t§roz· ny²lt  

v²zfelsz²ne. 

A k®rd®ses t§roz· eset®n rendelkez®s¿nkre §ll a t§roz· jelleggºrb®je a felsz²nre 

vonatkoz·an, hogy adott v²zszinthez [m] mekkora t§roz· felsz²n [m2] tartozik. 

v²zszint 
h [m] 

17.983 19.812 21.641 23.470 25.298 27.127 28.956 30.785 32.614 34.442 36.271 

felsz²n 
A [m2] 

16177 222431 748178 1694521 3229775 5471806 8723345 12120476 17519486 24815707 36316941 

A fenti adatok megt§lalhat·ak a jelleggorbe.txt f§jlban is. Olvassuk be az adatokat, 

majd v§lasszuk sz®t a v§ltoz·kat. T¿ntess¿k fel egy ¼j §br§ban a pontokat ®s 

illessz¿nk r§ egy kºbºs m§sodrendŤ spline-t, f¿ggv®ny alakban! Az x tengelyen most 

a v²zszint ®rt®kek legyenek. 

> %% V²zt§roz· 
> clc; clear all ; close all ;  
> % Jelleggºrbe  
> jelleg = load( 'jelleggorbe.txt' );  
> h = jelleg(:,1), A = jelleg(:,2),  
> figure(1); plot(h,A, 'r* - ' )  
> F = @(x) spline(h,A,x)  
> hold on; fplot(F, [min(h), max(h)])  
> title( 'T§roz· jelleggºrb®je')  
> xlabel( 'v²z§ll§s [m]');  
> ylabel( 'T§roz· fel¿lete [m^2]')  

Rendelkez®s¿nkre §llnak m®r®si adatok 30 napra v²z§ll§sra ᾀὸ), a hozz§foly§s 
ὗ ὸ) ®s a v²zkiv®tel (ὗ ὸ) mennyis®g®re. Ezek az idosor.txt f§jlban tal§lhat·ak, 

ahol n®gy oszlopban a kºvetkezŖ adatok vannak: idŖpont - [nap], Qin- [m3/s], v²z§ll§s 

- [m], Qout - [m3/s]. 
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idŖpont -  
t [nap] 

hozz§foly§s -  
Qin [m3/s] 

v²z§ll§s - 
z [m] 

v²zkiv®tel - 
Qout [m3/s] 

1. 0.08 27.630 0.70 

2. 0.08 27.616 0.70 

ể ể ể ể 

V§lasszuk sz®t az adatokat ®s a subplot parancsot haszn§lva k®sz²ts¿nk egy §br§t k®t 

egym§s alatti grafikonnal, a felsŖben felt¿ntetve a hozz§foly§s ®s a v²zkiv®tel idŖsor§t, 

az als·n pedig a v²zszint megv§ltoz§s§t! 

> % IdƇsor adatok 
> idosor = load( 'idosor.txt' );  
> t=idosor(:,1), Qin=idosor(:,2),z=idosor(:,3), Qout=idos or(:,4)  
> figure(2); subplot(2,1,1);  
> plot(t,Qin,t,Qout); legend( 'hozz§foly§s', 'v²zkiv®tel')  
> subplot(2,1,2); plot(t,z); legend( 'vizallas' )  

 

A jelleggºrbe alapj§n sz§moljuk ki az egyes v²z§ll§sokhoz tartoz· felsz²n adatok 

idŖsor§t ὃᾀ! 

> % Az adott idƇsorhoz tartoz· t§roz· felsz²nek kisz§m²t§sa 
> A = F(z)  

Az alapegyenlet¿nk a kºvetkezŖ: ὗ ὸ ὗ ὸ ὗ ὸ ὃᾀ .  

EbbŖl ismerj¿k a ὗ ὸȟὗ ὸȟὃᾀ idŖsorokat ®s a v²zszint idŖsor§t is ᾀὸ . 

Ahhoz, hogy ki tudjuk sz§molni a p§rolg§si/elsziv§rg§si vesztes®g idŖsor§t (ὗ ὸ , 

a v²zszint idŖ szerint v§ltoz§s§t vagyis az elsŖ deriv§ltat kellene meghat§rozzuk. Egy 
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adott napon m®rt hozz§foly§s, v²zkiv®tel hat§sa mindig a m§snap reggel m®rt 

v²zszintekben fog csak megjelenni, ez®rt itt elŖremutat·, vagy jobboldali differenci§kra 

lesz sz¿ks®g¿nk! 

Hat§rozzuk meg a v²z§ll§s idŖ szerinti elsŖ deriv§ltj§t (), jobboldali (elŖremutat·) 

differencia formul§t haszn§lva ahol lehet (az utols· pontn§l baloldali differencia 

formul§val)! Ehhez m·dos²thatjuk a kor§bban a centr§lis differencia formul§ra meg²rt 

derivalt.m f¿ggv®ny¿nket, vagy megoldhatjuk a Matlab numerikus deriv§l§s parancs§t 

alkalmazva is. Figyelj¿nk oda, hogy az idŖ m®rt®kegys®gek megegyezzenek! A 

v®geredm®ny a tov§bbi sz§m²t§sok ®rdek®ben oszlopvektor legyen! 

A jobb oldali vagy elŖremutat· differencia k®plete: Ὢ ὼ ώᴂ  

A baloldali vagy h§tramutat· differencia: Ὢ ὼ ώᴂ  

A m·dos²tott f¿ggv®ny neve legyen jobbderivalt.m! 

> function  dx = jobbderivalt(x,y)  
> % Numerikus deriv§l§s differencia h§nyadosok alkalmaz§s§val 
> % Utols· elƇtti pontig jobb, utols· pontban baloldali differencia 
formul§val 

>     n = length(x);  
>     for  i = 1:n - 1 
>        dx(i) = (y(i+1) - y(i))/(x(i+1) - x(i));  
>     end  
>     dx(n) = (y(n) - y(n - 1))/(x(n) - x(n - 1));  
> end  

Sz§m²tsuk ki a v²z§ll§s v§ltoz§s§t a fenti f¿ggv®nnyel! Ne felejts¿k el a napokban 

megadott idŖket §tv§ltani m§sodpercekre! 

> % v²z§ll§s v§ltoz§s 
> ts = t*24*3600;  
> dz = jobbderivalt(ts,z);  
> dz=dz'  
> % vagy be®p²tett diff f¿ggv®nyt haszn§lva 
> dz2 = diff(z)./diff(ts); dz2 = [dz2; dz2(end)]  

Sz§moljuk ki a t§rolt v²z t®rfogat v§ltoz§s§nak 

idŖsor§t is: ὃᾀ , majd az alapegyenletet 

haszn§lva sz§molja ki a p§rolg§si/sziv§rg§si 

vesztes®g idŖsor§t (ὗ ) [m3/s]-ban! 

 

> % T®rfogat v§ltoz§s, p§rolg§si, 
sziv§rg§si vesztes®g [m^3/s]  

> dV = A.*dz  
> Qloss = Qin -  Qout -  dV;  
> figure(3); plot(ts,Qloss)  

 

A p§rolg§s a v²zfelsz²nnel ar§nyos (hv), ®rt®k®t mm/nap mennyis®gben szokt§k 

megadni. Sz§moljuk §t a [m3/s]-ban megkapott ®rt®keket mm/nap mennyis®gre az 

al§bbi k®pletet haszn§lva:  
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Ὤ
ὗ ϽψφτππϽρπππ

ὃ
 

ahol Qloss [m3/s]-ban adott, 86400 a m§sodpercek sz§ma egy napban, A pedig az adott 

idŖponthoz tartoz· v²zfelsz²n [m2]. Az 1000-es szorz· az®rt van benne, mert a 

v®geredm®nyt nem m®terben, hanem mm-ben kapjuk (/nap). A kapott ®rt®keket 

§br§zoljuk is! (Megj: A p§rolg§si vesztes®g max. napi 10 mm szokott lenni, ®rt®ke lehet 

negat²v is, csapad®k eset®n) 

> % P§rolg§si, sziv§rg§si vesztes®gek mm- ben  
> veszt_mm = Qloss*86400*1000./A  
> figure(3); plot(t,veszt_mm);  
> title( 'P§rolg§si, sziv§rg§si vesztes®g [mm/nap]')  

 

Mi tºrt®nt volna, ha nem elŖremutat· differencia formul§kat haszn§lunk (aminek itt 

fizikai tartalma van), hanem itt is centr§lis differencia formul§kat alkalmazzuk, 

mondv§n, hogy pontosabb? Cser®lj¿k ki a  

> dz = jobbderivalt(ts,z);  

 parancsot a kºvetkezŖre (ami centr§lis differencia formul§t haszn§l): 

> dz = derivalt(ts,z);  

Az eredm®ny szemmel l§that·an k®ptelens®g, hiszen egy nap alatt nem szokott 2.3 m 

magass§g¼ v²zoszlop elp§rologni, se 1.8 m csapad®k esni. 
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$%2)6<,<3 4v""6<,4/:s3 %3%4"%. 

A gradiens a deriv§l§s §ltal§nos²t§sa tºbbv§ltoz·s esetre. Egy f¿ggv®ny deriv§ltj§nak 

®rt®k®t egyv§ltoz·s esetben sz§m²thatjuk, ®rt®ke egy skal§r lesz. Tºbb v§ltoz· eset®n 

a gradiens veszi §t a hely®t, mely ellent®tben a deriv§lttal, m§r vektort ad vissza, nem 

skal§rt, eredm®nye egy vektormezŖ lesz. K®tv§ltoz·s esetben egy f f¿ggv®ny gradiens 

vektora a kºvetkezŖ: 

Ὢɳὼȟώ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬Ὢ

‬ὼ
‬Ὢ

‬ώỨ
ủ
ủ
Ủ

Ƞ 

Ugyan¼gy, ahogy a deriv§lt az ®rintŖ meredeks®g®t adja meg, a gradiens a fel¿let 

legnagyobb meredeks®gŤ ir§ny§ba mutat, megadja az adott pontban a f¿ggv®ny 

legnagyobb megv§ltoz§s§nak ir§ny§t, ®rt®k®t.  

Hat§rozzuk meg a kºvetkezŖ k®tv§ltoz·s f¿ggv®ny gradiens®t, ®s §br§zoljuk a 

vektormezŖt az ὼɴ ςȟς ®s ώᶰ ςȟς tartom§nyon! 

Ὢὼȟώ ὼ Ὡ  

> %% K®tv§ltoz·s fel¿let defini§l§sa 
> clc; c lear all ; close all ;  
> f = @(x,y) x .* exp( - (x.^2 + y.^2));  
> figure(1)  
> fsurf(f,[ - 2,2, - 2,2])  
> figure(2)  
> fcontour(f,[ - 2,2, - 2,2])  

  

Sz§m²tsuk ki a gradiensvektor elemeit, vagyis az x ®s y szerinti parci§lis deriv§ltakat 

szimbolikusan! Ehhez haszn§lhatn§nk szimbolikusan a diff parancsot is, vagy egy 

l®p®sben a gradient parancsot. 

> %% Gradiens sz§m²t§s szimbolikusan 
> syms x  y  
> fs = x .* exp( - (x.^2 + y.^2));  
> G = gradient(fs, [x, y])  
> %  exp( -  x^2 -  y^2) -  2*x^2*exp( -  x^2 -  y^2)  
> %                    - 2*x*y*exp( -  x^2 -  y^2)  
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Ćbr§zoljuk a vektormezŖt a szintvonalas §br§n, ¼gy, hogy kisz§moljuk egy r§csh§l· 

pontjaiban a gradiens ®rt®keit! VektormezŖt a quiver paranccsal jelen²thet¿nk meg. 

> [X, Y] = meshgrid( - 2:0.2:2, - 2:0.2:2);  
> gx = matlabFunction(G(1))  
> gy = matlabFunction(G(2))  
> GX = gx(X,Y); GY = gy(X,Y);  
> hold on;  
> quiver(X,Y,GX,GY)  

 

A gradient parancsot haszn§lhatjuk numerikusan is a gradiensvektor ®rt®keinek 

kisz§m²t§s§ra. 

> %% Gradiens sz§m²t§s numerikusan 
> Z = f(X,Y);  
> [px,py] = gradient(Z);  
> figure(3); hold on;  
> fcontour(f,[ - 2,2, - 2,2])  
> quiver(X,Y,px,py)  

Itt elŖszºr kisz§m²tottuk az X,Y r§cspontokban a f¿ggv®ny ®rt®k®t (Z), majd 

egyenletesnek felt®telezve a r§csh§l· oszt§s§t, a gradiens vektor ®rt®keit (px,py). 
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A m§sodik parci§lis deriv§ltakat tartalmazza a Hesse m§trix, ami k®tv§ltoz·s esetben 

²gy ²rhat· fel: 

Ὄὼȟώ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬Ὢ

‬ὼ

‬Ὢ

‬ὼ ‬ώ

‬Ὢ

‬ώ ‬ὼ

‬Ὢ

‬ώ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Egy f f¿ggv®ny x v§ltoz· szerinti m§sodik parci§lis deriv§ltj§t sz§m²thatjuk a 

diff(f,x,2) paranccsal, vagy az eg®sz Hesse m§trixot is megadhatjuk egyben 

szimbolikusan a hessian parancs alkalmaz§s§val. Hat§rozzuk meg az elŖzŖ 

f¿ggv®ny Hesse m§trix§t ®s sz§moljuk ki a m§sodik deriv§ltak ®rt®k®t az x=0.5 ®s y 

= 0.7 helyen! 

> %% Hesse m§trix 
> d2x = diff(fs,x,2)  
> % 4*x^3*exp( -  x^2 -  y^2) -  6*x*exp( -  x^2 -  y^2)  
> H = hessian(fs)  
> % [   4*x^3*exp( -  x^2 -  y^2) -  6*x*exp( -  x^2 -  y^2), 4*x^2*y*exp( -  

x^2 -  y^2) -  2*y*exp( -  x^2 -  y^2)]  
> % [ 4*x^2*y*exp( -  x^2  -  y^2) -  2*y*exp( -  x^2 -  y^2), 4*x*y^2*exp( -  

x^2 -  y^2) -  2*x*exp( -  x^2 -  y^2)]  
> Hfv = matlabFunction(H)  
> Hfv(0.5,0.7)  
> %    - 1.1928   - 0.3340  
> %    - 0.3340   - 0.0095  

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

polyder - Algebrai polinom deriv§ltj§nak sz§m²t§sa 

diff(f,x,2) - f szimbolikus kifejez®s 2. deriv§ltja x szerint 

gradient - Gradiensek sz§m²t§sa numerikusan, szimbolikusan 

quiver - vektormezŖ megjelen²t®se 

hessian - 
Hesse-m§trix, az f(x) f¿ggv®ny m§sodik parci§lis deriv§ltjainak 
a m§trixa 
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ρσȢ &%,4O4%, .O,+­,) O04)-!,):<#)s 

Az optimaliz§ci·, egy f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®k hely®nek a meghat§roz§sa. Ez a feladat a 

m®rnºki gyakorlatban is sokszor elŖfordul, meg kell hat§rozni p®ld§ul egy 

tart·szerkezet maxim§lis elmozdul§s§nak a hely®t, geod®ziai m®r®sek 

kiegyenl²t®sekor egy pont legkisebb hib§val rendelkezŖ helyzet®t, v²zminŖs®g 

vizsg§latn§l a maxim§lis szennyezŖd®s m®rt®k®t.  

A sokf®le felmer¿lŖ feladat megold§s§ra sok m·dszert dolgoztak ki. A kidolgozott 

numerikus elj§r§sok tºbbnyire minimum hely keres®s®re vonatkoznak, amennyiben a 

meghat§rozand· sz®lsŖ®rt®k nem minimum hanem maximum, akkor azt a f¿ggv®ny  

(-1)-szeres®nek minimum§val lehet megtal§lni, άὥὼὪὼ άὭὲὪὼ . A 

sz®lsŖ®rt®ket mindig egy adott intervallumban, tartom§nyban vizsg§ljuk. Az adott 

tartom§nyon bel¿l lehetnek lok§lis minimumok, ahol a pont ak§rmilyen kicsiny 

kºrnyezet®ben a f¿ggv®ny®rt®k nagyobb, mint ebben a pontban (ὖ pontok az §br§n). 

Amennyiben egy tartom§nyban tºbb lok§lis minimum is van, elt®rŖ 

f¿ggv®ny®rt®kekkel, akkor a legkisebb f¿ggv®ny®rt®khez tartoz· pont a glob§lis 

minimum (az §br§n ὖ).  

 

Besz®lhet¿nk felt®tel n®lk¿li ®s felt®teles sz®lsŖ®rt®krŖl is (vagy megkºt®s n®lk¿li ®s 

megkºt®ses optimaliz§ci·r·l). A felt®teles sz®lsŖ®rt®k feladatok eset®ben ¼gy 

keress¿k a f¿ggv®ny minimum§t, hogy kºzben a pontoknak ki kell el®g²teni¿k 

valamilyen megkºt®st, felt®telt is. Itt lehet egy vagy tºbb felt®tel, ezek lehetnek 

egyenletekkel vagy egyenlŖtlens®gekkel megadva, lehetnek line§risak vagy  

nemline§risak is. A k¿lºnbºzŖ esetekben m§s-m§s m·dszert lehet alkalmazni (pl. 

Lagrange-m·dszer, b¿ntet®sf¿ggv®ny m·dszer, Karush-Kuhn-Tucker-felt®telek, 

line§ris programoz§s). Most idŖ hi§ny§ban csak a felt®tel n®lk¿li sz®lsŖ®rt®k 

feladatokkal fogunk foglalkozni. Ezeknek a megold§s§ra is sz§mos m·dszer l®tezik. 
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%'96<,4/:s3 &­''6O.9 3:O,3yO24O+ +%2%3O3E 

,%(!*,<3 6):3'<,!4 

N®zz¿nk meg most rugalmass§gtanb·l egy 

p®ld§t, ahol a maxim§lis lehajl§s hely®t ®s 

®rt®k®t keress¿k! Egy k®t v®g®n befogott I  

keresztmetszetŤ gerend§ra line§risan megoszl· 

terhel®s jut az §bra szerint. Az y tengely ir§ny¼ 

lehajl§s a kºvetkezŖ ºsszef¿gg®ssel 

sz§m²that·: 

ώ
ή

ρςπὒὉὍ
ὼ υὒὼ χὒὼ σὒὼ ȟ 

ahol q0=15kN/m=15N/mm, E=70000 N/mm2, L=3000 mm, I = 5.29x107 mm4. 

Mekkora lesz a lehajl§s 1 ®s 2 m-n®l? Keress¿k meg azt a helyet, ahol legnagyobb a 

lehajl§s ®s hat§rozzuk meg a lehajl§s ®rt®k®t!  

ElŖszºr §br§zoljuk a lehajl§sokat! 

> %% Lehajl§s sz§m²t§s 
> % V§ltoz·k megad§sa: 
> E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;  

C®lszerŤ ºsszevonni az E ®s I v§ltoz·kat egybe (EI), hogy ne keveredjenek az 'e' 

Euler-f®le sz§mmal (2.71é) ®s az 'i' k®pzetes egys®ggel (Ѝ ρ). Ez a szimbolikus 

sz§m²t§sokn§l probl®m§t okozhatna. 

> y = @(x) q0/(120*L*EI)*(x^5 - 5*L*x^4+7*L^2*x^3 - 3*L^3*x^2)  
> % lehajl§sok §br§zol§sa 
> figure(1); f plot(y,[0 3000])  
> y(1000), y(2000)  % lehajl§s 1 ill. 2 m- n®l: - 0.3601 ®s - 0.3151 mm  

 

N®zz¿nk meg k®t m·dszert, amivel meg lehet keresni egy egyv§ltoz·s f¿ggv®ny 

minimum§t! 

).4%26!,,5- -s$3:%2 (TERNARY SEARCH) 

Az intervallum m·dszer hasonl²t a nemline§ris egyenletekn®l tanult z§rt intervallum 

m·dszerekhez. KezdŖ®rt®knek itt is egy intervallumot kell felvenni [a,b], ahol most nem 

egy z®rushelye, hanem egy minimuma lesz a f¿ggv®nynek, vagyis unimod§lis lesz 

f¿ggv®ny (a minimumhelyig a f¿ggv®ny monoton csºkken, ut§na monoton nŖ). A z§rt 

intervallum m·dszerekhez hasonl·an itt is valamilyen m·don szŤk²teni kell ezut§n az 
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intervallumot, am²g megtal§ljuk a megold§st. Ehhez most k®t belsŖ pontot vegy¿nk fel 

(x1, x2) ®s vizsg§ljuk meg a f¿ggv®ny®rt®keket ezekben a pontokban! 

Mivel a f¿ggv®ny a minimumhelyig monoton csºkken, ut§na pedig monoton nŖ, a 

minimumhely csak a legkisebb f¿ggv®ny®rt®ket ad· pont ®s a k®t szomsz®dja kºzºtti 

intervallumban lehet. Teh§t, ha Ὢὼ Ὢὼ  akkor a minimumhely biztosan az ὥȟὼ  

intervallumban lesz, ha Ὢὼ Ὢὼ , akkor pedig biztosan az ὼȟὦ intervallumban. 

L§sd az §br§t! Ezut§n az ¼j intervallumban ¼jra felvesz¿nk k®t belsŖ pontot ®s addig 

ism®telj¿k az elj§r§st, m²g az intervallum egy megadott k¿szºb®rt®k al§ nem csºkken. 

 

A m·dszer mindig konverg§lni fog (amennyiben az intervallumon bel¿l a f¿ggv®ny 

unimod§lis). A k®rd®s az, hogyan ®rdemes felvenni x1, x2 hely®t, hogy min®l kevesebb 

iter§ci·val, sz§m²t§ssal eljussunk a v®geredm®nyhez. Az egyik megkºzel²t®s, hogy 

egyenletesen vessz¿k fel a pontokat az intervallum 1/3-§ban ®s 2/3-§ban ('ternary 

search algorithm'). N®zz¿k meg hogyan oldhatjuk meg ezt Matlab-ban. L§sd az 

intervallum.m f§jt! 

> function  [x, i] = intervallum(f, a, b, tol)  
> i = 1;  
>  x1 = a + 1/3*(b - a);  
>  x2 = b -  1/3*(b - a);  
>  
>  while  abs(x2 - x1) > tol  
>    if  f(x1) < f(x2)  
>      b = x2;  
>    else  
>      a = x1;  
>    end  
>    i = i+1;  
>    x1 = a + 1/3*(b - a);  
>    x2 = a -  1/3*(b - a);  
>  end    
>  x = (x1+x2)/2;  
> end  

Keress¿k meg ezzel a m·dszerrel a maxim§lis lehajl§s hely®t! Hi§ba besz®l¿nk 

maxim§lis lehajl§sr·l, itt is egy minimum hely meghat§roz§s§r·l van sz·, ha 

megfigyelj¿k az elsŖ §br§n a koordin§ta rendszert, akkor l§tni fogjuk, hogy a lehajl§sok 

negat²v elmozdul§s ®rt®keket jelentenek, teh§t a maxim§lis lehajl§s a legkisebb y 
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koordin§t§t jelenti. A kezdŖ unimod§lis intervallum legyen a [1000, 2000] az §bra 

alapj§n! 

> % intervallum m·dszer -  egyenlƇ feloszt§s 
> [x1 i1] = intervallum(y,1000,2000,1e - 6)  
> % x1 =  1.4259 e+03; i1 =  50  
> y1 = y(x1) % - 0.4293  
> hold on; plot(x1,y1, 'rp' )  

Teh§t ºsszesen 50 iter§ci· alatt tal§ltuk meg a minimumhelyet (a maxim§lis lehajl§s 

hely®t) 1425.9 mm-n®l van, ®rt®ke pedig -0.4293 mm lett. 

 

!2!.9-%43:O3 -s$3:%2E (GOLDEN-SECTION SEARCH) 
Van azonban hat®konyabb felv®tele is a pontoknak, mint az egyenletes felv®tel. 

Haszn§ljuk az aranymetsz®si ar§nyt! Ez az ar§ny a term®szetben is gyakran elŖfordul 

®s a mŤv®szetekben is gyakran haszn§lj§k. Az aranymetsz®si ar§nnyal ¼gy 

oszthatunk fel egy L szakaszt k®t r®szre (ὒ ὒρ ὒς), hogy a nagyobbik szakasz 

ar§nya a teljes hosszhoz ugyanakkora legyen, mint a kisebbik szakasz ar§nya a 

nagyobbikhoz. 

Ὑ  
ὒς

ὒ

ὒρ

ὒς
 

Fejezz¿k ki ebbŖl L1-et ®s L2-t R ®s L f¿ggv®ny®ben: ὒς ὙϽὒȠ ὒρ ὒςϽὙ ὒϽὙ . 

Ezt helyettes²ts¿k be az ὒ ὒρ ὒς egyenletbe: 

ὒ  ὒϽὙ  ὙϽὒ 

Ezt elosztva L-lel ®s 0-ra rendezve kapjuk, hogy: 

Ὑ  Ὑ ρ π 

A m§sodfok¼ egyenlet egyetlen pozit²v gyºke lesz az a keresett ar§nysz§m, ahogy a 

nagyobbik szakasz ar§nylik az eg®szhez, vagy a kisebbik szakasz a nagyobbikhoz, ez 

lesz az aranymetsz®si ar§ny: 

Ὑ  
Ѝυ ρ

ς
πȢφρψ 

N®zz¿k meg, hogyan haszn§lhatjuk ezt a hat®konyabb sz®lsŖ®rt®k meghat§roz§shoz, 

m·dos²tva az intervallum m·dszern®l a belsŖ pontok felv®tel®t! 
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Vegy¿k fel ¼gy a belsŖ pontokat szimmetrikusan, hogy πȢφρψϽὒ t§vols§gra legyen a 
k®t pont a szakasz egyik ®s m§sik v®g®tŖl. Ebben az esetben is szŤk²ts¿k az 

intervallumot a belsŖ pontok f¿ggv®ny®rt®kei alapj§n, teh§t a minimumhely a legkisebb 

f¿ggv®ny®rt®ket ad· pont ®s a k®t szomsz®dja kºzºtti intervallumban lehet most is. A 

k¿lºnbs®g az elŖzŖekhez k®pest az, hogy az aranymetsz®s tulajdons§gai miatt most 

az ¼j intervallum egyik belsŖ pontja meg fog egyezni az elŖzŖ intervallum egyik kor§bbi 

belsŖ pontj§val! Az §br§n az ¼j intervallum x2 pontja meg fog egyezni az elŖzŖ 

intervallum x1 pontj§val! Ez azt jelenti, hogy ebben a pontban nem kell ¼jra kisz§molni 

a f¿ggv®ny®rt®ket, el®g csak a m§sik belsŖ pont ezt megtenni. Ez k¿lºnºsen bonyolult 

f¿ggv®nyek eset®ben lehet jelentŖs idŖnyeres®g. N®zz¿k meg Matlabban hogyan 

tudn§nk ezt megval·s²tani (aranymetszes.m)! 

> function  [x, i] = aranymetszes(f, a, b, tol)  
> i = 1;  
> R = (sqrt(5) - 1)/2;  
> x1 = b -  R*(b - a);  
> x2 = a + R*(b - a);  
> f1 = f(x1); f2 = f(x2);  
>   
> while  abs(x2 - x1)>tol  
>   if  f1 < f2  
>      b = x2;  
>      x2 = x1; f2 = f1; % ezt §tvessz¿k az elƇzƇ iter§ci·b·l! 
>      x1 = b -  R*(b - a);  
>      f1 = f(x1);  % ezt sz§moljuk    
>   else  
>      a = x1;  
>      x1 = x2; f1 = f2; % ezt §tvessz¿k az elƇzƇ iter§ci·b·l! 
>      x2 = a + R*(b - a);  
>      f2 = f(x2);  % ezt sz§moljuk    
>   end  
>   i = i+1;  
> end    
> x = (x1+x2)/2;  

Az elsŖ iter§ci·ban m®g ki kell sz§m²tani x1, x2 pontban is a f¿ggv®ny ®rt®keket, de 

ut§na m§r el®g csak az egyiket sz§m²tani, a m§sikat §tvehetj¿k a kor§bbi iter§ci·b·l! 
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(Megj. : Az intervallum/aranymetsz®s m·dszere megoldhat· rekurz²v algoritmussal is, 

l§sd a golden.m f§jlt.) 

Keress¿k meg ezzel is maxim§lis lehajl§s hely®t! Ćbr§zoljuk is az eredm®nyt! 

> % aranymetszes m·dszere 
> [x2 i2] = aranymetszes(y,1000,2000,1e - 6)  
> % x2 = 1.4259e+03;  i2 = 42  
> y2 = y(x2) % - 0.4293  
> plot(x2, y2, 'mo' )  

Most egyr®szt a kor§bbi 50 iter§ci· helyett 42 iter§ci·s l®p®s is el®g volt a 

megold§shoz, viszont, ha a f¿ggv®ny ki®rt®kel®sek sz§m§t n®zz¿k, akkor m®g 

nagyobb a k¿lºnbs®g. Az egyenlŖ feloszt§s eset®n minden iter§ci·ban 2 

f¿ggv®ny®rt®ket kellett kisz§molni, vagyis 50*2=100 f¿ggv®nyki®rt®kel®s tºrt®nt, az 

aranymetsz®s eset®ben csak az elsŖ iter§ci·ban kellett 2 ki®rt®kel®st v®gezni, ut§na 

m§r csak iter§ci·nk®nt egyet, vagyis ºsszesen 43-szor kellett kisz§molni a f¿ggv®ny 

®rt®k®t! Ez bonyolult f¿ggv®nyek eset®ben nagy elŖnyt jelent az egyenletesen felvett 

pontokkal szemben. 

NEWTON--s$3:%2 

Ha a f¿ggv®ny deriv§ltj§nak sz§m²t§sa nem okoz gondot akkor megoldhatjuk a 

sz®lsŖ®rt®k keres®st ¼gy is, hogy az elsŖ deriv§lt gyºkhelyeit megkeress¿k. 

Alkalmazzuk most a Newton m·dszert sz®lsŖ®rt®k keres®sre! A gyºkhelykeres®ssel 

szemben nem az Ὢὼ π egyenletet, hanem az Ὢ ὼ π egyenletet oldjuk meg, de 

ugyanaz az algoritmus haszn§lhat· most is (l§sd a kor§bbi newton.m f§jlt). 

A Newton m·dszer iter§ci·s k®plete z®rushely keres®shez: ὼ ὼ  

Ugyanez sz®lsŖ®rt®k keres®s®hez az Ὢὼ-et, Ὢ ὼ-re cser®lve: 

ὼ ὼ
Ὢᴂὼ

Ὢᴂᴂὼ
 

A Newton m·dszerrel tºrt®nŖ sz®lsŖ®rt®k keres®shez sz¿ks®g van mind az elsŖ, mind 

a m§sodik deriv§lt sz§m²t§s§ra! Oldjuk meg az elŖzŖ feladatot Newton m·dszerrel is! 

KezdŖ®rt®knek v§lasszuk most az elŖzŖ intervallum egyik v®gpontj§t, az 

ºsszehasonl²that·s§g v®gett, mondjuk az 2000-et! (Term®szetesen az §bra alapj§n 

pontosabb kezdŖ®rt®k is v§laszthat· lenne.).  

Az eredeti egyenlet a kºvetkezŖ: 

ώ
ή

ρςπὒὉὍ
ὼ υὒὼ χὒὼ σὒὼ ȟ 

Ennek az elsŖ (vagy m§sodik) deriv§ltj§t nem t¼l neh®z sz§m²t·g®p n®lk¿l sem 

meghat§rozni, mivel egy polinomr·l van sz·. Az elsŖ deriv§lt: 

Ὢὼ ώᴂ
ή

ρςπὒὉὍ
υὼ ςπὒὼ ςρὒὼ φὒὼȟ 

Term®szetesen Matlab-bal is meghat§rozhatjuk az x szerinti deriv§ltat, szimbolikusan. 

Ahhoz, hogy ºssze tudjuk hasonl²tani a sz§m²t·g®p n®lk¿l v®gzett deriv§l§ssal, 
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elŖszºr alak²tsuk szimbolikuss§ az EI, L, q0 ®s x v§ltoz·kat, ezekkel defini§ljuk a 

szimbolikus ys f¿ggv®nyt, majd sz§m²tsuk ki a deriv§ltakat szimbolikusan: 

> %% Newton m·dszer 
> % Deriv§ltak meghat§roz§sa 
> syms EI  L q0 x  
> ys = q0/(120 *L*EI)*(x.^5 - 5*L*x.^4+7*L^2*x.^3 - 3*L^3*x.^2)  
> dx=diff(ys,x)  
> % - (q0*(6*L^3*x -  21*L^2*x^2 + 20*L*x^3 -  5*x^4))/(120*EI*L)  
> ddx = diff(ys,x,2)  
> % - (q0*(6*L^3 -  42*L^2*x + 60*L*x^2 -  20*x^3))/(120*EI*L)  

MielŖtt f¿ggv®nny® alak²thatn§nk a szimbolikus kifejez®seket, meg kell adnunk ¼jra 

(be kell helyettes²ten¿nk) az EI, L ®s q0 v§ltoz·k ®rt®keit. Most a kapott eredm®nyeket 

egyszerŤen m§soljuk be a f¿ggv®ny defin²ci· eleje ut§n CTRL+C/CTRL+V 

haszn§lat§val. 

> % Alak²tsuk §t f¿ggv®nny® a szimbolikus kife jez®seket !  
> E = 70000; I = 5.29e7; q0 = 15; L = 3000; EI = E*I;  
> dxf = @(x) - (q0*(6*L^3*x -  21*L^2*x^2 + 20*L*x^3 -  5*x^4))/(120*EI*L)  
> ddxf = @(x) - (q0*(6*L^3 -  42*L^2*x + 60*L*x^2 -  20*x^3))/(120*EI*L)  

M§s megold§s lehet a m§r kor§bban is alkalmazott matlabFunction parancs. 

Azonban ebben az esetben csak akkor haszn§lhatjuk, ha elŖtte behelyettes²tj¿k az 

ismeretlen (EI,q0,L) ®rt®keket a szimbolikus kifejez®sekbe, ezt a subs paranccsal 

tehetj¿k meg. A subs parancs seg²ts®g®vel be lehet helyettes²teni egyszerre az 

ºsszes kor§bban sz§mk®nt megadott v§ltoz·t, vagy meg lehet adni egy bizonyos 

v§ltoz· ®rt®k®t is. 

> % M§s megold§s 
> dx = subs(dx),ddx = subs(ddx)  
> dxf = matlabFunction(dx)  
> ddxf = matlabFunction(ddx)  

V®g¿l a megold§s Newton m·dszerrel: 

> % megold§s Newton m·dszerrel  
> [xn in] = newton(dxf, ddxf, 2000, 1e - 6, 100)  
> % xn = 1.4257e+03; in = 3  

Most mindºssze 3 iter§ci·b·l eljutottunk a megold§shoz, l§tszik, hogy ez a m·dszer 

sokkal gyorsabban konverg§l, amennyiben konverg§l.  

-!4,!" "%O0^4%44 &­''6O.9 !,+!,-!:<3! (FMINSEARCH) 

Term®szetesen a Matlab-nak van saj§t be®p²tett f¿ggv®nye is, amivel minimumot lehet 

keresni, pl. az fminsearch parancs. Ez Nelder-Mead szimplex m·dszert haszn§l. 

> % Matlab be®p²tett f¿ggv®ny -  fminsearch  
> y = @(x) q0/(120*L*EI)*(x.^5 - 5*L*x.^4+7*L^2*x.^3 - 3*L^3*x.^2)  
> xmin = fminsearch(y,2000) % 1.4259e+0  

R®szletekkel egy¿tt: 

> [x,fval,exitflag,output] = fminsearch(y,2000)  
> i = output.iterations % i = 25 -  iter§ci·k sz§ma 
> n = output.funcCount % n = 50 -  f¿ggv®ny ki®rt®kel®sek sz§ma 
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4v""6<,4/:s3 &­''6O.9 3:O,3yO24O+ +%2%3OSE 

Nem csak egy, hanem tºbbv§ltoz·s feladatok eset®ben is gyakran van sz¿ks®g 

sz®lsŖ®rt®k meghat§roz§sra, lehet ez egy fel¿let legkisebb, legnagyobb ®rt®kŤ 

hely®nek meghat§roz§sa, egy t®rbeli tart· bizonyos pontjainak x,y ir§ny¼ maxim§lis 

elmozdul§sa, ¼th§l·zat csom·pontjainak ide§lis megv§laszt§sa a t§vols§gok 

minimaliz§l§s§val stb. A megkºt®s n®lk¿li tºbbv§ltoz·s esetben is tºbbf®le megold§si 

m·dszer kºz¿l v§laszthatunk. Haszn§lhatunk p®ld§ul tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszert, 

gradiens m·dszert, Nelder-Mead szimplex m·dszert is. 

0/:^#)s -%'(!4<2/:<3 4ª,(!4<2/:/44 %3%4"%N 

N®zz¿nk p®ld§t most egy k®tv§ltoz·s sz®lsŖ®rt®k feladat megold§s§ra. A kor§bban 

m§r megismert mobiltelefonos poz²ci· meghat§roz§sra vonatkoz· ²vmetsz®st 

haszn§l· p®ld§t folytassuk. A nemline§ris egyenletrendszerekn®l k®t m®r®si 

eredm®ny¿nk volt k®t v§ltoz·ra, a gyakorlatban azonban fºlºs m®r®seink is szoktak 

lenni. 3 vagy tºbb m®r®s eset®n, ha nem teljesen hib§tlanok a m®r®sek, akkor 

marad®k ellentmond§sok ad·dnak a poz²ci· meghat§roz§sakor, kiegyenl²t®sre van 

sz¿ks®g. Ak§rcsak a t¼lhat§rozott line§ris egyenletrendszerekn®l, itt is a legkisebb 

n®gyzetek m·dszer®t haszn§lva minimaliz§lhatjuk a hib§t, a marad®k elt®r®sek 

n®gyzetºsszeg®t. A feladat megoldhat· lineariz§l§ssal is, de haszn§lhatunk 

tºbbv§ltoz·s sz®lsŖ®rt®k keresŖ algoritmusokat is. Az ismeretlen poz²ci· (x,y) 

koordin§t§j§nak meghat§roz§s§ra most 4 mobiltoronyra v®gezt¿nk t§vols§g 

m®r®seket, ebbŖl kellene meghat§rozni a legval·sz²nŤbb poz²ci·t! 

 

 

A m®rt t§vols§gok egy-egy kºrt hat§roznak meg, aminek az egyenlete implicit alakban 

a kºvetkezŖ: 

ὼ ὼ ώ ώ ὶ π, 

ahol xi, yi a mobiltornyok koordin§t§i, x,y  pedig a keresett §ll§spont. 

ElsŖ l®p®sk®nt §br§zoljuk a kºrºket ®s n®zz¿k meg a metsz®spont kºrny®k®t Matlab-

ban! ElŖszºr adjuk meg vektorokban a m®r®sek eredm®nyeit ®s §br§zoljuk a 

mobiltornyok helyzet®t! 

Mobil 

torony 

sorsz§ma 

X koordin§ta  

()ix  [m] 

Y koordin§ta 

()iy  [m] 

M®rt b§zis-

termin§l 

t§vols§g ()ir  

[m] 

1 561  487 2130 

2 5203 4625 5620 

3 5067 -5728 6040 

4 1012 5451 5820 
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> clear all ; clc; close all ;  
> xt = [561; 5203; 5067; 1012]  
> yt = [487; 4625; - 5728; 5451]  
> rm = [2130; 5620; 6040; 5820]  
> % Kºrºk kºz®ppontjai 
> figure( 1); hold on;  
> plot(xt, yt, 'r*' )  

Ezut§n defini§ljuk a kºr egyenlet®t §ltal§nosan, ®s szimbolikus x,y v§ltoz·t haszn§lva 

§br§zoljuk az egyes kºrºket! 

> % Kºr §ltal§nos egyenlete 
> kor = @(x,y,xi,yi,ri) (x - xi).^2 + (y - yi).^2 -  ri.^2  
> % kºrºk §br§zol§sa 
> syms x  y  
> E = kor(x,y,xt,yt,rm)  
> for  i = 1:4  
>     fimplicit(E(i),[ - 5000 12000])  
> end    
> axis equal  
> title( 'Poz²ci· meghat§roz§s kiegyenl²t®ssel')  

Nagy²tsunk r§ a metsz®spont kºr¿li ter¿letre! 

> % A metsz®spont kºr¿li ter¿let 
> figure(2); hold on;  
> for  i = 1:4  
>     fimplicit(E(i),[2000 3000 - 500 100])  
> end   
> axis equal  
> title( 'Poz²ci· meghat§roz§s kiegyenl²t®ssel')  

 

L§tjuk, hogy a n®gy kºr nem egy pontban metszi egym§st, hanem kºzrez§rnak egy 

ter¿letet, ahol a felt®telezett poz²ci·nk van. Ezt a legval·sz²nŤbb helyzetet 

hat§rozhatjuk meg a marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszeg®nek minimaliz§l§s§val. ĉrjuk 

fel a minimaliz§land· f¿ggv®nyt (f), ami a marad®k elt®r®sek n®gyzetºsszege lesz 

Ὢὼȟώ ὼ ὼ ώ ώ ὶ  

Defini§ljuk a c®lf¿ggv®nyt ®s §br§zoljuk is Matlab-ban szintvonalakkal ®s 3D fel¿lettel 

is! 
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> % minimaliz§land· f¿ggv®ny 
> f = sum((kor(x,y,xt,yt,rm)).^2)  
> F = matlabFunction(f) % f szimbolikus kifejez®s f¿ggv®nny® alak²t§sa 
> fcontour(f,[2000 3000 - 500 100]);  
> figure(3)  
> fsurf(f, [2000 3000 - 500 100])  

 

A fenti f¿ggv®ny minimum helye lesz a keresett poz²ci· legval·sz²nŤbb ®rt®ke. Hogyan 

tudjuk ezt megtal§lni? Haszn§lhatjuk p®ld§ul a tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszert! 

4v""6<,4/:s3 .%74/.--s$3:%2 

Egyv§ltoz·s esetben a Newton-m·dszer sz®lsŖ®rt®k keres®sre alkalmazott iter§ci·s 

k®plete a kºvetkezŖ volt:  

ὼ ὼ
Ὢᴂὼ

Ὢᴂᴂὼ
 

Ezt a k®pletet lehet §ltal§nos²tani tºbbv§ltoz·s esetre is, csak az elsŖ deriv§lt helyett 

a tºbbv§ltoz·s f¿ggv®ny gradiens vektor§t kell haszn§ljuk (Ὢɳ), a m§sodik deriv§lt 
helyett pedig a Hesse m§trixot (Ὄ). A tºbb v§ltoz·t itt is egy vektorban kel megadni (ὼ). 
Itt az  

ὼ ὼ  Ὄ ὼ ϽɳὪὼ  

ahol a Hesse-m§trix, az f(x) f¿ggv®ny m§sodik parci§lis deriv§ltjainak a m§trixa, a 

gradiens vektor pedig az elsŖ parci§lis deriv§ltak vektora. K®tv§ltoz·s f(x,y) esetben a 

gradiens vektor ®s a Hesse-m§trix a kºvetkezŖ lesz: 

Ὢɳὼȟώ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬Ὢ

‬ὼ
‬Ὢ

‬ώỨ
ủ
ủ
Ủ

Ƞ    Ὄὼȟώ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬Ὢ

‬ὼ

‬Ὢ

‬ὼ ‬ώ

‬Ὢ

‬ώ ‬ὼ

‬Ὢ

‬ώ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Kor§bban, a nemline§ris egyenletrendszerek megold§sakor, m§r haszn§ltuk a Jacobi 

m§trixot, amiben a vektorban t§rolt egyenleteknek/f¿ggv®nyeknek az elsŖ parci§lis 

deriv§ltjai voltak benne. A Hesse m§trix elŖ§ll²that· egy f¿ggv®ny gradiens vektor§ra 

kisz§molt Jacobi m§trixszal is.  
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4v""6<,4/:s3 .%74/.--s$3:%2 -!4,!"-BAN 

> function  [x i X] = gradmulti(grad, hesse, x0, eps, nmax)  
>  
> x1 = x0 -  pinv(hesse(x0))*grad(x0);  
> i=1;  
> X=[x0 x1];  
>   
> while  and(norm(x1 -  x0) > eps, i < nmax)  
>     x0 = x1;  
>     x1 = x0 -  pinv(hesse( x0))*grad(x0);  
>     i = i + 1;  
>     X = [X x1];  
> end  
> x = x1;  

A fenti f¿ggv®ny (gradmulti.m) a tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszer megold§sa Matlab-

ban, ahol a bemenet a gradiens vektor, a Hesse m§trix, egy x0 kezdeti poz²ci·, eps 

tolerancia ®rt®k a le§ll§si felt®telhez ®s egy nmax maxim§lis iter§ci· sz§m. 

A kimenetben x1 a megold§s, i az iter§ci· sz§m, X pedig az egym§st kºvetŖ 

megold§sok l®p®seit tartalmazza. 

0/:^#)s -%'(!4<2/:<3 4v""6<,4/:s3 .%74/.--s$3:%22%, 

L§ttuk, hogy tºbbv§ltoz·s esetben sz¿ks®g lesz a gradiens vektorra ®s a Hesse 

m§trixra, az egyv§ltoz·s esetben alkalmazott elsŖ ®s m§sodik deriv§lt helyett. Ćll²tsuk 

elŖ ezeket Matlab-ban. A gradiens vektor elŖ§ll²t§s§ra haszn§lhatjuk a gradient 

parancsot a Matlab-ban, mind numerikusan, mind szimbolikusan. Hogy jobban el 

tudjuk k®pzelni §br§zoljuk elŖszºr a numerikusan elŖ§ll²tott gradiens vektorokat! 

Ehhez hozzunk l®tre egy r§csot meshgrid paranccsal ®s ebben a r§csban sz§moljuk 

ki a gradiens ®rt®keket, amiket a quiver paranccsal §br§zolhatunk! 

> % Gradiens vektor  §br§zol§sa numerikusan 
> [X,Y] = meshgrid(2000:100:3000, - 500:50:100);  
> Z = F(X,Y);  
> [px,py] = gradient(Z); % gradiensek sz§m²t§sa numerikusan 
> figure(2)  
> quiver(X,Y,px,py)  

 

A tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszer alkalmaz§s§hoz nem numerikusan van sz¿ks®g¿nk 

a gradiens vektorra ®s Hesse m§trixra, hanem vektorv§ltoz·s f¿ggv®ny form§j§ban. 

Ezt meghat§rozhatjuk szimbolikus sz§m²t§sokkal a gradient ®s a hessian parancsok 

alkalmaz§s§val a szimbolikus f f¿ggv®nyre! 



 15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 

 156  

> % Gradiens vektor szimbolikusan  
> G = gradient(f)  
> % Hesse m§trix szimbolikusan 
> H = hessian(f)  
> % Alak²tsuk H- t ®s G- t vektorv§ltoz·s f¿ggv®nny® 
> G = matlabFunction(G) % G szimbolikus kifejez®s f¿ggv®nny® alak²t§sa 
> H = matlabFunction(H) % H szimbolikus kifejez®s f¿ggv®nny® alak²t§sa 
> G = @(x) G(x(1),x(2)) % vektorv§ltoz·ss§ alak²t§s 
> H = @(x) H(x(1),x(2)) % vektorv§ltoz·ss§ alak²t§s 

A megold§shoz v§lasszunk kezdŖ®rt®ket az 

§br§b·l ®s h²vjuk meg a gradmulti.m f¿ggv®nyt! 

> x0 = [2400; - 300]  
> [p i pp] = gradmulti(G,H,x0,1e - 6,100)  
> % Ćbr§zoljuk a megold§st! 
> plot(p(1),p(2), 'r*' )  

Nagyon gyorsan konverg§lt a m·dszer, 4 

iter§ci·b·l eljutottunk a minimumhelyre a k²v§nt 

pontoss§gon bel¿l. 

MATLAB B%O0^4%44 &­''6O.9 !,+!,-!:<3! ɉFMINSEARCH) 

Vannak Matlabos be®p²tett f¿ggv®nyek is, amiket tºbbv§ltoz·s sz®lsŖ®rt®k 

keres®shez haszn§lhatunk, az egyik az fminsearch, ami a Nelder-Mead szimplex 

m·dszert haszn§lja, egy m§sik pedig az fminunc, ami kv§zi-Newton minimaliz§l§st 

alkalmaz. Ha a deriv§ltak nem sz§m²that·ak kºnnyen, akkor c®lszerŤ a szimplex 

m·dszert haszn§lni. A m·dszer sor§n felvesz¿nk egy kezdŖ poli®dert (szimplexet), 2 

dimenzi·s esetben egy h§romszºget, majd az elj§r§s sor§n k¿lºnbºzŖ mŤveleteket 

alkalmazva (ny¼jt§s, zsugor²t§s, t¿krºz®s) ¼gy v§ltoztatjuk a 3 pont helyzet®t, hogy 

mindig igazodjon a f¿ggv®nyfel¿let alakj§hoz, am²g a minimumhely kºrnyezet®re 

zsugorodik. Az elj§r§s meg®rt®s®hez ®rdemes megn®zni mint§nak a kºvetkezŖ 

anim§ci·t: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Nelder-Mead_Himmelblau.gif  

Oldjuk meg a feladatot szimplex m·dszerrel! Ehhez az F f¿ggv®nyt vektor v§ltoz·ss§ 

kell alak²tanunk! 

> x0 = [2400; - 300]  
> F = @(x) F(x(1),x(2)) % vektorv§ltoz·ss§ alak²t§s 
> sol = fminsearch(F,x0)  
> plot(sol(1),sol(2), 'ks' )  

N®zz¿k meg az elt®r®st a m®rt t§vols§gok ®s kiegyenl²tett §ll§spont-mobiltornyok 

t§vols§gai kºzºtt! 

> % hib§k 
> ex = xt -  sol(1); ey = yt -  sol(2);  
> er = rm -  sqrt(ex.^2+ey.^2)  
> %    99.0847  
> %    26.3188  
> %   - 31.7595  
> %   - 57.7440  

Ćbr§zoljuk a megold§st a 3D §br§n is! 

> figure(3); hold on;  

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Nelder-Mead_Himmelblau.gif
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> plot3(sol(1),sol(2),F(sol), 'r*' )  

 

Megjegyz®s: Az ismertetett m·dszerek lok§lis sz®lsŖ®rt®k keresŖ algoritmusok voltak, 

mindig egy adott kezdŖ®rt®k kºzel®ben kerest®k a lok§lis minimumot. A glob§lis 

minimum meghat§roz§s§hoz tºbb lok§lis minimum eset®ben meg kell vizsg§lni az 

ºsszes lok§lis minimum ®rt®k®t, ®s kºz¿l¿k kiv§lasztani a legkisebbet, az lesz a 

glob§lis minimum. L®teznek olyan m·dszerek is, melyekkel rºgtºn a glob§lis 

minimumot lehet meghat§rozni egy adott tartom§nyon (p®ld§ul genetikus 

algoritmusok), de ezekkel most idŖ hi§ny§ban nem tudunk foglalkozni. 

-!8)-5- +%2%3O317 

Az eddig haszn§lt m·dszerek kºz¿l az intervallum ®s aranymetsz®s m·dszer®vel 

minimumhelyet tudunk csak megkeresni, a Newton m·dszerrel v²zszintes ®rintŖjŤ 

helyeket keres¿nk, teh§t ez mind minimum, mind maximum meghat§roz§sra 

alkalmazhat·, a be®p²tett fminsearch pedig, ahogy a neve is mutatja szint®n minimum 

hely meghat§roz§s§ra alkalmazhat·. Lehetne persze kis m·dos²t§ssal az 

intervallum/aranymetsz®s m·dszert is 

maximum keres®sre haszn§lni, de 

egyszerŤbb, ha maximum keres®s helyett a 

f¿ggv®ny (-1) szeres®nek a minimum§t 

keress¿k meg. N®zz¿nk erre egy p®ld§t! 

Keress¿k meg az Ὢὼ   ὼ  φὼ  ρ 
f¿ggv®ny maximum§t! 

> clear all ; clc; close all ;  
> f = @(x) - x.^2 + 6*x + 1  
> fplot(f)  
> fm = @(x) - f(x)  
> xm = fminsearch(fm,4) %  3.0000  
> fmax = f(xm) %  10.0000  
> hold on; plot(xm, fmax, 'ro' )  

Ne felejts¿k el, hogy a maximum ®rt®k®nek meg§llap²t§s§hoz az eredeti f¿ggv®nybe 

kell visszahelyettes²teni! 

                                            

17 Otthoni §tn®z®sre 
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'9!+/2,s &%,!$!418 

Szennyv²zbevezet®sek §ltal terhelt ®lŖvizek eset®ben, a kºrnyezeti hat§sok 

megismer®se ®s egy¼ttal lehets®ges minimaliz§l§sa ®rdek®ben fontos a szennyezŖ 

anyag terjed®s®nek, koncentr§ci· eloszl§s§nak meghat§roz§sa. Foly·kba torkol· 

tiszt²tott szennyv²zbevezet®s eset®ben vizsg§ljuk meg a foly· v²zben oldott oxig®n 

koncentr§ci·j§nak minim§lis ®rt®k®t! Ennek ®rt®ke a v²z ®lŖvil§g§nak v®delme 

®rdek®ben nem lehet kisebb egy kritikus minimum szintn®l! 

 

Az §bra a koncentr§ci· v§ltoz§s§t mutatja a szennyezŖ anyag tart·zkod§si idej®nek 

f¿ggv®ny®ben. Az oldott oxig®n koncentr§ci· (c) v§ltoz§s§t az idŖ f¿ggv®ny®ben a 

kºvetkezŖ f¿ggv®nnyel lehet le²rni [mg/L]: 

ὧὸ ὧ
Ὧὒ

Ὧ Ὧ Ὧ
Ὡ Ὡ

Ὓ

Ὧ
ρ Ὡ  

ahol t a tart·zkod§si idŖ [nap],  cs a tel²t®si koncentr§ci· (most az ®rt®ke: 10 mg/L), L0 

a biok®miai oxig®nig®ny (BOD) a bet§pl§l§sn§l (50 mg/L), kd a leboml§si sebess®g 

[0.1 1/nap], ks a ki¿leped®si sebess®g [0.05 1/nap], ka az §tlevegŖz®si sebess®g [0.6 

1/nap], Sb pedig a ki¿leped®si oxig®nig®ny [1 mg/L/nap]. 

Hat§rozzuk meg a foly· minim§lis oxig®n koncentr§ci·j§t a szennyv²z bevezet®s 

kºzel®ben! ElŖszºr §br§zoljuk a f¿ggv®nyt! 

> % szennyv²z bevezet®s 
> clear all ; clc; close all ;  
> cs  = 10; L0 = 50; kd = 0.1; ks = 0.05; ka = 0.6; Sb = 1;  
>   
> c = @(t) cs -  kd*L0/(kd+ks - ka)*(exp( - ka*t) - exp( - (kd+ks)*t)) -  

Sb/ka*(1 - exp( - ka*t))  

A koncentr§ci· f¿ggv®nye el lett mentve a koncentracio.mat f§jlba, ²gy a beg®pel®sek 

elker¿l®se miatt betºlthetj¿k a f¿ggv®nyt abb·l is: 

> load koncentracio;  
> c  
> % c = @(t)cs - kd*L0/(kd+ks - ka)*(exp( - ka*t) - exp( - (kd+ks)*t)) - Sb/ka*(1 -

exp( - ka*t))  

Ćbr§zoljuk 0-25 nap kºzºtt a koncentr§ci· v§ltoz§s§t! 

> figure(1)  

                                            

18 Otthoni §tn®z®sre 
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> fplot(c,[0 25])  

 

Keress¿k meg az intervallum m·dszerrel a foly· minim§lis oxig®n koncentr§ci·j§t! A 

kezdŖ unimod§lis intervallum legyen a [0, 5] az §bra alapj§n! 

> % intervallum m·dszer -  egyenlƇ feloszt§s 
> [x1 i1] = intervallum(c,0,5,1e - 6)  
> % x1 =  3.3912; i1 =  3 7 
> c1 = c(x1) % 3.3226  

Teh§t ºsszesen 37 iter§ci· alatt tal§ltuk meg a minimumhelyet, a minim§lis oxig®n 

koncentr§ci· pedig 3.32 mg/L lett. 

Keress¿k meg az aranymetszes m·dszer®vel is 

a minim§lis oxig®n koncentr§ci·t! §br§zoljuk is 

az eredm®nyt! 

> % aranymetsz®s m·dszere 
> [x2 i2] = aranymetszes(c,0,5,1e - 6)  
> % x2 = 3.3912; i2 = 3 1 
> c2 = c(x2) % 3.3226  
>  
> hold on;  
> plot(x2, c(x2), 'r*' )  

 

Most egyr®szt a kor§bbi 37 iter§ci· helyett 31 iter§ci·s l®p®s is el®g volt a 

megold§shoz, viszont, ha a f¿ggv®ny ki®rt®kel®sek sz§m§t n®zz¿k, akkor m®g 

nagyobb a k¿lºnbs®g. Az egyenlŖ feloszt§s eset®n minden iter§ci·ban 2 

f¿ggv®ny®rt®ket kellett kisz§molni, vagyis 37*2=74 f¿ggv®nyki®rt®kel®s tºrt®nt, az 

aranymetsz®s eset®ben csak az elsŖ iter§ci·ban kellett 2 ki®rt®kel®st v®gezni, ut§na 

m§r csak iter§ci·nk®nt egyet, vagyis ºsszesen 32-szer kellett kisz§molni a f¿ggv®ny 

®rt®k®t! Ez bonyolult f¿ggv®nyek eset®ben nagy elŖnyt jelent az egyenletesen felvett 

pontokkal szemben. 

Alkalmazzuk most a Newton m·dszert sz®lsŖ®rt®k keres®sre! A Newton m·dszerrel 

tºrt®nŖ sz®lsŖ®rt®k keres®shez sz¿ks®g van mind az elsŖ, mind a m§sodik deriv§lt 
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sz§m²t§s§ra! KezdŖ®rt®knek v§lasszuk most az elŖzŖ intervallum egyik v®gpontj§t, az 

ºsszehasonl²that·s§g v®gett, mondjuk az 5-ºt! (Term®szetesen az §bra alapj§n 

pontosabb kezdŖ®rt®k is v§laszthat· lenne, p®ld§ul a 4). A szimbolikus deriv§ltak 

f¿ggv®nny® alak²t§s§hoz haszn§ljuk a matlabFunction f¿ggv®nyt!  

> %% Newton m·dszer 
> syms t  
> df = diff(c(t),t) % df = (5*exp( - (3*t)/20))/3 -  (23*exp( - (3*t)/5))/3  
> ddf = diff(c(t),t,2) % ddf = (23*exp( - (3*t)/5))/5 -  exp( - (3*t)/20)/4  
>   
> % Alak²tsuk §t a szimbolikus kifejez®seket f¿ggv®nyekk®! 
> df = matlabFunction(df)  
> ddf = matlabFunction(ddf)  
>  
> % megold§s Newton m·dszerrel 
> [cn in] = newton(df, ddf, 5, 1e - 6, 100) % cn = 3.3912; in = 6  

Most mindºssze 6 iter§ci·b·l eljutottunk a megold§shoz, l§tszik, hogy ez a m·dszer 

sokkal gyorsabban konverg§l, amennyiben konverg§l. Pr·b§ljuk meg v§ltoztatni a 

kezdŖ®rt®ket, adjuk meg az intervallum m§sik v®gpontj§t a 0-t is, majd egy jobb 

kºzel²t®sk®nt a 4-et, ®s pr·b§ljunk ki egy t§volabbi ®rt®ket is, mondjuk a 10-et! Mit 

kapunk eredm®ny¿l? 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

subs - szimbolikus v§ltoz·ba konkr®t ®rt®kek behelyettes²t®se 

fminsearch - 
Egy/tºbbv§ltoz·s f¿ggv®ny minim§nak megkeres®se Nelder-
Mead szimplex m·dszert alkalmazva 

fminunc - 
Felt®tel n®lk¿li sz®lsŖ®rt®k keres®s kv§zi-Newton 
minimaliz§l§st alkalmazva. 

 

 



 15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 

 161  

14. NUMERIKUS INTEGR<,<3 

A numerikus integr§l§s egy kºzel²tŖ integr§l§si m·dszert jelent, melynek 

alkalmaz§s§val a hat§rozott integr§lok kºzel²tŖ ®rt®k®t adjuk meg. Integr§l§sra nagyon 

sok ter¿let van sz¿ks®g, legyen sz· ²vhossz sz§m²t§sr·l (ὒ ᷿ ρ Ὢ ὼ Ὠὼ), 

ter¿let, t®rfogat sz§m²t§sr·l vagy differenci§l egyenletek megold§s§r·l. 

.5-%2)+53 ).4%'2<,<3 42!0O: 3:!"<,94 !,+ALMAZVA 

Az egyik legismertebb m·dszer a trap®z-szab§ly alkalmaz§sa, ahol a k®t szomsz®dos 

pontot ºsszekºtŖ egyenes alatti trap®z ter¿let®vel kºzel²tj¿k az adott szakaszra az 

integr§lt. Ezt haszn§lhatjuk diszkr®t pontok eset®ben is ®s analitikusan megadott 

f¿ggv®nyek eset®ben is, amikor nem tudjuk meghat§rozni szimbolikusan az integr§lt. 

Ez ut·bbi esetben felvesz¿nk n pontot az integr§land· f¿ggv®ny szakaszon, n-1 

szakaszra osztva a tartom§nyt, ®s ezekre a pontokra alkalmazzuk a trap®z szab§lyt. 

Egyetlen intervallum eset®n: 

ὪὼὨὼ
Ὢὥ Ὢὦ

ς
 ὦ ὥ 

Tºbb intervallumn§l ºsszegezni kell a trap®zok ter¿let®t.  ὔ ὲ ρ r®szintervallum 
eset®n: 

ὪὼὨὼ
ρ

ς
 Ὢὼ Ὢὼ ὼ ὼ  

A fenti k®pletben nem sz¿ks®ges, hogy az 

egyes r®szintervallumok azonos 

hossz¼s§g¼ak legyenek, ha azonban az 

intervallumok hossza megegyezik ὼ ὼ
ὼ ὼ Ễ ὼ ὼ Ὤ , akkor 

egyszerŤs²teni lehet a k®pletet: 

ὪὼὨὼ
Ὤ

ς
 Ὢὼ Ὢὼ  

N®zz¿k meg a fentieket egy p®ld§n kereszt¿l! 

A Fºld sŤrŤs®ge (ɟ) a sugar§val (R) egy¿tt v§ltozik, megkºzel²tŖen az al§bbiak szerint: 

Sug§r 
[km] 

0 800 1200 1400 2000 3000 3400 3600 4000 5000 5500 6370 

SŤrŤs®g 
[kg/m3] 

13000 12900 12700 12000 11650 10600 9900 5500 5300 4750 4500 3300 

Hat§rozza meg a Fºld tºmeg®t az al§bbi integr§l alapj§n (a sz§m²t§sokn§l figyelj¿nk 

a m®rt®kegys®gekre)! 
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ὓ Ę ”τ“ὙὨὶ 

A sŤrŤs®gadatokat beolvashatjuk a 'fold_surusege.txt' f§jlb·l, vagy be²rhatjuk k®zzel 

is. 

> % Fºld tºmege 
> clc; close all ; clear all ;  
> adat = load( 'fold_surusege.txt' )  
> R = adat(:,1)*1000  
> ro = adat(:,2)  
> figure(1); plot(R,ro, 'm* - ' )  

Sz§m²tsuk ki az integr§land· f¿ggv®ny ®rt®keit 

a megadott sug§r ®rt®kekhez! 

> fx = 4*pi*ro.*R.^2  

A megold§shoz haszn§ljuk most a Matlab 

be®p²tett trapz f¿ggv®ny®t, ami diszkr®t pontok alapj§n kºzel²ti a hat§rozott integr§l 

®rt®k®t trap®z szab§lyt alkalmazva. A pontoknak nem kell egyenletesen 

elhelyezkedni¿k. 

> M = trapz(R,fx) %  6.0261e+24 kg  

Vagyis a Fºld tºmeg®re φȢπςφρϽρπ  kilogrammot kaptunk. Ez nagys§grendileg 

stimmel, a jelenleg elfogadott becsl®s a Fºld tºmeg®re υȢωχςςπȢπππφϽρπ kg. 

.5-%2)+53 ).4%'2<,<3 SIMPSON-3:!"<,,9!, 

A trap®z szab§ly egyenesekkel kºzel²ti a szomsz®dos pontok kºzºtt a f¿ggv®nyt. 

Pontosabb eredm®nyt lehet el®rni kºnnyen integr§lhat·, magasabb rendŤ f¿ggv®ny 

kºzel²t®s alkalmaz§s§val. A legismertebb ilyen m·dszerek a Simpson-formul§k, 

amelyek m§sod vagy harmadfok¼ polinomokkal kºzel²tik a f¿ggv®ny szakaszokat 

(Simpson's 1/3 method, Simpson's 3/8 method). A m§sodfok¼ Simpson-formula 

eset®ben 3 szomsz®dos pontra lehet illeszteni egy parabol§t. Ezt megtehetj¿k a 

Newton-f®le interpol§ci·s polinomot fel²rva 3 pontra: 

ὴὼ ὥ ὥ ὼ ὼ ὥ ὼ ὼ ὼ ὼ  

Ahol az egy¿tthat·k a kºvetkezŖk: 

ὥ ώȠὥ
ώ ώ

ὼ ὼ
Ƞ ὥ  

ώ ώ
ὼ ὼ

ώ ώ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
 

EgyenlŖ (Ὤ) intervallumok eset®n: 

ὥ ώȠὥ
ώ ώ

Ὤ
Ƞ ὥ  

ώ ς ώ ώ

ς Ὤ
 

Visszahelyettes²tve az egy¿tthat·kat a polinomba, levezethetŖ a kºvetkezŖ k®plet 3 

pontra: 

ὪὼὨὼ ὴὼὨὼ
Ὤ

σ
 Ὢὼ τ Ὢὼ Ὢὼ  
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Ćltal§nos²tva: 

ὪὼὨὼ
Ὤ

σ
 Ὢὼ τ Ὢὼ Ὢὼ  

Legyen n pontunk egyenletesen felv®ve, 

egym§st·l h t§vols§gra az [a,b] intervallumon, 

ekkor ὼ ὥȟὼ ὦ. Az n pont ὔ ὲ ρ 
szakaszra osztja az intervallumot. A Simpson 

szab§lyhoz 3 pont sz¿ks®ges a parabola 

illeszt®shez,  mindig k®t egym§st kºvetŖ 

szakaszra sz§molhatjuk csak az integr§lt, ez®rt 

mindig p§ros sz§m¼ szakaszra kell 

felbontanunk a f¿ggv®nyt a m·dszer 

alkalmaz§s§hoz: 

ὪὼὨὼ ὪὼὨὼ ὪὼὨὼ Ễ ὪὼὨὼ ὪὼὨὼ

ȟȟȣ

 

A h§rom pontra kapott egyenletet felhaszn§lva, n pontra a kºvetkezŖ k®pletet kapjuk: 

ὪὼὨὼ
Ὤ

σ
 Ὢὥ τ Ὢὼ

ȟȟȣ

ς Ὢὼ

ȟȟȣ

Ὢὦ  

Sz§moljuk ki a Fºld tºmeg®t a Simpson szab§lyt alkalmazva is! Matlab-ban ezt a quad 

paranccsal tehetj¿k meg. A quad parancshoz azonban nem diszkr®t pontokat, hanem 

egy f¿ggv®nyt kell megadnunk. Ehhez illessz¿nk a sŤrŤs®g adatokra egy spline gºrb®t!  

Ugyanezt a p®ld§t n®zt¿k az interpol§ci· t®makºr®n®l is, ott l§ttuk, hogy a gºrb®ben 

l®vŖ jelentŖs tºr®sek miatt a kºbºs m§sodrendŤ spline illeszt®s (spline parancs) nagy 

oszcill§ci·t eredm®nyez, ez®rt most haszn§ljunk a kºbºs elsŖrendŤ interpol§ci·t 

(interp1 parancs 'pchip' m·dszere). 

> % kºbºs Hermite interpol§ci· 
> ro_cubic = @(x) interp1(R,ro,x, 'pchip' )  
> figure(1); hold on;  
> g = fplot(ro_cubic, [0 6370000]);  
> set(g, 'Color' , 'k' , 'Linestyle' , ' - .' , 'LineWidth' ,1);  
> legend( 'Eredeti adatok' , 'kºbºs Hermite interpol§ci·')  

 



 15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 

 164  

V®gezz¿k el az integr§l§st a Matlab Simpson-szab§lyt alkalmaz· quad parancs§val 

is! Ehhez adjuk meg az integr§land· mennyis®get a sug§r f¿ggv®nyek®nt, 

felhaszn§lva az elŖbb illesztett gºrb®t! Majd sz§m²tsuk ki az integr§lt! 

> fx_cubic = @(R) 4*pi*ro_cubic(R).*R.^2  
> M2 = quad(fx_cubic,0,6370000) % 5.9658e+24 kg  

A Fºld tºmeg®re most υȢωφυψϽρπ kilogrammot kaptunk. Ez j·val kºzelebb §ll az 

elfogadott becsl®shez, mint a trap®z szab§llyal kapott ®rt®k. 

Megjegyz®s: A quad parancs haszn§lat§t m§r nem javasolj§k a Matlab-on bel¿l, 

k®sŖbbi verzi·kban m§r nem is lesz benne, hanem helyette az integral nevŤ parancs 

haszn§lat§t aj§nlj§k, ami komplexebb esetekben is j·l mŤkºdik. Ez m§r nem a 

hagyom§nyosnak tekinthetŖ Simpson szab§lyt, hanem adapt²v kvadrat¼r§t alkalmaz 

az integr§l kisz§m²t§s§ra. A megh²v§sa megegyezik a quad parancs®val. Most ebben 

az esetben m®gis a Simpson-m·dszerrel kisz§molt integr§l ®rt®ke §ll kºzelebb a 

t®nylegeshez. 

> M3 = integral(fx_cubic,0,6370000) % 6.0541e+24  

Kieg®sz²t®s: Mind a numerikus deriv§l§s, mind a numerikus integr§l§s pontos²t§s§ra 

haszn§lhat· a Richardson-f®le extrapol§ci·. Ezzel a m·dszerrel a csonk²t§si hib§t 

tudjuk csºkkenteni, ¼gy, hogy k®t pontatlanabb kºzel²t®st kombin§lva egy 

nagys§grenddel pontosabb kºzel²t®st §ll²thatunk elŖ. Ennek a r®szleteivel most idŖ 

hi§ny§ban nem foglalkozunk. 

4v""$)-%.:)s3 ).4%'2<,/+ 3:<-^4<3! 3:!"<,9/3 4!24/-<.YON 

K®t ®s h§rom dimenzi·s integr§lok sz§m²t§sa is egy gyakran felmer¿lŖ feladat, ilyen 

p®ld§ul a ter¿let, t®rfogat sz§m²t§s is. Egy k®t dimenzi·s hat§rozott integr§l az al§bbi 

alakba ²rhat·: 

Ὅ  Ὢὼȟώ Ὠὼ Ὠώ 

Az integr§l§s ilyenkor k®t l®p®sre bonthat·, egy belsŖ ®s egy k¿lsŖ integr§l§sra. 

Fel²rhatjuk elŖszºr a k¿lsŖ integr§lt valamelyik kor§bbi m·dszerrel (trap®z, Simpson 

szab§ly), ahol minden egyes tag egy belsŖ integr§lt fog tartalmazni, amiket szint®n 

numerikusan sz§molhatunk. ĉgy az egyv§ltoz·s numerikus integr§l§st lehet 

§ltal§nos²tani tºbb dimenzi·ra, szab§lyos (t®glalap, t®glatest) tartom§ny eset®n. 

Matlab-ban szab§lyos tartom§ny eset®n egy f¿ggv®ny kettŖs integr§lj§nak 

kisz§m²t§s§ra haszn§lhatjuk az integral2 parancsot, 3 dimenzi·s esetben pedig az 

integral3 parancsot. 

> q = integral2(fun,xmin,xmax,ymin,ymax)  

> q = integral3( fun , xmin , xmax, ymin , ymax, zmin , zmax)  

Az elŖbbire n®zt¿nk is m§r egy p®ld§t a 2D interpol§ci· t®makºr®ben, egy szab§lyos 

r§csh§l·ban megadott terep t®rfogat§nak sz§m²t§s§n§l. Eg®szen m§s megkºzel²t®st 

kell alkalmaznunk azonban, ha az integr§l§si tartom§ny szab§lytalan alak¼.  

https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_fun
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_xmin
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_xmax
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_ymin
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_ymax
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_zmin
https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/integral3.html#inputarg_zmax
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4v""$)-%.:)s3 ).4%'2<,/+ 3:<-^4<3! 3:!"<,94!,!. 4!24/-<.9/. 

Szab§lytalan tartom§nyon az integr§l§shoz haszn§lhatjuk a Monte-Carlo m·dszert. 

Ez egy sztochasztikus algoritmus, ami v®letlen sz§mokat haszn§l. A hagyom§nyos 

integr§l§si m·dszerek §ltal§ban egy szab§lyos r§cson ®rt®kelik ki az integrandust, m²g 

ebben az esetben v®letlen pontokban tºrt®nik a f¿ggv®ny ki®rt®kel®s. Ezt a m·dszert 

a legkºnnyebben ter¿let, t®rfogat sz§m²t§son lehet bemutatni, de a m·dszer 

§ltal§nos²that· m§s esetekre is. 

4%2­,%4 3:<-^4<3 -/.TE-#!2,/ -s$3:%22%, 

Meghat§roztuk egy v²zgyŤjtŖ ter¿let hat§r§nak a pontjait, sz§m²tsuk ki a v²zgyŤjtŖ 

ter¿let®t! Ehhez elŖszºr tºlts¿k be a 'vizgyujto.txt' §llom§nyt, jelen²ts¿k meg, a 

torzul§sok elker¿l®se v®gett azonos l®pt®kkel az x ®s y tengelyen a hat§rpontokat! 

> clc; clear all ; close all ;  
> adat = load( 'vizgyujto.txt' );  
> x = adat(:,1); y = adat(:,2);  
> figure(1); hold on;  
> plot(x,y, 'r - ' , 'LineWidth' ,2)  
> axis equal  

Ha a ter¿letet Monte-Carlo m·dszerrel 

szeretn®nk meghat§rozni, akkor az az 

alapelv, hogy meghat§rozzuk a ter¿let 

befoglal· t®glalapj§t ®s gener§lunk ezen a 

tartom§nyon N v®letlen pontot egyenletes 

eloszl§sban. Ezut§n megsz§moljuk, hogy 

h§ny pont esik az adott ter¿letre (n) ®s meghat§rozzuk azt az ar§nysz§mot (”), hogy 

a bel¿l l®vŖ pontok hogy viszonyulnak az ºsszes ponthoz. KellŖen sok pont felv®tele 

eset®n ez az ar§ny kºzel²tŖleg a keresett ter¿let ®s a befoglal· ter¿let ar§ny§t adja: 

”
ὲ

ὔ
 

Ha ismerj¿k a befoglal· t®glalap ter¿let®t: Ὕ ὥϽὦ, akkor a keresett szab§lytalan 
tartom§ny (jelen esetben v²zgyŤjtŖ) ter¿lete Tv sz§m²that·: 

Ὕ ᷿Ὢὼ ὨὝ ”ϽὝ
ὲ

ὔ
 Ͻ ὥϽὦ 

Oldjuk meg ezt Matlab-ban! ElŖszºr rajzoljuk meg a 

befoglal· t®glalapot a ter¿let¿nk kºr® (rectangle)! 

> a = max(x) - min(x) % 6.6698e+03  
> b = max(y) - min(y) % 1.3169e+04  
> rectangle( 'Position' ,[min(x),min(y),a,b])  

Gener§ljunk v®letlen pontokat k®t dimenzi·ban! Ehhez 

tºbb parancsot is haszn§lhatunk, az egyik a pszeudo 

v®letlen sz§mokat l®trehoz· rand parancs, a m§sik a 

Halton pontok (haltonset), amelyek a van der Corput sorozatokon alapulnak. 

Gener§ljunk vel¿k 1000 pontot. MindkettŖ a [0,1] tartom§nyon dolgozik. 

> % Pszeudo - v®letlen pontok elƇ§ll²t§sa 
> xyr = rand(1000,2);  
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> figure(2);  
> plot(xyr(:,1),xyr(:,2), 'r.' )  
> title( 'Pszeudo - v®letlen pontok')  
>  
> % Halton pontok elƇ§ll²t§sa 
> hs = haltonset(2); % 2 dimenzi·s Halton sorozat gener§l§sa 
> xyh = net(hs,1000);  
> figure(3);  
> plot(xyh(:,1),xyh(:,2), 'r.' )  
> title( 'Halton pontok' )  

 

A fenti §br§k kºz¿l az elsŖ a pszeudo v®letlen pontokat, a jobb oldali a Halton pontokat 

mutatja. L§tsz·dik, hogy ez ut·bbi egyenletesebb eloszl§s¼, ²gy haszn§ljuk ezt a 

sz§m²t§sainkhoz!  

Mivel a [0,1]x[0,1] tartom§nyon vannak a 

pontjaink, transzform§ljuk §t Ŗket a 

meghat§rozott befoglal· t®glalap ter¿let®re! 

Ehhez szorozzuk meg az oldalakat a 

megfelelŖ t®glalap oldalhossz§val ®s toljuk el 

a kezdŖpontba! 

> % Halton pontok §ttranszform§l§sa 
a tartom§nyba, ahol dolgozunk 

> xh = xyh(:,1)*a + min(x);  
> yh = xyh(:,2)*b + min(y);  
> figure(1);  
> plot(xh,yh, 'b.' )  

A Monte-Carlo m·dszer alkalmaz§s§hoz meg kell sz§moljuk, hogy h§ny pont van a 

tartom§nyon bel¿l. Ehhez a Matlab inpolygon parancs§t haszn§lhatjuk, ami egy 

vektort ad vissza a bel¿l l®vŖ pontokn§l egyesekkel, a tºbbi pont index®n®l null§kkal. 

A nem nulla elemeket megsz§molhatjuk az nnz paranccsal (number of nonzero matrix 

elements). 

> % Ter¿let sz§m²t§s Monte- Carlo m·dszerrel 
> k = inpolygon(xh,yh,x,y);  
> plot(xh(k),yh(k), 'r*' )  
> n = nnz(k) % bel¿l l®vƇ pontok sz§ma: 280 
> N = length(xh) % ºsszes pont sz§ma: 1000 
> T = a*b % teljes ter¿let: 87824061 m^2 
> t = n/N*T % bel¿l l®vƇ ter¿let: 2.4591e+07  
> format long  



 15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 

 167  

> t %  2.459073708000000e+07 = 2 4590737.08  m^2 

EllenŖrz®sk®pp kisz§m²thatjuk a ter¿letet a geod®zi§ban is haszn§lt, koordin§t§kra 

fel²rhat· trap®zokra bont§s m·dszer®vel is (Ὕ  В ) !  

> % EllenƇrz®s: ter¿letsz§m²t§s koordin§t§k alapj§n (trap®z m·dszer) 
> x1 = x([2:end ,1]);  % eggyel balra tolt koordin§t§k 
> y1 = y([2:end,1]);  % eggyel balra tolt koordin§t§k 
> Tp = sum((y1+y).*(x1 - x)/2) %  24591531 m^2  

Vagy haszn§lhat· ugyanerre a Matlab be®p²tett trapz parancsa is, ekkor az utols· pont 

koordin§t§ja ut§n oda kell ²rjuk az elsŖ pont koordin§t§it: 

> x1 = [x; x(1)]; y1 = [y; y(1)];  
> Tp = trapz(x1,y1) % 24591531  

A k®t m·dszer hasonl· eredm®nyt adott, a Monte-Carlo m·dszer tov§bb pontos²that· 

tºbb pont felv®tel®vel. Egy szab§lytalan idom ter¿let®nek kisz§mol§s§ra sokf®le 

m·dszer §ll rendelkez®s¿nkre, a Monte-Carlo m·dszer elŖnye abban nyilv§nul meg, 

hogy §ltal§nos²that· m§s esetekre is. P®ld§ul ezzel a m·dszerrel kisz§molhatjuk, hogy 

mennyi csapad®k hullott a v²zgyŤjtŖ ter¿let®re, amennyiben ismerj¿k a csapad®k 

eloszl§s§t, p®ld§ul n®h§ny helyen csapad®km®r®s tºrt®nt! 

MONTE-#!2,/ -s$3:%2 <,4!,<./3^4<3! 

Fogalmazzuk meg a Monte-Carlo m·dszert 

§ltal§nosan! Legyen Ὢὼ  ®rtelmezve egy ὼɴ ὠ 

tartom§nyon ®s keress¿k a f¿ggv®ny hat§rozott 

integr§lj§t a tartom§ny egy ὠ r®sztartom§ny§n ὠ Ṓ
ὠ. a keresett integr§l: ᷿ ὪὼὨὠ. 

A f¿ggv®ny §tlag®rt®k®t a keresett tartom§nyon 

kisz§m²thatjuk az al§bbi m·don integr§l§ssal: 

ὪӶ
ρ

ὠ
 ὪὼὨὠ  

Vagy felvehet¿nk a tartom§nyon n pontot ®s kisz§molhatjuk ezekben a pontokban a 

f¿ggv®ny ®rt®kek §tlag§t, ami sok pont felv®tele eset®n kºzel²tŖleg megegyezik az 

integr§l§ssal kisz§molt ®rt®kkel:  

ὪӶ
ρ

ὲ
 Ὢὼ  

ahol ὼᶰὠ ®s ὲ a tartom§nyba esŖ pontok sz§ma. 

Az §tlagra kapott kifejez®seket egyenlŖv® t®ve kifejezhetj¿k az integr§lt: 

ὪὼὨὠ
ὠ

ὲ
 Ὢὼ  

A ὠ tartom§ny kºzel²t®s®t megkaphatjuk, a ter¿letsz§m²t§sn§l is haszn§lt m·don. 

Amennyiben a v®letlenszerŤen felvett pontok egyenletes eloszl§st kºvetnek, akkor 
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kellŖen sok pont eset®n a tartom§nyon bel¿l l®vŖ pontok sz§ma ¼gy ar§nylik az ºsszes 

ponthoz, mint a ὠ r®sz tartom§ny nagys§ga a teljes ὠ tartom§nyhoz: 

ὠ

ὠ

ὲ

ὔ
  O   ὠ  

ὠϽὲ

ὔ
 

ahol ὲ a tartom§nyba esŖ, ὔ pedig az ºsszes pont sz§ma. Az integr§l kºzel²t®se teh§t: 

᷿ὪὼὨὠ

ὠϽὲ
ὔ
ὲ
 Ὢὼ  

ὠ

ὔ
 Ὢὼ  

Vagyis az integr§l sz§m²that· a tartom§nyon bel¿l l®vŖ pontokban kisz§molt 

f¿ggv®ny®rt®kek ºsszeg®nek ®s a (teljes tartom§ny nagys§ga/az ºsszes pont) 

h§nyados§nak szorzat§val. A ὠȾὔ tulajdonk®ppen az egy pontra jut· ter¿let/t®rfogat 

nagys§g§t adja meg. 

LEHULLOTT C3!0!$O+-%..9)3O' 3:<-^4<3 -/.4%-#!2,/ -sDSZERREL 

A megadott v²zgyŤjtŖ ter¿leten csapad®km®rŖ §llom§sokat helyeztek el ®s megm®rt®k 

a lehullott csapad®k mennyis®g®t egy nagy vihar alatt, az §llom§sokon 5-12 mm esŖt 

m®rtek helytŖl f¿ggŖen. K®rd®s, hogy ºsszesen mennyi csapad®k hullott a v²zgyŤjtŖ 

ter¿let eg®sz®re? 

A csapad®km®rŖ §llom§sokon m®rt csapad®kmennyis®geket kºzel²tett®k a kºvetkezŖ 

m§sodfok¼ polinommal: 

Ὢὼȟώ πȢππυφϽρπ ὼ σϽρπ ώ ρπ  ὼ ςϽρπ  ὼώ ςϽρπ  ώ 

A fenti f¿ggv®nyt kellene integr§lni a v²zgyŤjtŖ ter¿let®re. Oldjuk meg a feladatot 

Monte-Carlo m·dszerrel! 

Adjuk meg a fenti f¿ggv®nyt! Be²rhatjuk k®zzel is, vagy betºlthetj¿k a csap.mat 

§llom§nyb·l! 

> load csap.mat  
> csap % @(x,y)5e - 3+6e - 07.*x+3e - 07.*y - 1e- 10*x.^2 - 2e- 11.*x.*y+2e - 11*y.^2  
> figure(4)  
> h=ezcontour(csap,[min(x) max(x) min(y) max(y)])  
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> set(h, 'Show' , 'on' ); hold on 
> plot(x,y); axis equal ;  

Miut§n 1000 v®letlen pontot m§r felvett¿nk a 

ter¿leten, haszn§lhatjuk itt is ezeket a pontokat. 

Az ºsszes csapad®kot megkapjuk, ha 

kisz§moljuk a ter¿leten bel¿l l®vŖ pontokban az 

§tlagos csapad®k mennyis®get, ®s ezt ut§na 

megszorozzuk a ter¿lettel (mivel ezt m§r az 

elŖbb meghat§roztuk).  

> xb = xh(k);  
> yb = yh(k);  
> n = length(xb) % 280  
> N = length(xh) % 1000  
> % Az §tlagos csapad®k a ter¿leten 
> cs = 1/n*sum(csap(xb,yb)) % 

0.008612820224953 m  
> % Az ºsszes lehullott csapad®k: 
> CS = cs*t % 2.117955976691141e+05  

Vagy haszn§lhatjuk az §ltal§nos²tott Monte-Carlo k®pletet, ez esetben nem kell 

kisz§molni a szab§lytalan tartom§ny ter¿let®t, el®g csak a befoglal· t®glalap ter¿lete 

®s a felvett pontok sz§ma, illetve a tartom§nyon bel¿l l®vŖ pontokban a 

f¿ggv®ny®rt®kek ºsszege. 

> % Az §ltal§nos Monte- Carlo m·dszert haszn§lva,  
> % ha a ter¿letet nem sz§moljuk ki k¿lºn 
> CS2 = T/N*sum(csap(xb,yb)) % 2.117955976691141e+05  

Amennyiben nem szab§lytalan, hanem szab§lyos ter¿leten kell elv®gezni az 

integr§l§st, ha p®ld§ul a befoglal· t®glalapon lehullott csapad®k mennyis®g®re 

vagyunk k²v§ncsiak, akkor haszn§lhatjuk az integral2 parancsot. Az integral2 

parancshoz egy f¿ggv®nyt ®s a 2D tartom§ny hat§rait kell megadjuk. 

> % A befoglal· t®glalapon leesett csapad®k mennyis®ge 
> CS_teglalap = integral2(csap,min(x),max(x),min(y),max(y))  
> % 7.197677742886153e+05  

'9!+/2,s &%,!$!4 .5-%2)+53 $%2)6<,<3(/:ȟ ).4%'2<,<3(/:19 

Adott egy q [N/m] fajlagos s¼ly¼ szabadvezet®k, amelyet k®t egym§st·l b t§vols§gra 

l®vŖ h magass§g¼ oszlophoz rºgz²t¿nk ¼gy, hogy a fesz²tŖerŖ v²zszintes komponense 

H. A k§bel alakj§t az al§bbi koszinusz - hiperbolikus f¿ggv®ny ²rja le: 

ὪὼȟὌȟήȟὦȟὬ
Ὄ

ή
ϽὧέίὬ

ή

Ὄ
Ͻὼ ὧέίὬ

ή

Ὄ
Ͻ
ὦ

ς
Ὤ 

Hat§rozzuk meg a k§bel hossz§t, ha 

H = 1000 N, q = 2 N/m, b = 200m, h = 40m. 

                                            

19 Otthoni §tn®z®sre! 
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Oldjuk meg a feladatot numerikusan ®s ellenŖrizz¿k a hib§j§t szimbolikus sz§m²t§ssal! 

 

Egy f(x) f¿ggv®ny ²vhossz§t [a, b] intervallumon az al§bbi m·don hat§rozhatjuk meg: 

ί ρ Ὢᴂὼ Ὠὼ 

Oldjuk meg a kºvetkezŖ feladatokat: 

1. Ćll²tsuk elŖ a pontos megold§st szimbolikusan a k®sŖbbi ellenŖrz®shez! 

2. A deriv§lt f¿ggv®nyt kºzel²ts¿k a m§sodrendŤ hib§j¼, ὕὬ  differencia 
m·dszerrel! 

ὨὊὼȟЎ
Ὂὼ Ў Ὂὼ Ў

ςϽЎ
 

ĉrjuk fel a deriv§lt f¿ggv®ny kºzel²t®s®t Ў l®p®skºz f¿ggv®nyek®nt! Hasonl²tsuk 

ºssze a pontos megold§ssal grafikusan Ў υ ®s Ў ρπ eset®n! 

3. Sz§m²tsuk ki az ²vhosszat a trap®zszab§llyal Ў υ ®s Ў ρπ eset®n! 
4. V®gezz¿k el az integr§l§st a negyedrendŤ hib§j¼ Simpson szab§ly alapj§n is! 
5. Ćbr§zoljuk a hib§kat grafikusan oszlopdiagram seg²ts®g®vel! 

> %% ĉvhossz sz§m²t§s  
> % ²vhossz: S=int(sqrt(1+df^2),a,b)) 
>   
> clear all ; format short ; clc;  close all;  
>   
> H=1000; % Fesz²tƇerƇ v²zszintes komponense [N] 
> q=2;    % Szabadvezet®k fajlagos s¼lya [N/m] 
> b=200;  % K®t oszlop kºzºtti t§vols§g [m] 
> h=40;   % Oszlop magass§ga [m] 
>   
> f=@(x) H/q*(cosh(q/H*x) - cosh(q/H*b/2))+h;  
> % A k§bel alakj§t le²r· f¿ggv®ny 
>   
> figure(1); clf;  
> f plot(f, [ - 100,100])  
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> % A pontos megold§s -  szimbo likusan  
> syms x ;  
> fs =  H/q*(cosh(q/H*x) - cosh(q/H*b/2))+h  
> diff(fs,x)  
> % ans = sinh(x/500)  
> fsint = sqrt(1+sinh(x/500)^2)  
> ihsym = int(fsint,x, - 100,100)  
> % ihsym = 500*exp(1/5) -  500/exp(1/5)  
> ihsym=double(ihsym)  
> % ihsym = 201.3360  
>   
> % Numerikus megold§s 
> % A deriv §ltf¿ggv®nyt a m§sodrendơ hib§j¼ O(h^2) differencia 
m·dszerrel kºzel²tj¿k 

> df=@(x,d) (f(x+d) - f(x - d))/(2*d); % numerikus kºzel²t®s 
> dfs=@(x) sinh(x/500); % a pontos megold§s szimbolikus sz§m²t§sb·l 
>   
> % delta=5 ®s delta=10 eset®n a deriv§ltak kºzel²t®s®nek hib§ja 
> d5=@(x) dfs(x) - df(x,5);  
> d10=@(x) dfs(x) - df(x,10);  
>   
> % a hibaf¿ggv®nyek §br§zol§sa 
> figure(2);clf;  
> f plot(d5, [ - 100,100]);  
> hold on 
> f plot(d10, [ - 100,100]);   

> %% Integr§l§s -  ²vhossz: S=int(sqrt(1+df^2),a,b)) 
> % A pontos ®rt®k: 201.3360 
>   
> % Integr§l§s a trap®z szab§ly alapj§n (m§sodrendơ hib§val) -  

trapz(x,y)  




































































































