
  

 

   

 

.ÕÍÅÒÉËÕÓ ÍĕÄÓÚÅÒÅË 
ïÐþÔěÍïÒÎĘËĘËÎÅË 
Matlab-bal 
 

Dr Laky Piroska 

 

BudapestÉ -ĴÓÚÁËÉ ïÓ 'ÁÚÄÁÓÜÇÔÕÄÏÍÜÎÙÉ %ÇÙÅÔÅÍ 

OÐþÔěÍïÒÎĘËÉ +ÁÒ 

 

2018 



   Tartalomjegyz®k 

 2  

4!24!,/-*%'9:O+ 

1. MATLAB/Octave alapoz· 8 

Matlab Munkakºrnyezet, alapok 9 

Seg²ts®g (help, documentation) 9 

N®h§ny hasznos parancs 10 

£rt®kad§s, v§ltoz· t²pusok, f¿ggv®ny haszn§lat 11 

Script ²r§sa 12 

EgyszerŤ plottol§s 13 

F¿ggv®nyek 15 

Felhaszn§l· §ltal defini§lt egysoros f¿ggv®nyek 15 

F¿ggv®nyek k¿lºn f§jlban 16 

Program kommentek, ôhelpô ²r§sa saj§t f¿ggv®nyekhez 18 

Matlab Hiba¿zenetek 18 

Kieg®sz²t®s Octave haszn§lat§hoz 19 

symbolic csomag telep²t®se 19 

Seg²ts®g (help, documentation) 20 

Haszn§lt MATLAB f¿ggv®nyek 20 

2. MATLAB el§gaz§sok, ciklusok, f§jlmŤveletek 22 

El§gaz§sok, ciklusok 22 

K®tir§ny¼ felt®teles el§gaz§s - if, elseif, else 22 

Tºbbir§ny¼ el§gaz§s - switch, case 23 

Sz§ml§l§ssal vez®relt ciklus - for 24 

Felt®tellel vez®relt ciklus - while 24 

Form§zott szºvegek (fprintf, sprintf) 25 

F§jlmŤveletek 26 

Import Data tool, Table, Structure, cell array adatt²pusok 26 

EgyszerŤ adatbeolvas§s/ki²r§s (load, save) 27 

Form§zott ki²r§s f§jlba (fprintf) 30 

Soronk®nti beolvas§s (fgetl, fgets) 30 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 33 

3. Sz§m²t§sok hib§i 34 

Bevezet®s a numerikus m·dszerekbe 34 

Kerek²t®si hiba, lebegŖpontos sz§m§br§zol§s 35 



   Tartalomjegyz®k 

 3  

Abszol¼t ®s relat²v hiba 37 

Stabilit§s, kond²ci·sz§m 37 

Stabilit§s 38 

Kond²ci·sz§m 39 

Csonk²t§si hiba 40 

Teljes hiba 41 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 44 

4. Nemline§ris egyenletek gyºkei 45 

Csatorna m®retez®si p®lda 45 

Z§rt intervallum m·dszerek 47 

Intervallum felez®s m·dszere (bisection method) 47 

H¼rm·dszer (regula falsi method) 48 

Intervallum felez®s ®s h¼rm·dszer Matlab-ban 48 

Csatorna m®retez®s z§rt intervallum m·dszerekkel 48 

Ny²lt intervallum m·dszerek 49 

Newton m·dszer (Newton's method) 49 

SzelŖ m·dszer (Secant method) 50 

Newton m·dszer Matlab-ban 50 

Csatorna m®retez®s Newton m·dszerrel 51 

Be®p²tett Matlab f¿ggv®ny - fzero 51 

Brent m·dszer (inverse quadratic interpolation) 51 

Csatona m®retez®s fzero alkalmaz§s§val 52 

Egyv§ltoz·s algebrai polinom gyºkei 53 

FŖfesz¿lts®gek meghat§roz§sa,  saj§t®rt®k feladat megold§sa 53 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 56 

5. Line§ris egyenletrendszerek 1. 57 

Megold§sok l®tez®se ®s egy®rtelmŤs®ge 58 

L®tezik ®s egy®rtelmŤ a megold§s 59 

Gauss-elimin§ci·, h§romszºg m§trixok,  visszahelyettes²t®s, permut§ci· 59 

LU felbont§s 61 

Megold§s LU felbont§ssal 62 

R§csos tart· r¼derŖi LU felbont§ssal 62 

Cholesky felbont§s 63 

Matlab be®p²tett f¿ggv®nyek (inv, linsolve, \ - mldivide) 64 



   Tartalomjegyz®k 

 4  

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 66 

6. Line§ris egyenletrendszerek 2. 67 

V®gtelen sok megold§s van 67 

QR felbont§s 68 

SVD felbont§s 70 

Matlab be®p²tett f¿ggv®nyek (linsolve, , pinv) 71 

Nincs megold§s (legkisebb hib§j¼ megold§s) 72 

QR felbont§s 73 

SVD felbont§s 74 

Matlab be®p²tett f¿ggv®nyek (linsolve, , pinv) 74 

Iterat²v m·dszerek (Jacobi, Gauss-Seidel) 75 

Iter§ci·s m·dszerek Matlabban 77 

Đj f¿ggv®nyek a gyakorlaton 79 

7. Nemline§ris egyenletrendszerek megold§sa 80 

Egyenletrendszer vektoros jelºl®sm·dja 80 

Poz²ci·meghat§roz§s mobiltelefonnal 81 

Tºbbv§ltoz·s Newton m·dszer 82 

Tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszer matlab-ban 83 

Megold§s Newton-m·dszerrel 83 

Megold§s numerikusan fsolve seg²ts®g®vel 85 

Megold§s szimbolikusan solve seg²ts®g®vel 86 

Gyakorl· feladatok 87 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 89 

8. Regresszi· 90 

Regresszi· minŖs²t®se 90 

Egyenes illeszt®s 91 

Parabola illeszt®s 94 

Polinom illeszt®s matlab be®p²tett f¿ggv®nyeivel  (polyfit, polyval) 96 

Nemline§ris regresszi· line§ris alakba ²r§ssal 97 

Nemline§ris egyenlet t²pus§nak kiv§laszt§sa 100 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 100 

9. Gyakorl· feladatok 1. 101 

Line§ris egyenlet rendszerek 101 

Nemline§ris egyenletek/egyenletrendszerek 103 



   Tartalomjegyz®k 

 5  

Regresszi· 105 

Numerikus m·dszerek minta z§rthelyi 109 

10. Interpol§ci· 110 

Interpol§ci· egyetlen polinommal 110 

Lagrange ®s Newton interpol§ci·s polinomok 112 

Lagrange interpol§ci·s polinom 113 

Newton-f®le interpol§ci·s polinom 113 

T§roz· jellegºrbe interpol§ci·ja 114 

Spline interpol§ci· 115 

Line§ris spline interpol§ci· 116 

N®gyzetes spline interpol§ci· 117 

Kºbºs m§sodrendŤ spline interpol§ci· 117 

Kºbºs elsŖrendŤ spline interpol§ci· 119 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 120 

11. K®tv§ltoz·s interpol§ci·, regresszi· 121 

Tºbb®rt®kŤ gºrb®k interpol§ci·ja 121 

K®tv§ltoz·s interpol§ci· szab§lyos r§cson adott pontok eset®n 123 

K®tv§ltoz·s Regresszi· 126 

K®tv§ltoz·s interpol§ci· szab§lytalan elrendez®sŤ  pontok eset®n 129 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 130 

12. Numerikus deriv§l§s 132 

V®ges differencia kºzel²t®s 132 

A v®ges differencia kºzel²t®sek hib§i 133 

Magasabb rendŤ differencia h§nyadosok 134 

Differencia h§nyadosok alkalmaz§sa 135 

Deriv§l§s f¿ggv®nyilleszt®ssel  (szimbolikus deriv§l§s, polinom deriv§l§sa) 137 

¥ntºzŖv²z t§rol· p§rolg§si, sziv§rg§si vesztes®gei 138 

Deriv§l§s tºbbv§ltoz·s esetben 142 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 144 

13. Felt®tel n®lk¿li optimaliz§ci· 145 

Egyv§ltoz·s f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®k keres®se 146 

Lehajl§s vizsg§lat 146 

Intervallum m·dszer (Ternary search) 146 

Aranymetsz®s m·dszere (Golden-section search) 148 



   Tartalomjegyz®k 

 6  

Newton-m·dszer 150 

Matlab Be®p²tett f¿ggv®ny alkalmaz§sa (fminsearch) 151 

Tºbbv§ltoz·s f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®k keres®se 152 

Poz²ci· meghat§roz§s t¼lhat§rozott esetben 152 

Tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszer 154 

Tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszer Matlab-ban 155 

Poz²ci· meghat§roz§s tºbbv§ltoz·s Newton-m·dszerrel 155 

Matlab be®p²tett f¿ggv®ny alkalmaz§sa (fminsearch) 156 

Maximum keres®s 157 

Gyakorl· feladat 158 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 160 

14. Numerikus integr§l§s 161 

Numerikus integr§l§s trap®z szab§lyt alkalmazva 161 

Numerikus integr§l§s Simpson-szab§llyal 162 

Tºbbdimenzi·s integr§lok sz§m²t§sa szab§lyos tartom§nyon 164 

Tºbbdimenzi·s integr§lok sz§m²t§sa szab§lytalan tartom§nyon 165 

Ter¿let sz§m²t§s Monte-Carlo m·dszerrel 165 

Monte-Carlo m·dszer §ltal§nos²t§sa 167 

Lehullott csapad®kmennyis®g sz§m²t§s Monte-Carlo m·dszerrel 168 

Gyakorl· feladat numerikus deriv§l§shoz, integr§l§shoz 169 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 172 

15. Differenci§legyenletek ï Kezdeti ®rt®k probl®ma 173 

ElsŖrendŤ kºzºns®ges differenci§legyenlet- kezdeti®rt®k probl®ma 174 

Euler-m·dszer 174 

ElsŖrendŤ differenci§legyenlet megold§sa Euler-m·dszerrel 175 

Euler m·dszer jav²t§sai (Heun-, Kºz®pponti-, Runge-Kutta-m·dszer) 176 

ElsŖrendŤ differenci§legyenlet megold§sa Runge-Kutta-m·dszerrel 177 

ElsŖrendŤ differenci§legyenlet rendszer megold§sa 178 

M§sodrendŤ differenci§legyenletek 180 

M§sodrendŤ differenci§legyenlet megold§sa Matlab-ban 181 

Magasabb rendŤ differenci§legyenletek 184 

Magasabb rendŤ differenci§legyenlet rendszerek 185 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 186 

16. Differenci§legyenletek - perem®rt®k feladatok 187 



   Tartalomjegyz®k 

 7  

T¿z®rs®gi m·dszer (Shooting method) 188 

T¿z®rs®gi m·dszer alkalmaz§sa 188 

Perem®rt®k feladat megold§sa a Matlab be®p²tett f¿ggv®ny®vel 191 

ElsŖrendŤ differenci§legyenlet rendszer megad§sa (odefun) 192 

Perem®rt®kek f¿ggv®nyk®nt megadva (bcfun) 192 

Ki®rt®kelendŖ tartom§ny, ismeretlenek §tlagos ®rt®ke (solinit) 193 

Megold§s bvp4c paranccsal 194 

F¿ggŖleges mozg§s modellez®se bvp4c f¿ggv®nyt haszn§lva 196 

Gyakorl· p®lda perem®rt®k feladatokhoz 196 

A fejezetben haszn§lt ¼j f¿ggv®nyek 197 

17. Gyakorl· feladatok 2. 198 

Megold§sok 205 

Felhaszn§lt irodalom 213 

Mell®kletek 214 

1. mell®klet ïMatlab f¿ggv®nyek t®makºrºnk®nt 214 

2. mell®klet ïSaj§t f¿ggv®nyek t®makºrºnk®nt 220 

 

 

 

 

  



   Tartalomjegyz®k 

 8  

1. MATLAB/OCTAVE ALAPOZs1 

A numerikus m·dszerek gyakorlatok sor§n Matlab matematikai kºrnyezetben mutatjuk 

meg a m®rnºki probl®m§k megold§s§hoz haszn§lhat· k¿lºnbºzŖ numerikus 

elj§r§sokat. Otthoni gyakorl§shoz haszn§lhat·, 2017 m§rcius§t·l ingyenesen, a 

Matlab szoftver a BME egyetemi licenccel (http://www.bme.hu/hirek/20170330/ 

Matematikai_es_muszaki_megoldasok_egyszerubben_es_gyorsabban). J· alternat²v 

megold§s lehet az Octave matematikai kºrnyezet is, ami egy ingyenes, ny²lt 

forr§sk·d¼ program, ahol l®nyeg®ben ugyanazokat a parancsokat haszn§lhatjuk, 

mivel az Octave k®sz²tŖi tºrekednek a Matlab kompatibilit§sra. M®g a grafikus fel¿let 

is nagyon hasonl· a k®t programban, tetsz®s szerint §trendezhetŖ ablakokkal (l§sd 1., 

2. §bra). Az Octave a https://www.gnu.org/software/octave/ oldalr·l tºlthetŖ le, jelenleg 

a 4.4.1 v§ltozat, ami 2018. augusztus 9-®n jºtt ki. 

A Matlab oldal§n l®tre lehet hozni egy MathWorks account-ot (c®lszerŤ BME-s email 

c²met haszn§lni, ha az Online Matlab-hoz is szeretn®nk hozz§f®rni). A MathWorks 

account-tal lehetŖs®g van megoldani a Matlab Onramp-ben tal§lhat· alap gyakorl· 

feladatokat, ezt mindenkinek aj§nlott v®gigcsin§lni (kb. 2-3 ·ra). Tov§bbi j·, online 

gyakorl§si lehetŖs®gek vannak a Matlab Cody oldal§n. 

1MATLAB GRAFIKUS K¥RNYEZETE 

                                            

1 A seg®dlet k®sz²t®se sor§n felhaszn§lva: Todd Young and Martin J. Mohlenkamp: Introduction to 
Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers, Department of Mathematics, Ohio Univer-
sity, July 24, 2018, http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf  

https://www.gnu.org/software/octave/
https://matlabacademy.mathworks.com/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/cody/
http://www.ohiouniversityfaculty.com/youngt/IntNumMeth/book.pdf


   Tartalomjegyz®k 

 9  

2OCTAVE GARFIKUS K¥RNYEZETE 

MATLAB -5.+!+v2.9%:%4, ALAPOK 

A grafikus fel¿let fontosabb r®szei: az ®ppen aktu§lis kºnyvt§r, ahov§ mindent ment a 

program (current folder), a parancssor (command window), a munkakºrnyezet 

(workspace) az ®ppen haszn§lt v§ltoz·kkal, az eddig futtatott parancsok (command 

history) ®s a szerkesztŖ (editor). Az adott panel nev®re kattintva, lenyomva tartott bal 

eg®r gombbal §th¼zhat·ak a panelek, ®s a mozgat§s sor§n a k®kre sz²nezett ter¿letre 

helyezhetŖek. C®lszerŤ lehet rºgz²teni a szerkesztŖt (dock editor), ezt az Editor ablak 

jobb felsŖ r®sz®n l®vŖ ny²lra kattintva tehetj¿k meg. 

A k®sŖbbiekben amire mindig figyelj¿nk, hogy a Matlabban haszn§lt f§jl nevek nem 

kezdŖdhetnek sz§mmal ®s ne legyenek benne ®kezetes karakterek, sz·kºzºk se! A 

program mindig azokat a f§jlokat, f¿ggv®nyeket tudja ®ppen haszn§lni, amik a be§ll²tott 

aktu§lis kºnyvt§rban vannak. 

3%'^43O' ɉ(%,0ȟ $/#5MENTATION) 

Nagyon sokat tanulhatunk a dokument§ci· helyes haszn§lat§b·l is, persze kellŖ 

angoltud§s f¿ggv®ny®ben.  

Ha csak egyszerŤen beg®pelj¿k a help parancsot, akkor a Matlab kilist§zza a 

k¿lºnbºzŖ be®p²tett f¿ggv®nyek kateg·ri§it. Itt vagy dupl§n r§kattintunk a kateg·ria 

nev®re, vagy beg®pelhetj¿k pl. (> jel jelzi a Matlab-ba beg®pelendŖ parancsokat, ezt 

a jelet nem kell beg®pelni!) 

> help elfun  

Ami ki fogja ²rni az ôElementary math functionsô-t, vagyis az alap matematikai 

f¿ggv®nyeket, pl trigonometriai, exponenci§lis, komplex ®s kerek²tŖ f¿ggv®nyek list§ja. 

Ha tudjuk egy adott f¿ggv®ny nev®t, akkor haszn§lhatjuk kºvetkezŖt: 
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> help ' parancsn®v'  

Ez megadja az adott parancs le²r§s§t, haszn§lat§nak m·dj§t. Pl.: 

> help rand  

Megadja, hogy a rand parancs 0-1 kºzºtti egyenletes eloszl§s¼ v®letlen sz§mot 

gener§l, megadja a haszn§lat§nak m·dj§t, hogy lehet egy vagy tºbb bemenettel is 

h²vni ®s megadja a kapcsol·d· parancsokat is (pl. randn, ami standard norm§lis 

eloszl§s¼ v®letlen sz§mokat gener§l 0 v§rhat· ®rt®kkel ®s 1 sz·r§ssal). 

A doc parancs a help-hez hasonl·an mŤkºdik, csak egy j·val r®szletesebb le²r§s az 

adott parancsr·l, sok p®ld§val. Pl. 

> doc ra ndn 

Pr·b§ljuk ki a pwd parancsot! K®rdezz¿k le help-pel ez mit is csin§l! 

M§sik hasznos parancs a lookfor utas²t§s. Ezzel parancs r®szletekre is 

r§kereshet¿nk, vagy b§rmilyen sz·ra, ami a parancs le²r§sban szerepel. Pr·b§ljuk ki 

a kºvetkezŖt: 

> lookfor rand  

Ez minden parancsot kilist§z, aminek a nev®ben, vagy a rºvid le²r§s§ban szerepel a 

rand sz·. Ha t¼l sok§ig tartana a keres®s, akkor megszak²thatjuk a parancsot a CTRL 

+ c billentyŤ kombin§ci·val. 

.O(<.9 (!3:./3 0!2!.CS 

clc   ï kitºrli a command window ablak tartalm§t 

clear   ï kitºrli a v§ltoz·kat (l§sd workspace) 

close  ï bez§rja az aktu§lis §br§t, vagy az ºsszeset (close all) 

CTRL+c   ï f®lbeszak²tja az adott parancsot (kil®p®s pl. v®gtelen ciklusb·l) 

% ï megjegyz®s (a program figyelmen k²v¿l hagyja ami ez ut§n van a sorban) 

;  ï parancs v®g®n a ; hat§s§ra nem jelenik meg az eredm®ny 

'TAB' '/-" O3 ! .9),!+ (!3:.<,!4! A PARANCSSORBAN 

Nagyon hasznos a 'tab' haszn§lata. Ha nem tudjuk pontosan egy adott parancs nev®t, 

csak az elej®t, ®s elkezdj¿k beg®pelni a parancssorba pl, hogy pref, majd ut§na 

nyomunk egy tab-t ha csak egyf®le pref kezdetŤ parancs van, akkor kieg®sz²ti, ha 

tºbb, akkor megadja a lehets®ges parancsokat. Itt tºbb parancs is van ezzel a 

kezdettel pl. prefdir (annak a  kºnyvt§rnak a neve, ahol a be§ll²t§sok, history stb. 

tal§lhat·) vagy a preferences, ami megnyitja a be§ll²t§sok ablakot. 

Szint®n nagyon hasznos a nyilak haszn§lata a parancssorban, amivel kor§bbi 

parancsokat lehet ¼jra elŖhozni, lefuttatni, m·dos²tani. A kor§bbi parancsokat ¼jra le 

lehet futtatni a command history-t haszn§lva is, dupla kattint§ssal az adott 

parancson. 
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O24O+!$<3ȟ 6<,4/:s 4^053/+ȟ &­''6O.9 (!3:.<,!4 

> %% £rt®kad§s, v§ltoz·t²pusok  
> % Egyszerơ ®rt®kad§s (0.01  h§ro mf®lek®ppen)  
> a = 0.01  
> b = 1e- 2 
> c = 1d- 2;  
> a+c  
> clear a % kitºrli az ' a'  v§ltoz·t  
> clear % vagy ' clear all '  kit ºrli az ºsszes v§ltoz· ®rtek®t 
> pi % be®p²tett ®rt®k ( 3.14 )  
> e = exp(1) % e^1  = e  = 2.71  
> b = e^ - 10 % hatv§nyoz§s 

N®h§ny megjelen²t®si, form§z§si lehetŖs®g: 

> format long % tºbb tizedes jegy megjelen²t®se 
> e, b  
> format short % rºvidebb megjelen²t®s 
> e, b  

A Matlab alap objektumai a m§trixok. A vektorok speci§lis m§trixok, pl. 1xn-es 

sorvektorok, vagy mx1-es oszlopvektorok. M§trix/vektor defini§l§s§hoz szºgletes 

z§r·jelet haszn§lunk. Az elemeket egy soron bel¿l vesszŖvel, vagy sz·kºzzel 

v§lasztjuk el, sorok kºzºtt az elv§laszt· a pontosvesszŖ. 

> z = [1 3 45 33 78] % sorvektor  
> z = [1 , 3, 45, 33,7 8] % sorvektor  m§sk®pp megadva 
> t = [2; 4; 22; 66; 21] % oszlopvektor  
> M = [1,2,3; 4, 5, 6] % 2x3 - as m®retơ m§trix/tºmb 

Le lehet k®rdezni egy vektor tetszŖleges elem®t, kerek z§r·jelbe t®ve az elem 

sorsz§m§t: 

> t(2) % eredm®nye: 4 
> M(2,3) % eredm®nye: 6 
> z(end) % z utols· eleme: 78 

Vagy fel¿l lehet ²rni b§rmelyik elem ®rt®k®t: 

> t(2)= 47 
> p = [] % ¿res vektor 
> z(3)=[]; % kitºrli a 3. elemet, ut§na z = 1 3 33 78 

Le lehet k®rdezni egy r®sz®t a vektornak, m§trixnak: 

> t(2:4) % eredm®nye az elƇzƇ parancs ut§n: 47 22 66 
> t(1:29 % elg®pel®s eset®n hiba¿zenet 

  t(39  
      ? 
 Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or 
[.  

> t(1:29)  
Index exceeds matrix dimensions.  
 

> M(1:2,2:3) % eredm®nye: [2,3; 5,6] 

Vektor, m§trix transzpon§ltja:  

> t t  = t' % t transzpon§ltja, sorvektor 
> Mt = M' % eredm®nye: [1,4; 2,5; 3,6] 
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Vannak hasznos parancsok, amelyekkel egyszerŤen lehet vektorokat elŖ§ll²tani: 

> x1 = 1:10 % sorvektor  1- 10- ig eg®sz sz§mok 
> x2 = 1 :0.3:10 % sorvektor 1 - tol 10 - ig, 0.3 oszt§skºzzel 
> x3= (1:0.3:10)' % oszlop vektor 1 - tol 10 - ig, 0.3 oszt§skºzzel 
> x4 = linspace(1,10,4) % 1 ®s 10 kºzºtt 4 pontot vesz fel 

KºnnyŤ ºsszefŤzni v²zszintesen, f¿ggŖlegesen azonos sor/oszlop sz§m¼ 

vektort/m§trixot. 

> X = rand(2,3) % 2x3 - as [0,1] kºzti v®letlen sz§mokb·l §ll· m§trix  
> Y = ones(2,4) % 2x4 - es egyesekbƇl §ll· m§trix 
> Z = eye(3) % 3x3 - as egys®gm§trix 
> W = zeros(2,4) % 2x4 - es null§kb·l §ll· m§trix 
> XY = [X, Y] % 2x7 ele mơ m§trix, v²zszintesen ºsszefơzve X ®s Y 
> XZ = [X; Z] % 5x3 - as m§trix, f¿ggƇlegesen ºsszefơzve X, Z 
> XY2 = [X; Y] % hiba¿zenet 

Error using vertcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  

> XZ2 = [X,Z] % hiba¿zenet 
Error using horzcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  

Sorok oszlopok lev§logat§sa  

> XY(1,:) % XY elsƇ sora (: az adott sorban az ºsszes elem) 
> XY(end,:) % XY utols· sora (: az adott sorban az ºsszes elem) 
> XY(:,1) % XY elsƇ oszlopa  (: az adott oszlop ban az ºsszes elem) 
> XY(:, end - 1) % XZ utols· elƇtti oszlopa (: az adott oszlop ºsszes 

eleme)  

Szºvegek, mint karakterekbŖl §ll· vektorok 

> s = ' p'  % szºveges/karakter ( string) t²pus¼ v§ltoz · 1x1 m ®retơ 
> me = ' Mơszaki Egyetem'  % string  t²pusu v§ltozo 1x15 m®retơ 
> bme = [ 'Budapesti ' , me] % Budapest Mơszaki Egyetem 
> bme(13:17)  

3#2)04 ^2<3! 

Eddig parancssorb·l dolgoztunk, de egy bonyolultabb sz§m²t§st, programot m§r neh®z 

parancssorban meg²rni, sz¿ks®g eset®n jav²tani. C®lszerŤbb lehet egy f§jlba 

ºsszegyŤjteni a haszn§lt parancsokat, ez a script f§jl. Itt is haszn§lhatunk minden 

kor§bbi Matlab f¿ggv®nyt, de egyszerŤbb a jav²t§s, futtat§s. A Matlab alap®rtelmezett 

f§jl t²pusa a *.m f§jl, ez egy egyszerŤ szºvegf§jl, amit b§rmilyen szºvegszerkesztŖvel 

szerkeszthet¿nk. Ezen k²v¿l az ¼jabb Matlab verzi·kban m§r haszn§lhatjuk a livescript 

f§jlt²pust is (*.mlx), ez ut·bbiban vegyesen haszn§lhatunk Matlab utas²t§sokat ®s 

form§zott szºvegeket, k®peket, illetve l§thatjuk rºgtºn az eredm®nyeket is. Ez viszont 

a Matlab saj§t form§tuma, amit csak Matlab programon bel¿l tudunk megnyitni. 

A script f§jlokat futtathatjuk a nev¿k beg®pel®s®vel, de egyszerŤbb az F5 

megnyom§s§val, ez rºgtºn menti ®s futtatja a programot. Figyelj¿nk, hogy a f§jln®v ne 

kezdŖdjºn sz§mmal ®s ne legyenek benne sz·kºzºk, ®kezetek! A f§jlnevek csak 

betŤvel kezdŖdhetnek, ®s csak az angol abc betŤi, illetve sz§mok ®s alulvon§s 

szerepelhet benn¿k.  

Amennyiben nem akarjuk az eg®sz programot lefuttatni betehet¿nk egy return 

parancsot valahov§, ®s akkor csak addig fog lefutni a program. Illetve az F9 
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lenyom§s§val csak a kijelºlt r®sz fog lefutni. M§sik megold§s, ha szekci·kra osztjuk a 

f§jlt dupla % jelek haszn§lat§val (%%) ®s ut§na egy szekci· c²m megad§s§val. Egy 

bizonyos szekci·ban l®vŖ parancsokat a CTRL+Enter billentyŤk megnyom§s§val 

tudunk futtatni. Kezdj¿nk egy ¼j script f§jlt a bal felsŖ sarokban a plusz jelre kattintva 

(new), ®s ezzel megny²lik az Editorban egy ¿res lap. Ments¿k el az aktu§lis 

kºnyvt§runkba gyak1.m f§jl n®ven! A tov§bbiakban ebbe fogunk dolgozni. 

%'93:%2± 0,/44/,<3 

N®zz¿k az al§bbi t§bl§zat adatait egy betonac®l fesz¿lts®g-fajlagos alakv§ltoz§s (ů-Ů) 

diagramj§b·l: 

Ů [%] 0 0.2 2 20 25 

ů [N/mm2=Mpa] 0 300 285 450 350 

1. TĆBLĆZAT BETONAC£L FESZ¦LTS£G-FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS DIAGRAMJA 

ĉrjuk be a gyak1.m script f§jlba: 

> %% Betonacel alakv§ltoz§sa 
> x = [0, 0.2 , 2, 20, 25]  % ki²rja a k®pernyƇre a tartalm§t 
> y = [0 , 300 ,2 85, 450 , 350] ; % nem ²rja ki a k®pernyƇre a tartalm§t 

Futtassuk vagy az F5 paranccsal az eg®sz f§jlt, vagy egy kijelºlt r®szt az F9-cel, vagy 

CTRL+Enter-rel a szakaszt!  

Ha be²rjuk a script f§jlba, parancssorba egy l®tezŖ v§ltoz· nev®t, akkor ki²rja az 

aktu§lis tartalm§t, m®g akkor is, ha az elŖzŖ parancsn§l az y ut§n ; szerepelt, ez®rt ott 

ugyan nem ²rta ki a k®pernyŖre a v§ltoz· ®rt®k®t, de a workspace-be elmentette! 

> x, y  

Vektor form§tumban l®vŖ adatokat a plot paranccsal rajzolhatunk ki: 

> plot(x,y)  

Ez egy vonallal ºssze fogja kºtni a pontokat. Ha a pontokat szimb·lumokkal 

szeretn®nk jelºlni, pr·b§ljuk ki a kºvetkezŖket: 

> plot(x,y, 'x' )  
> plot(x,y, 'o - ' )  
> plot(x,y, 'r* - ' )  
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Hasznos param®terek: 

  

 

     
LineWidth vonalvastags§g 

MarkerEdgeColor pont szimb·lumok hat§rol· vonal§nak a sz²ne  

MarkerFaceColor pont szimb·lumok kitºlt®se  

MarkerSize pont szimb·lumok m®rete 

Haszn§lata, pl.: 

> plot(x,y, ' -- gs' , 'LineWidth' ,2, 'MarkerSize' ,10,...  
>       'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerFaceColor' ,[0.5,0.5,0.5])  

Elnevezhetj¿k a tengelyeket, vagy jelmagyar§zatot, c²met is fŤzhet¿nk hozz§: 

> xlabel( 'Fajlagos alakv§ltoz§s')  
> ylabel( 'Fesz¿lts®g')  
> title( 'Betonac®l fesz¿lts®g- fajlagos alakv§ltoz§s diagramja')  

Vagy bez§rhatjuk az §br§t: 

> close % §bra bez§r§sa 
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F­''6O.9%+ 

Nagyon sok matematikai ®s egy®b be®p²tett f¿ggv®ny van, ezek megismer®s®hez 

c®lszerŤ a help-et, dokument§ci·t bºng®szni. N®zz¿k meg n®h§ny f¿ggv®nyt az alap 

matematikai f¿ggv®nyek kºz¿l (Elementary math functions) ï ld. help elfun 

A f¿ggv®nyek v§ltoz·i mindig kerek z§r·jelben vannak. A trigonometrikus 

f¿ggv®nyekn®l az alap®rtelmezett szºgegys®g a radi§n! 

> sin(pi) % ®rt®ke 0 a sz§m§br§zol§s pontoss§g§n bel¿l 
> cos(pi) % - 1 
> tan(pi) % v®gtelen helyett egy nagy sz§m  
> log(100) % term®szetes alap¼ logaritmus 
> log1 0(100) % 10 - es alap¼ logaritmus 
> 3^4 % ®rt®ke: 81 
> sqrt(81) % 9 
> abs( - 6) % 6 
> exp(0)  

Az exp(0) az e0, ®rt®ke term®szetesen 1. 

A be®p²tett f¿ggv®nyek nem csak sz§mokon, hanem vektorokon is mŤkºdnek. 

> x = linspace(0,2*pi,40)  
> y = sin(x)  
> plot(x,y)  

Tov§bbi be§ll²t§sok l§sd help plot!  

&%,(!3:.<,s <,4!, $%&).)<,4 EGYSOROS &­''6O.9%+ 

Tºbbf®lek®pp lehet Matlab-ban saj§t f¿ggv®nyeket megadni, az egyszerŤbb 

esetekben legink§bb az egysoros f¿ggv®nyeket haszn§ljuk (ezt az angol nyelven 

'anonymous function'-nek nevezik, ami nincs elmentve k¿lºn programk®nt, csak egy 

v§ltoz·hoz van hozz§rendelve), pl defini§ljuk a cos(2x) f¿ggv®nyt! 

> f = @(x) cos(2*x)  

Itt elŖszºr egy @ szimb·lum ut§n meg kell adni a f¿ggv®ny f¿ggetlen v§ltoz·it, majd 

ut§na jºn a formula. Rajzoljuk fel az elŖbb felrajzolt szinusz f¿ggv®ny mell® ezt is, most 

nem elŖre megadott pontp§rokat haszn§lva, hanem szimbolikusan az fplot vagy 

ezplot paranccsal! (Megj.: Octave-ban ®s r®gebbi Matlab verzi·ba az ezplot parancs 

haszn§lhat·, ¼jabb Matlab-ban az fplot). 

> hold on 
> fplot(f,[0,2*pi])  

A hold on parancs n®lk¿l, ha egy ¼j rajzol§si parancsot adok ki, akkor letºrli az elŖzŖ 

§br§t ®s ¼gy rajzolja fel az ¼jat, hold on eset®n megtartja a r®git, ®s mell® rajzolja az 

¼jat. A hold off paranccsal vissza§ll²that· az alap®rtelmezett m·d. Az fplot eset®n 

meg lehet adni az intervallumot, ha nem az alap®rtelmezett tartom§nyon szeretn®nk a 

f¿ggv®nyt megjelen²teni. 

Az §bra tºrl®s®t, grafikus ablak bez§r§s§t a kºvetkezŖ parancsokkal tehetj¿k meg: 

> clf % Clear current figure  
> close % Close figure  
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Ćll²tsuk elŖ saj§t f¿ggv®nyt haszn§lva 1-10-ig a sz§mok n®gyzet®t! 

> f 1 = @(x) x^2  

EllenŖrizz¿k le egy adott x ®rt®k®re: 

> f 1( 3) % ®rt®ke: 9 

Ćll²tsuk elŖ az f f¿ggv®nyt haszn§lva 1-10-ig a sz§mok n®gyzet®t! 

> x = 1:10;  
> y = f 1(x)  

Erre hiba¿zenetet kapunk: 

Error using  ^  
One argument must be a square matrix and the other must be a scalar. Use 
POWER (.^) for elementwise power.  
Error in gyak1>@(x)x^2  
Error in gyak1 (line 100)  
y = f(x)  

Mi®rt? Az®rt mert az x v§ltoz·nk egy sorvektor, n®gyzetre emel®skor pedig k®t 

sorvektort pr·b§lunk ºsszeszorozni, ami matematikailag helytelen. Ha nem 

vektor/m§trix mŤveletet szeretn®nk v®grehajtani, hanem azt szeretn®nk, hogy 

elemenk®nt hajt·djon v®gre a mŤvelet, akkor egy pontot kell tenni a mŤveleti jel el®.  

> f1 = @(x) x.^2  
> y = f 1(x)  % 1  4   9  16  25  36  49  64  81  100  

Mivel vektorok/m§trixok eset®n az ºsszead§s, kivon§s, skal§rral val· oszt§s/szorz§s 

eleve elemenk®nt tºrt®nik, ez®rt ezekben az esetekben nem kell pontot tenni a 

mŤveleti jel el®, csak a szorz§s, oszt§s ®s hatv§nyoz§s eset®n: .*,./,.^. 

A Matlabnak az egyik erŖss®ge a vektorokkal, m§trixokkal val· mŤveletek v®gz®se, 

²gy sok esetben elker¿lhetj¿k a lassabb ciklus mŤveletek alkalmaz§s§t. 

&­''6O.9%+ +­,v. &<*LBAN 

A Matlab alap®rtelmezett f§jlt²pusa a *.m kiterjeszt®sŤ szºveges f§jl. Ennek k®t fŖ 

t²pusa van, script f§jl ®s f¿ggv®ny (function). Az elŖbbit m§r haszn§ltuk az eddigi 

munk§nk sor§n, n®zz¿k meg miben k¿lºnbºzik ettŖl a f¿ggv®nyek ²r§sa! 

A f¿ggv®nyek k¿lºn f§jlba tºrt®nŖ meg²r§s§nak egyik elŖnye, hogy nem csak abb·l a 

script f§jlb·l haszn§lhatjuk, ahol ®pp dolgozunk, hanem b§rmely f§jlb·l megh²vhat·ak, 

²gy ha van olyan feladat, ami gyakran ism®tlŖdik, akkor azt c®lszerŤ egy k¿lºn 

f¿ggv®nyben meg²rni. Az egysoros f¿ggv®nyekkel szemben sokkal bonyolultabb 

sz§m²t§sok, mŤveletek elv®gz®s®re haszn§lhatjuk Ŗket, kºnnyebben 

param®terezhetj¿k, hogy h§ny ki ®s bemenete legyen, magyar§zatokat fŤzhet¿nk 

hozz§.  

ĉrjuk meg k¿lºn f¿ggv®ny f§jlba az elŖbb megadott n®gyzet f¿ggv®nyt! Kattintsunk a 

bal felsŖ sarokban a plusz jelre (new), ®s megny²lik az Editorban egy ¿res lap. ²rjuk be 

a kºvetkezŖket, majd ments¿k el negyzetfv.m n®ven az aktu§lis kºnyvt§rba. Fontos: a 

f¿ggv®ny neve (ami vastaggal van ²rva a kºvetkezŖ k·dban) meg kell egyezzen a f§jl 

nev®vel, k¿lºnben nem lehet megh²vni! 
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> function  y = negyzetfv (x)  
> % Kisz§molja a bemenet n®gyzet®t 
>     y = x.^2;  
> end  

A f¿ggv®nyek n®h§ny fontos tulajdons§ga: 

¶ function sz·val kezdŖdik 

¶ Van legal§bb egy-egy kimenet ®s bemenet 

¶ A kimenet, a f¿ggv®ny  neve ®s a bemenet az elsŖ sorban tal§lhat·, ®s a 

f¿ggv®ny neve meg kell egyezzen az *.m f§jl nev®vel 

¶ A f¿ggv®ny belsej®ben valahol ®rt®ket kell adjunk a kimenetnek 

¶ A f¿ggv®ny belsŖ v§ltoz·i lok§lis v§ltoz·k, nem fognak megjelenni a workspace-

ben, ®s a f¿ggv®ny sem f®r hozz§ a workspace-ben l®vŖ v§ltoz·khoz, csak 

ahhoz, amit megadtunk a bemenetn®l. 

¶ A f¿ggv®nyt nem lehet futtatni, csak egy m§sik f§jlb·l, vagy parancssorb·l 

megh²vni! A megh²v§shoz a f¿ggv®nynek az aktu§lis kºnyvt§rban kell lennie 

(vagy egy olyan kºnyvt§rban, ami benne van az el®r®si ¼tban (path). 

¶ A f¿ggv®ny elsŖ sora ut§n megadott kommentek tartalm§t list§zza ki a help 

parancs az adott f¿ggv®nyre! 

H²vjuk meg a meg²rt f¿ggv®nyt az x vektorunkra! Ehhez v§ltsunk vissza a gyak1.m 

script f§jlra! 

> negyzetfv(11) % 121  
> negyzetfv(x) % 1  4  9  16  25  36  49  64  81  100  
> help negyzetfv  %  Kisz§molja a bemenet n®gyzet®t 

Egy f¿ggv®nynek lehet tºbb bemenete is, pl m·dos²tsuk az elŖzŖ f¿ggv®ny¿nket az 

al§bbi m·don, ®s ments¿k el hatvany.m n®ven! 

> function  y = hatvany (x,p)  
>     y  = x.^p  
> end  

Egy f¿ggv®nynek lehet tºbb kimenete is egy vektorban ºsszegyŤjtve (hatvanyok.m): 

> function  [x2 x3 x4] = hatvany ok (x)  
>     x2 = x.^2;  
>     x3 = x.^3;  
>     x4 = x.^4;  
> end  

H²vjuk meg a fenti f¿ggv®nyeket is a script f§jlunkb·l! 

> hatvany(x,3) % 1  8  27  64  125  216  343  512  729  1000  
> [a b c] = hatvanyok(x)  
> % a = 1 4  9 16 25 36 49 64 81 100  
> % b = 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000  
> % c = 1 16 81 256 625 1296 2401 4096 6561 10000  

Ćbr§zoljuk az eredm®nyeket egy ¼j 2-es sz§m¼ §br§n a figure parancs haszn§lat§val! 

A plot parancsn§l egym§s ut§n tºbb ºsszetartoz· ®rt®ket is felsorolhatunk! 

> figure(2)  
> plot(x, a,x, b,x, c )  
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Mi is adhatunk egy®ni sz²neket hozz§, illetve jelmagyar§zatot is fŤzhet¿nk hozz§ olyan 

sorrendben megadva a jelmagyar§zat szºveg®t, ahogy felrajzoltuk az §br§kat: 

> plot(x,a, 'black' ,x,b, 'blue' ,x,c, 'green' )  
> plot(x,a, 'k' ,x,b, 'b' ,x,c, 'g' )  
> legend( 'n®gyzet', 'kºb', 'x^4' , 'Location' , 'North' )  
> legend( 'n®gyzet', 'kºb', 'x^4' , 'Location' , 'Best' )  

PROGRAM KOMMENTEKȟ ȭ(%,0ȭ ^2<3! 3!*<4 &­''6O.9%+(%: 

A tºbb sorb·l §ll· programok fontos r®szei a kommentek. Egyr®szt m§sok is meg®rtik 

a programk·dunkat, m§sr®szt mi is eml®kezni fogunk r§, ha k®sŖbb ¼jra haszn§lni 

akarjuk. C®lszerŤ nem csak a program elej®n, hanem minden ¼j szekci·hoz is 

kommenteket ²rni. A Matlab-ban % jel ut§n ²rhatunk kommenteket. Egy f¿ggv®ny 

eset®ben a kommentben c®lszerŤ megadni, hogy mi a f¿ggv®ny c®lja, milyen bemeneti 

®s kimeneti ®rt®kek szerepelnek benne. F¿ggv®ny eset®ben az elsŖ sor ut§n megadott 

kommentek fognak megjelenni a help utas²t§s hat§s§ra seg²ts®gk®nt. 

-!4,!" ()"!­:%.%4%+ 

A programok ²r§sa sor§n sz§mos hiba¿zenettel tal§lkozunk, eddig is l§ttunk m§r 

n®h§nyat. Fontos, hogy tudjuk ezeket ®rtelmezni, ez seg²thet kijav²tani a hib§inkat!  

N®zz¿nk egy p®ld§t el²r§sra a clear all helyett! 

> cler all  
Undefined function or variable 'cler'.  
Did you mean:  
>> clear all  

A Matlab ®rz®keny a kis nagy betŤk v§ltoz§s§ra is: 

> X = 3/4; x  
Undefined function or variable 'x'.  

N®zz¿nk p®ld§t egy szintaktikailag hib§s Matlab utas²t§sra: 

> 1 X 

1 X  

   ɯ 

Error: Unexpected MATLAB expression.  

T¼l sok bemenŖ param®ter: 

> sin(pi,3)  
Error using sin  
Too many input arguments.  

Nem egyezik a m§trixban l®vŖ sor/oszlop elemeinek sz§ma: 

> M = [1 2;3]  
Dimensions of matrices being c oncatenated are not consistent.  

> [3, 4, 5] * [1; 2; 3; 4]  
Error using  *  
Inner matrix dimensions must agree.  

> a = 1:5, b = 1:3  
> [a;b]  

Error using vertcat  
Dimensions of matrices being concatenated are not consistent.  
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Kºnnyen elg®pelhetŖ hiba lehet, hogy z§r·jel helyett 8 v 9 ker¿l be²r§sra: 

> sin (pi9  
sin(pi9  
        ɯ 
Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or [.  

Lemarad egy z§r·jel: 

> abs(sin(rand(2))  
abs(sin(rand(2))  
                 ɯ 
Error: Expression or statement is incorrect -- possibly unbalanced (, {, or [.  

Elemenk®nti mŤveletet akarunk v®gezni vektoron, de lemarad a pont: 

> v =1:4;  
> 1/v  

Error using  /  
Matrix dimensions must agree.  

A legrosszabb, amikor nincs hiba¿zenet, az eredm®ny m®gis hib§s. P®lda: sz§m²tsuk 

ki  ®rt®k®t a kºvetkezŖ utas²t§ssal! Mi®rt hib§s az eredm®ny? 

> 1 / 2*pi %  1.5708  

+)%'O3:^4O3 /#4!6% (!3:.<,!4<(/: 

Ha valaki az Octave haszn§lata mellett dºnt otthoni gyakorl§shoz, akkor az Octave a 

https://www.gnu.org/software/octave/ oldalr·l tºlthetŖ le, jelenleg a 4.2.1 v§ltozat 

(2017. febru§r 24 ·ta). Az Octave elŖnye az egyetemi Matlab-bal szemben, hogy mivel 

egy ny²lt forr§sk·d¼ program, nemcsak tanul§shoz, oktat§si c®lra haszn§lhat·, hanem 

munk§hoz is. Sok kieg®sz²tŖ csomag is van hozz§, l§sd https://octave.sourceforge.io/ 

illetve https://octave.sourceforge.io/packages.php , ezek egy j· r®sze telep²tve is van, 

csak be kell tºlteni haszn§latkor. Le lehet k®rdezni, hogy mi van telep²tve a pkg list 

paranccsal). C®lszerŤ ismerni egy parancsot, ami elt®r a Matlab-t·l, hogy ha az 

Octave-ban azt szeretn®nk, hogy b§rmilyen mŤvelet eredm®nye folyamatosam 

jelenjen meg a Command Window-ban, ®s ne oldalank®nt tºrdelve, akkor a kºvetkezŖ 

paranccsal tehetj¿k meg: 

> page_screen_output(0)  

SYMBOLIC CSOMAG TELE0^4O3% 

A numerikus m·dszerek gyakorlatok sor§n szimbolikus sz§m²t§sokat is v®gezni 

fogunk, ehhez sz¿ks®ges az Octave-ban egy extra symbolic csomagot telep²teni (ez a 

matlab-ban is egy k¿lºn toolbox). Ez a csomag python-sympy alapra ®p¿l, ez®rt k¿lºn 

kell telep²teni. Windows alatti telep²t®s (a kºvetkezŖ link alapj§n: 

https://github.com/cbm755/octsympy/wiki/Notes-on-Windows-installation) 

1. Tºlts¿k le a symbolic-win-py-bundle-x.y.z.zip f§jlt kºvetkezŖ oldalr·l : 
https://github.com/cbm755/octsympy/releases  (itt x.y.z a verzi·sz§m, pl.  
symbolic -win -py-bundle -2.5.0.zip) Ez tartalmazza a Python interpretert ®s a 
SymPy-t is. 

https://www.gnu.org/software/octave/
https://octave.sourceforge.io/
https://octave.sourceforge.io/packages.php
https://github.com/cbm755/octsympy/wiki/Notes-on-Windows-installation
https://github.com/cbm755/octsympy/releases
https://github.com/cbm755/octsympy/releases/download/v2.5.0/symbolic-win-py-bundle-2.5.0.zip
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2. Ind²tsuk el az Octave-t, §ll²tsuk be aktu§lis kºnyvt§rnak, ahov§ mentett¿k az 
elŖbbi f§jlt. 

3.  G®pelj¿k be a kºvetkezŖ parancsot (x.y.z helyett a megfelelŖ verzi·sz§m): 

> pkg install symbolic - win - py - bundle - x.y.z.zip  

4.  Tºlts¿k be a telep²tett csomagot: 

> pkg load symbolic  

EllenŖrizz¿k, hogy mŤkºdik-e pl. 

> syms x  
> f = sin(cos (x));  
> diff (f)  

Eredm®ny ᵼ - sin(x) ẗcos(cos(x))  

A symbolic csomag f¿ggv®nyei r®szletesen:  

https://octave.sourceforge.io/symbolic/overview.html 

3%'^43O' (HELP, DOCUMENTATION) 

Nagyon sokat tanulhatunk a dokument§ci· haszn§lat§b·l is (l§sd a documentation f¿l, 

vagy az al§bbi weblap), persze kellŖ angoltud§s f¿ggv®ny®ben. Nyugodtan lehet nem 

csak az Octave saj§t dokument§ci·j§t n®zni, hanem a Matlab®t is az interneten, ott 

tºbb, sokszor r®szletesebb p®ld§t is l§thatunk az adott parancs haszn§lat§ra.  

Octave help-je: https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/ 

Matlab help-je: http://www.mathworks.com/help/matlab/ 

Sok hasznos seg²ts®g, letºlthetŖ matlab f§jl tal§lhat· a matlab centralon is: 

http://www.mathworks.com/matlabcentral/ 

HA3:.<,4 MATLAB &­''6O.9%+ 

help - 
matlab helpj®nek kateg·ri§i, vagy seg²ts®g megadott 
t®makºrhºz, f¿ggv®nyhez a Command Window-ban 

rand - V®letlen sz§mok 0-1 kºzºtt egyenletes eloszl§sban 

randn - 
V®letlen sz§mok sztenderd norm§lis eloszl§sban, 0 v§rhat· 
®rt®kkel ®s 1 sz·r§ssal 

doc - 
r®szletes dokument§ci· adott f¿ggv®nyhez, parancshoz ¼j 
ablakban 

lookfor - keres®s a help-ben adott sz·ra, sz·r®szletre 

clc - kitºrli a command window ablak tartalm§t 

clear, clear all - kitºrli a megadott v§ltoz·kat, vagy az ºsszes v§ltoz·t 

close, close all - bez§rja az aktu§lis §br§t, vagy az ºsszeset  

CTRL+C - f®lbeszak²tja az adott parancsot (kil®p®s pl. v®gtelen ciklusb·l) 

% - 
megjegyz®s (a program figyelmen k²v¿l hagyja ami ez ut§n van 
a sorban) 

https://octave.sourceforge.io/symbolic/overview.html
https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/
http://www.mathworks.com/help/matlab/
http://www.mathworks.com/matlabcentral/
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;  - 
parancs v®g®n a ; hat§s§ra nem jelenik meg az eredm®ny a 
Command Window-ban 

Tab gomb - elkezdett parancsot kieg®sz²ti 

preferences - megnyitja a be§ll²t§sok ablakot 

prefdir - 
annak a kºnyvt§rnak a neve, ahol a be§ll²t§sok, history stb. 
tal§lhat· 

¬® gombok - kor§bbi parancsokat vissza lehet hozni a Command Window-ba 

pi - 3.14é. (pi sz§m) 

exp(1), exp(n) - e1 =2.71é, en 

^ - hatv§nyoz§s 

format long - tºbb tizedes jegy megjelen²t®se 

format short - rºvidebb megjelen²t®s 

[1, 2, 3; 4, 5, 6] - vektor, m§trix megad§sa 

' - vektor, m§trix transzpon§ltja 

[A,B] vagy [A B] - m§trixok ºsszefŤz®se egym§s mell® (sorok sz§ma egyenlŖ) 

[A;B] - m§trixok ºsszefŤz®se egym§s al§ (oszlopok sz§ma egyenlŖ) 

A(1,:) - m§trix elsŖ sora 

A(:,1), A(:,end) - m§trix elsŖ/utols· oszlopa 

linspace(x1,x2,n) - [x1,x2] intervallumban n pont felv®tele egyenletesen 

ones - egyesekbŖl §ll· m§trix 

zeros - null§kb·l §ll· m§trix 

eye - egys®gm§trix 

figure - ¼j §bra nyit§sa 

plot - ºsszetartoz· pontp§rok felrajzol§sa 

xlabel, ylabel - x,y tengely feliratoz§sa 

title - §bra c²me 

sin, cos, tan - szºgf¿ggv®nyek (alap®rtelmezett m®rt®kegys®g a radi§n!) 

log, log10 - term®szetes alap¼ logaritmus, 10-es alap¼ logaritmus 

sqrt - n®gyzetgyºk 

abs - abszol¼t ®rt®k 

hold on, hold off - fel¿l²rja, vagy ne ²rja fel¿l a megl®vŖ §br§t az ¼j §br§val 

fplot, ezplot - f¿ggv®nyek felrajzol§sa 

.*      ./      .^ - elemenk®nti szorz§s, oszt§s, hatv§nyoz§s vektorokn§l 

clf - §bra tºrl®se (nem z§rja be az ablakot) 

legend - jelmagyar§zat 
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2. -!4,!" %,<'!:<3/+ȟ #IKLUSOK, F<*,-±6%,%4%+ 

%,<'!:<3/+ȟ #)+,53/+ 

+O4)2<.9ª &%,4O4%,%3 %,<'!:<3 - IF, ELSEIF, ELSE 

Ćbr§zoljuk, majd oldjuk meg a kºvetkezŖ m§sodfok¼ egyenleteket, adjuk meg, hogy 

h§ny gyºke (z®rushelye) van, ®s mik azok! 

ς ὼ ὼ σ π 

ὼ ς ὼ σ π 

ς ὼ τ ὼ ς π 

A m§sodfok¼ egyenlet §ltal§nos alakja: ὥὼ ὦὼ ὧ π. A megold§sa pedig:  

ὼȟ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
 

Ćbr§zoljuk az elsŖ egyenletet f¿ggv®nyk®nt az fplot 

haszn§lat§val! Hozzuk l®tre a gyak2.m script f§jlt az 

aktu§lis kºnyvt§rba! 

> clc; clear all ; close all ;  
> a = 2, b = - 1, c = - 3 
> f = @(x) a*x.^2+b*x+c;  
> figure; fplot(f);  

A megold§sn§l figyelembe kell venn¿nk, hogy h§ny megold§sunk van! N®zz¿k meg a 

kºvetkezŖ saj§t f¿ggv®nyt (masodfoku.m), ami megvizsg§lja az ὥ ὼ ὦ ὼ ὧ π 
alak¼ m§sodfok¼ egyenlet megoldhat·s§g§t, §br§zolja a f¿ggv®nyt ®s ha van 

megold§s, akkor megadja azokat! Ehhez a Ὀ ὦ τὥὧ diszkrimin§ns lehets®ges 
eseteit kell megvizsg§lni. Ments¿k el a f§jlt az aktu§lis kºnyvt§rba.  

> function  x = masodfoku(a,b,c)  
> % Az a*x^2+b*x+c=0 egyenlet megold§sa, % input: a,b,c 
>     f = @(x) a*x.^2+b*x+c;  
>     figure; fplot(f);  
>     D = b^2 - 4*a*c; % diszkrimin§ns 
>     if  D>0 
>         disp( 'Az egyenletnek 2 megold§sa van')  
>         x(1) = ( - b+sqr t(D))/(2*a);  
>         x(2) = ( - b- sqrt(D))/(2*a);  
>         hold on; plot(x,[0,0], 'r*' )  
>     elseif  D==0 
>         disp( 'Az egyenletnek csak 1 megold§sa van')  
>         x = - b/(2*a);  
>         hold on; plot(x,0, 'r*' )  
>     else  
>         disp( 'Az egyenletnek nincs megold §sa')  
>         x = [];  
>     end  
> end  



 2. MATLAB el§gaz§sok, ciklusok, f§jlmŤveletek 

 23  

A fenti f¿ggv®nyben az if, elseif, else, end t²pus¼ k®tir§ny¼ el§gaz§st haszn§ltuk. Az 

alap if utas²t§s szerkezete: if felt®tel; mit tegyen ha igaz a felt®tel (lehet egy vagy tºbb 

sorban is), end; Az end elŖtt lehetnek el§gaz§sok benne az elseif (egy®bk®nt, haé), 

illetve az else (egy®bk®nt) haszn§lat§val. A disp utas²t§s csak ki²r egy szºveget a 

k®pernyŖre. A f¿ggv®nyeket nem tudjuk ºnmagukban futtatni, hanem parancssorb·l, 

vagy script f§jlb·l h²vhatjuk meg Ŗket. Oldjuk meg az elsŖ egyenletet parancssorb·l 

megh²vva a masodfoku f¿ggv®nyt! (Ezt akkor tehetj¿k meg, ha a f§jl abban a 

kºnyvt§rban van ahov§ dolgozunk.)  

> masodfoku(2, - 1, - 3)  

C®lszerŤbb azonban script f§jlba dolgozni, amit ut·lag is kºnnyen lehet m·dos²tani. 

Folytassuk a gyak02.script f§jlt! 

Megj: Octave haszn§lata eset®ben adjuk meg, hogy az eredm®nyeket ne laponk®nt 

hanem folyamatosan ²rja ki a k®pernyŖre - page_screen_output(0).  

> page_screen_output(0)  % Csak Octave eset®ben! 
> %% El§gaz§sok -  IF  
> disp( 'M§sodfok¼ egyenlet megold§sa: ax^2+bx+c=0')  
> a = 2, b = - 1, c = - 3,  
> x = masodfoku(a,b,c)  
> a = 1, b = 2, c = 3,  
> x = masodfoku(a,b,c)  
> a = 2, b = 4, c =2,  
> x = masodfoku(a,b,c)  

 

Megjegyz®s: a leg¼jabb Matlab *.m f§jlok eset®ben a haszn§lt f¿ggv®nyeket 

bem§solhatjuk a script f§jl v®g®re is, nem csak k¿lºn f¿ggv®nyk®nt f§jlba elmentve 

h²vhat·ak meg. Ebben az esetben viszont egy szakasz futtat§sakor nem tal§lja meg a 

f¿ggv®nyt a Matlab, csak a teljes script futtat§sakor. 

4v"")2<.9ª %,<'!:<3 - SWITCH, CASE 

Nem csak k®tir§ny¼ el§gaz§sokat haszn§lhatunk, hanem tºbbir§ny¼akat is. ĉrjunk egy 

programot, ami seg²t egy tan§rnak v®letlenszerŤen oszt§lyozni! A randi(n) paranccsal 

v®letlen eg®sz sz§mokat gener§lhatunk 1 ®s n kºzºtt. Dupla %% jeleket haszn§lva 

megjegyz®sk®nt, amit ut§na ²rtunk k¿lºn szakaszba fog ker¿lni, ®s CTRL+Enter 

megnyom§s§val tºbbszºr is lefuttathat·. Lett jeles 3 futtat§sb·l? 

> %% El§gaz§sok -  SWITCH 
> disp( 'Vizsgajegy:' )  
> jegy = randi(5);  
> switch  jegy  
>   case  1 
>     disp( 'El®gtelen')  
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>   case  2 
>     disp( 'El®gs®ges')  
>   case  3 
>     disp( 'Kºzepes')  
>   case  4 
>     disp( 'J·')  
>   case  5 
>     disp( 'Jeles' )  
> end  

3:<-,<,<33!, 6%:O2%,T CIKLUS - FOR 

N®zz¿k meg hogyan oldhatjuk meg az elsŖ p®ld§ban le²rt egyenleteket ciklus 

haszn§lat§val, ha az egy¿tthat·kat egy m§trixban t§roljuk! 

> %% Ciklusok -  FOR 
> close all ; clc; clear all ;  
> disp( 'Oldja meg a 2x^2 - x- 3=0, x^2+2x+3=0, 2x^2+4x+2=0 egyenleteket!' )  
> M = [2, - 1, - 3;  
>     1,2,3;  
>     2,4,2]  
> n = size(M,1) % sorok sz§ma 
>  
> for  i = 1:n  
>     a = M(i,1), b = M(i,2), c = M(i,3),  
>     masodfoku(a,b,c)  
> end  

A size(M) f¿ggv®ny megadja egy m§trix m®ret®t, k®t kimenettel: sorok ®s oszlopok 

sz§ma, a size(M,1) a sorok sz§m§t adja vissza, a size(M,2) pedig az oszlopok sz§m§t. 

Van m®g k®t hasonl· f¿ggv®ny, a length egy vektor elmeinek a sz§m§t adja vissza, 

vagy a m§trix nagyobbik m®ret®t, a numel pedig az ºsszes elem sz§m§t a 

m§trixban/vektorban.  

&%,4O4%,,%, 6%:O2%,4 CIKLUS - WHILE 

N®zz¿k a kºvetkezŖ p®ld§t: egy tant§rgyb·l v®letlenszerŤen tºrt®nik a pontoz§s a 

vizsg§n 0-100 kºzºtt. 88 % felett jeles az oszt§lyzat. Addig pr·b§lkozunk a vizsg§val, 

am²g ºtºst nem kapunk. ĉrjunk egy programot, ami v®letlenszerŤen elŖ§ll²tja az egyes 

vizsg§kra kapott oszt§lyzatainkat. H§nyadik vizsg§ra kaptunk ºtºst? 

> %% Ciklusok -  WHILE 
> disp( 'V®letlenszerơ pontoz§s eset®n h§nyadik vizsga lesz 88% 

felett?' )  
> i = 0; pont = 0;  
> while  pont<=88  
>     i=i+1;  
>     pont = rand()*100     
> end  
> i  
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&/2-<:/44 3:v6%'%+ ɉFPRINTF, SPRINTF) 

Gyakran van sz¿ks®g arra, hogy az eredm®nyeinket egy adott form§tumban jelen²ts¿k 

meg. N®zz¿k p®ld§ul a szºgekkel val· mŤveleteket. A legtºbb matematikai mŤvelet 

v®gz®s®re alkalmas szoftver (pl. Matlab, Octave, Excelé) a szºgekn®l a radi§nt tekinti 

alap®rtelmezettnek, ha ettŖl elt®rŖ form§tumban szeretn®nk l§tni az eredm®nyeket, 

akkor nek¿nk kell errŖl gondoskodni. Matlab ®s Octave alatt a radi§nban ®rtelmezett 

trigonometriai f¿ggv®nyeknek (pl. sin, cos, tan, atan, atan2é) megvannak a fokokkal 

sz§mol· v§ltozatai (pl. sind, cosd, tand, atand, atan2dé), de ha m§r fok-perc-

m§sodpercben szeretn®nk megjelen²teni az eredm®nyeket, mondjuk a geod®zi§ban 

haszn§lt form§tumban (pl 302-06-23), esetleg adott sz§m¼ tizedesjegyre (23-03-

48.5831), akkor ezt csak a form§zott szºvegekkel tehetj¿k meg. Ugyan²gy, ha pl. 

k®peket szeretn®nk automatikusan elnevezni egy ciklusban pl. IMG0001.jpg, 

IMG0002.jpg stb. akkor ehhez is a form§zott szºvegeket h²vhatjuk seg²ts®g¿l, ahol pl. 

a sz§mokat vehetj¿k egy v§ltoz·b·l ®s megadhatjuk hozz§ a megjelen²t®st. 

Az fprintf  paranccsal f§jlba ®s k®pernyŖre is ²rhatunk form§zott szºvegeket, az 

sprintf  haszn§lat§val pedig egy stringbe (szºveges v§ltoz·ba)/k®pernyŖre. Mindig 

egy % jel jelzi, hogy most egy form§zott v§ltoz· kºvetkezik a szºvegben, ah§ny % jel 

szerepel a szºvegben, annyi form§zott v§ltoz·nk lesz. A szºveg ut§n vesszŖvel kell 

megadni a v§ltoz·kat, olyan sorrendben, ahogy a szºvegben szerepeltek. 

A kºvetkezŖ form§tumjelºlŖket alkalmazhatjuk: 

¶ %d ï eg®sz sz§m, %s ï szºveg, %f ï val·s sz§m (lebegŖpontos), %c ï 

karakter, %u ï nem elŖjeles eg®sz 

¶ %e ï norm§l alak pl. 3.14e+00, %E ï 3.14E+00 

¶ %g ï kompakt forma, %f vagy %e kºz¿l a rºvidebbik, fºlºs 0-k n®lk¿l 

A t²pust jelzŖ betŤ elŖtt szerepelhet m®g pl. + jel, akkor elŖjelesen ²rja ki a sz§mot; 

mezŖ sz®less®g; tizedesjegyek sz§ma; 0, akkor 0-kal tºlti fel elŖl az ¿res helyeket a 

mezŖ sz®less®g®ig. Pr·b§ljuk ki a kºvetkezŖket! 

> clc; disp( 'H§ny ®ves a kapit§ny?')  
> ev = 33; ho = 3; nap = 3;  
> ev2 = ev + ho/12 + nap/365;  
> fprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves')    % nem rak be sortºr®st a v®g®re 
> fprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves \ r \ n' ) % \ r \ n -  sortºr®s2 
> sprintf( 'A kapit§ny 33 ®ves')   % szºveges v§ltoz·ba teszi az 
eredm®nyt (ans) 

> sprintf( 'A kapit§ny %d ®ves, %d h·napos ®s %d napos',ev,ho,nap) %  'A 
kapit§ny 33 ®ves, 3 h·napos ®s 3 napos' 

> sprintf( 'A kapit§ny %f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 33.258219 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 33.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %8.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny    33.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %08.2f ®ves', ev2) % 'A kapit§ny 00033.26 ®ves' 
> sprintf( 'A kapit§ny %+6.2f ®ves',  ev2) % 'A kapit§ny +33.26 ®ves' 

A %+6.2f  kifejez®s azt jelzi, hogy 6 karakteren ²rja ki a v§ltoz·t (tizedespontot, elŖjelet 

is bele®rtve!), egy val·s sz§mot (f), ahol a tizedesjegyek sz§ma 2 (.2 ), ®s ki²rja az 

elŖjelet is (+).  Ha 0 is szerepel benne, akkor az ¿res helyeket 0-kkal tºlti ki. (0). Ha az 

                                            

2 sor v®ge jel Windows eset®ben: \r\n, Mac (OS 9-) eset®ben \r, Unix/Linux eset®ben: \n. 
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eredm®ny hosszabb lenne, mint a mezŖ sz®less®ge, akkor nem veszi figyelembe a 

megadott mezŖ sz®less®get.  

N®zz¿k meg a kºvetkezŖ f¿ggv®nyt, ami a tizedfokban megadott m®r®si/sz§m²t§si 

eredm®nyeket a geod®zi§ban szok§sos fok-perc-m§sodperc form§ban ²rja ki. A perc, 

m§sodperc ®rt®k®t mindig k®t sz§mjeggyel kell ki²rni pl. 192-03-12! 

> function  str = fpm(x);  
> % A f¿ggv®ny tizedfokb·l fok- perc - m§sodperc ®rt®kekbe sz§mol §t. 
> % A kimenet egy form §zott szºveg (ddd- mm- ss)  
>   f = fix(x);  
>   p = fix((x - f) .* 60);  
>   m = round(((x - f).*60 - p).*60);  
>   str = sprintf( '%3d - %02d- %02d' , f, abs(p), abs(m));  
> end  

A fix f¿ggv®ny mindig a 0 fel® kerek²t (ez a negat²v szºgek miatt fontos), a round 

matematikailag kerek²t, a floor lefel®, a ceil pedig felfel® kerek²tene. A v®g®n a 

perceknek ®s a m§sodperceknek az abszol¼t ®rt®k®t vessz¿k, hogy a negat²v elŖjelet 

oda m§r ne ²rja ki. Pr·b§ljuk ki!  

> a = 123.123, b = - 123.123  
> fpm(a)  % '123 - 07- 23'  
> fpm(b)   % ' - 123 - 07- 23'  

Cser®lj¿k le a fokok (f), percek (p) sz§m²t§s§n§l a fix parancsot floor-ra, ments¿k el 

®s futtassuk le ¼jra az elŖbbieket. Mi tºrt®nik? 

&<*,-±6%,%4%+ 

A m®rnºki munk§k sor§n gyakran elŖfordul, hogy egy mŤszeres m®r®s eredm®nyeit 

kell feldolgozni ®s ezeket p®ld§ul egy szºveges f§jlban kapjuk meg valamilyen 

form§tumban. Ha Matlabbal szeretn®nk a m®r®seket feldolgozni, akkor be kell tudjuk 

olvasni ezeket az adatokat. A beolvas§s a form§tum f¿ggv®ny®ben tºbbf®lek®ppen 

tºrt®nhet. A feldolgoz§s eredm®ny®t sokszor szint®n egy adott form§ban kell 

elmenteni a tov§bbi haszn§lathoz. Erre n®z¿nk most p®ld§kat, hogy kicsit 

ismerkedj¿nk a f§jlmŤveletekkel. 

IMPORT DATA TOOL, TABLE, STRUCTURE, CELL !22!9 !$!44^053/+ 

Az egyik eszkºz, amit f§jlok import§l§s§ra 

haszn§lhatunk, az a Matlab saj§t import eszkºze, 

ami a Home f¿l 'Import Data' gombj§ra kattintva 

®rhetŖ el. Olvassuk be a jegyek.txt f§jl tartalm§t 

ezzel az eszkºzzel! 

A haszn§lata el®g egyszerŤ, csak a be§ll²t§sokra kell odafigyelni. Megadhatjuk, hogy 

mekkora tartom§nyban vannak az adataink, fix sz®less®gŤ oszlopokban vannak-e, 

vagy adott karakterrel elv§lasztva. Amire m®g fontos figyelni, az a kimenet t²pusa 

(Output type), ami alap®rtelmezett esetben Table. Lehet m§s t²pusokat is v§lasztani, 

pl. Cell array, Numeric matrix. Hagyjuk most az alap®rtelmezett Table t²puson ®s 

olvassuk be az adatokat a zºld pip§ra kattintva. Ut§na bez§rhatjuk az import ablakot. 
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> %% 'Import Data' tool  
> % jegyek.txt - > table forma  
> clc; jegyek  
> %   4Ĭ3 table 
> %            Nev            Neptunkod    Osztalyzat  
> %     __________________    _________    __________  
> %     'Varga Vilhelmina'    ' ABC123'    2          
> %     'Kocsis Klaudiusz'    ' CBA321'    5          
> %     'Nagy Nepomuk'        ' XYZ789'    4          
> %     'Kiss Kassz andra'     ' ZYX987'    3    

Ezek az adatok 'Table', t§bl§zat t²pus¼ak lesznek, amiben egyszerre lehet k¿lºnbºzŖ 

t²pus¼ adatokat t§rolni, szºveget is, sz§mokat is (ak§rcsak a Structure ®s a Cell array 

t²pusn§l). Az egyes oszlopokra v§ltoz· nevekkel lehet hivatkozni a t§bl§zat neve ®s 

egy pont ut§n megadva a v§ltoz· nev®t.       

> jegyek(1:2,1:3)  
> nev = jegyek.Nev % cella tºmb 
> oszt = jegyek.Osztalyzat % sz§m vektor 

Ehhez hasonl· forma m®g a 'structure' adatt²pus, ott is nevekkel hivatkozhatunk egy-

egy mezŖre. A strukt¼ra t²pus eset®n nem kºtelezŖ, hogy minden v§ltoz· (mezŖ) 

eset®n ugyanannyi sor/adat legyen, mint a t§bl§zatn§l. A cellatºmbben (Cell array) is 

k¿lºnbºzŖ t²pus¼ adatokat t§rolhatunk, de ott nincs n®vvel ell§tva semmi, hivatkozni 

az egyes elemire hasonl·an lehet, mint a m§trixokn§l, csak kapcsos z§r·jeleket 

haszn§lva {}. P®ld§ul a nevek egy cellatºmbbe ker¿ltek t§rol§sra. K®rdezz¿k le a 

m§sodikat! 

> nev2 = nev{2}  % 'Kocsis Klaudiusz'  

%'93:%2± !$!4"%/,6!3<3Ⱦ+)^2<3 ɉ,/!$ȟ 3!6E) 

N®zz¿nk most egy m®rnºki p®ld§t, ism®t a betonac®l fajlagos alakv§ltoz§s§hoz (Ů) 

tartoz· fesz¿lts®gekrŖl (ů)! A fesz¿lts®g-fajlagos alakv§ltoz§s (ů-Ů) diagram adatait a 

kºvetkezŖ t§bl§zat tartalmazza: 

Ů [%] 0 0.2 2 20 25 

ů [N/mm2=Mpa] 0 300 285 450 350 

2. TĆBLĆZAT BETONAC£L FESZ¦LTS£G-FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS DIAGRAMJA 
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Feladatunk egy t§bl§zat elŖ§ll²t§sa, ami 0-t·l 25%-ig 0.1 sz§zal®konk®nti 

alakv§ltoz§sokhoz  tartalmazza a fesz¿lts®geket. Most nem k®zzel fogjuk bevinni az 

adatokat, hanem beolvassuk a betonacel.txt f§jlb·l: 

0    0  
0. 2  300  
2    28 5 
20   450  
25   350  

Term®szetesen itt is beolvashatn§nk az adatokat az import data eszkºz seg²ts®g®vel, 

csak oda kell figyelni a be§ll²t§sokra, hogy sz·kºzzel tagolt f§jl legyen ®s a kimenet 

pedig egy m§trix (Numeric matrix).  

Ez az §llom§ny 5 sorban ®s k®t oszlopban tartalmaz sz§mokat. Szab§lyos, minden 

sorban ugyanannyi elemet tartalmaz·, csak sz§mokb·l §ll· szºveges f§jlokat nagyon 

egyszerŤ Matlab-ba beolvasni a load parancsot haszn§lva. Persze az esetek egy nagy 

r®sz®ben nem ilyen egyszerŤ form§ban kapjuk a m®r®si eredm®nyeket, lehet, hogy 

minden sor m§s hossz¼s§g¼, szºveges elemek is lehetnek benne, ezekhez m§s 

parancsokat kell haszn§lni. Bonyolultabb form§tum eset®n sokszor ®rdemes lehet 

soronk®nt beolvasni az adatokat ®s ¼gy feldolgozni a sorokat. 

N®zz¿k most a legegyszerŤbb adatbeolvas§sra/ki²r§sra szolg§l· load illetve save 

parancsokat. Az aktu§lis kºnyvt§rba m§soljuk be a betonacel.txt f§jlt, majd tºlts¿k be 

a tartalm§t. Ezt k®tf®lek®ppen tehetj¿k meg, parancsk®nt megh²vva (ekkor nem kell 

id®zŖjeleket haszn§lni): 

> load betonacel.txt  

vagy f¿ggv®nyk®nt megh²vva a load parancsot: 

> adat = load ( 'betonacel.txt' )  

Az elsŖ esetben l®trejºn egy 'betonacel' nevŤ v§ltoz· ®s oda menti a tartalmat. A 

m§sodik v§ltozatban a load-t f¿ggv®nyk®nt megh²vva hozz§rendelhetj¿k az 

eredm®nyt egy v§ltoz·hoz. Haszn§ljuk most ezt a m·dszert. N®zz¿k meg az 

eredm®ny¿l kapott adat nevŤ v§ltoz· m®ret®t! Megn®zhetj¿k a workspace-ben a 

m®ret®t (size), t²pus§t stb. Le is k®rdezhetj¿k a whosé paranccsal a v§ltoz· fŖbb 

tulajdons§gait, vagy haszn§lhatjuk a size parancsot is. 

> whos adat  
> size(adat)  

Egy 5x2 m®retŤ, vagyis 5 sorb·l ®s 2 oszlopb·l §ll· m§trixot kaptunk. 

Ćbr§zoljuk (ů-Ů) diagramon a beolvasott ®rt®keket, ehhez v§lasszuk sz®t a v§ltoz·kat 

(most legyen x az alakv§ltoz§s, y a fesz¿lts®g)! 

> x = adat(:,1); % elsƇ oszlop 
> y = adat(:,2); % m§sodik oszlop 
> plot(x,y);  
> xlabel( ' \ epsilon' );ylabel( ' \ sigma' );  

Oldjuk meg az eredeti feladatot, vagyis 0.1 sz§zal®konk®nt minden fajlagos 

alakv§ltoz§shoz adjuk meg a hozz§ tartoz· fesz¿lts®g ®rt®keket! Ehhez interpol§ci·ra 

lesz sz¿ks®g¿nk. Most kºbºs, elsŖrendŤ spline interpol§ci·t fogunk haszn§lni, ahol a 

pontokban az illesztett gºrb®knek az elsŖ deriv§ltjai is megegyeznek. ElŖszºr sŤr²ts¿k 

be a pontokat 0-25% (maxim§lis alakv§ltoz§s) kºzºtt 0.1%-k®nt, majd sz§moljuk ki 
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interpol§ci·val ezekben a pontokban a fesz¿lts®g ®rt®keket, az interp1 parancs 'pchip' 

(kºbºs, elsŖrendŤ) m·dszer®t haszn§lva!  

> % kºbºs elsƇrendơ spline interpol§ci· 
> xi = 0:0.1:max(x); % pontok sơr²t®se 
> yi = interp1(x,y,xi, ' pchip ' ); % interpol§ci· 

Rajzoljuk be az elŖzŖ §br§ba az interpol§ci·val 

besŤr²tett pontokat is! Ha ugyanabba az §br§ba 

akarunk rajzolni, mint az elŖbb, akkor ki kell adni a 

'hold on;' parancsot (k¿lºnben fel¿l²rja az elŖzŖ 

§br§nkat). Ezt el®g §br§nk®nt egyszer kiadni, ha 

m®gis k®sŖbb fel¿l akarjuk ²rni az §br§t, akkor 'hold 

off;' paranccsal megsz¿ntethetj¿k a hat§s§t. 

> hold on;  
> plot(xi,yi, 'rx' ); % 'rx' -  piros x  

3. ĆBRA BETONAC£L FAJLAGOS ALAKVĆLTOZĆS-FESZ¦LTS£G ĆBRĆJA 

Ha el akarjuk menteni esetleg illusztr§ci· c®lj§ra az eredm®nyt, akkor megtehetj¿k 

ak§r a megny²lt grafikus ablakb·l, ak§r a matlab print parancs§t haszn§lva, megadva 

a k®p nev®t ®s a t²pus§t is: 

> print( 'betonacel.jpg' , ' - djpeg' )  

Ha megn®zz¿k xi ®s yi v§ltoz·kat, akkor l§tjuk, hogy ezek 1x271 m®retŤ sorvektorok. 

Szeretn®nk ezeket egy t§bl§zatban elmenteni ahol az elsŖ oszlopban az elmozdul§s 

a m§sodikban pedig az alakv§ltoz§s van. Ehhez transzpon§lni kell a sorvektorokat (') 

®s ut§na egy egyszerŤ m§trix mŤvelettel ºsszefŤzhetj¿k Ŗket, mivel megegyezŖ a 

m®ret¿k: 

> adat2 = [xi' yi'];  

Az elment®shez haszn§lhatjuk a save parancsot. Ez alap®rtelmez®sben a matlab saj§t 

bin§ris *.mat kiterjeszt®sbe menti a f§jlokat, amit m§s programba nem tudunk 

beolvasni, de matlabba a load paranccsal a k®sŖbbiekben b§rmikor betºlthetŖ az 

§llom§ny. 

> save( 'betonacel2.mat' , 'adat2' )  

Ha szºveges f§jlba szeretn®nk menteni, akkor meg kell adni m®g az '-ascii' opci·t is.  

> save( 'betonacel2.txt' , 'adat2' , ' - ascii' );  

Megjegyz®s: a save is kiadhat· f¿ggv®ny ®s parancs form§tumban is. Parancsk®nt 

egyszerŤbb (l§sd lent), nem kell id®zŖjeleket haszn§lni, viszont kev®sb® rugalmas a 

megh²v§s, nem vehetj¿k pl. a f§jlnevet egy szºveges v§ltoz·b·l. 

> save betonacel2 adat2  
> save betonacel2.txt adat2  - ascii  

Nyissuk meg az elmentett szºveges §llom§nyt! 

   0.0000000e+00   0.0000000e+00  
   1.0000000e - 01   5.2521666e+01  
   2.0000000e - 01   1.0943166e+02  
   3.0000000e - 01   1.6158083e+02  
   4.0000000e - 01   1.9982000e+02  
   é 
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Sima save parancsot haszn§lva norm§l alakban menti a sz§mokat, ha hagyom§nyos 

form§ban szeretn®nk megjelen²teni, pl. elŖre megadott 1 vagy 2 tizedesjegyre, akkor 

m§s m·don kell menten¿nk, form§zott szºvegk®nt. 

&/2-<:/44 +)^2<3 &<*LBA (FPRINTF) 

ĉrjuk ki a tized sz§zal®konk®nt megadott fajlagos alakv§ltoz§s - fesz¿lts®g ®rt®keket 

hagyom§nyos sz§m form§tumba, egy tizedesre az alakv§ltoz§st ®s kettŖre a hozz§juk 

tartoz· fesz¿lts®geket. Ehhez sz¿ks®g¿nk lesz az alap f§jlkezelŖ utas²t§sokra, mint 

f§jl megnyit§s, ²r§s, lez§r§s ®s a kor§bban §ttekintett form§zott szºvegek ²r§s§ra. Az 

alap f§jlkezelŖ utas²t§sok §ltal§nosan a kºvetkezŖk®pp n®znek ki: 

¶ f§jl megnyit§sa (fopen ) 

¶ beolvas§s, ²r§s, hozz§fŤz®s a f§jlhoz 

¶ f§jl bez§r§sa (fclose ) 

Az fopen  haszn§lata sor§n megadhatjuk, hogyan k²v§njuk megnyitni a f§jlt, ôrô-csak 

olvas§sra (alap®rtelmezett, ha nem adunk meg semmit), ôwô-²r§sra, ôaô-hozz§fŤz®shez: 

fileID = fopen(filename,õwõ) ï f§jl megnyit§sra ²r§sra 

A f§jlokat bez§rhatjuk egyenk®nt: fclose (fileID),  vagy egyszerre az ºsszeset: 
fclose (õallõ).  

ĉrjuk ki az adatokat f§jlba egy sz§ml§l§ssal vez®relt for ciklussal! 4 karakteren egy 

tizedesre az alakv§ltoz§st ®s 6 karakteren 2 tizedesre a fesz¿lts®get, kºzt¿k egy 

sz·kºzzel! A length parancs egy adott vektor hossz§t adja vissza. 

> n = length(xi); % vektor hossza  
> fid = fopen( 'tablazat.txt' , 'w' );  
> for  i=1:n  
>     fprintf(fid, '%4.1f %6.2f \ r \ n' ,xi(i),yi(i));  
> end  
> fclose(fid);  

A feladat egy®bk®nt megoldhat· ciklus n®lk¿l is az adat2 v§ltoz·t haszn§lva: 

> fid = fopen( 'tablazat 2.txt' , 'w' );  
> fprintf(fid, '%4.1f %6.2f \ r \ n' ,adat2');  
> fclose(fid);  
> type tablazat 2.txt  % ki²rja a k®pernyƇre a f§jl tartalm§t 

Az adat2 v§ltoz· 2 oszlopban 271 sorban t§rolta az ºsszetartoz· adatokat, a form§zott 

ki²r§shoz azonban a transzpon§ltj§t vett¿k (2 sor 271 oszlop), mivel az fprintf 

oszloponk®nt olvassa be az ºsszetartoz· ®rt®keket.  

3/2/.+O.4I "%/,6!3<3 ɉ&'%4,ȟ &GETS)3 

A m®rnºki munk§k sor§n elŖfordul, hogy egy adott mŤszer m®r®seit kell feldolgozni, 

amelyekben nem csak sz§mok, hanem szºvegek is elŖfordulnak. A feldolgoz§shoz be 

kell tudjuk olvasni ezeket az adatokat ®s ki kell tudni v§logatni belŖle a minket ®rdeklŖ 

r®szt. N®zz¿nk most erre egy navig§ci·s p®ld§t! 

                                            

3 Otthoni §tn®z®sre 
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KºvetkezŖ p®ld§ban egy GPS-szel rºgz²tett ¼tvonal adatait kaptuk meg, amit a 

navig§ci·ban haszn§lt NMEA 0183 form§tumban rºgz²tettek (hb_nmea.txt). Olvassuk 

be az adatokat ®s §br§zoljuk az ¼tvonalat. Vajon milyen j§rmŤvel rºgz²thett®k az 

adatokat? 

$GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E*69  
$GPGLL,5156.9194,N,00117.1482,E*61  
é 

Az NMEA szabv§nyban a sor elej®n a $GPGLL azt jelenti, hogy GPS  Geographic 

Latitude, Longitude, vagyis csak fºldrajzi sz®less®g ®s hossz¼s§g inform§ci·kat 

tartalmaz· adat (sokf®le NMEA ¿zenet l®tezik). Meghat§rozott hossz¼s§g¼ mezŖk 

vannak vesszŖvel elv§lasztva, el®g kºnnyen beolvashat·, feldolgozhat· f§jl.  A 

fºldrajzi sz®less®gn®l az elsŖ k®t karakter a fok ®rt®k, ut§na perc, a hossz¼s§gn§l az 

elsŖ 3 karakter a fok ®rt®k, ut§na perc (mivel elŖbbi °90Á, ut·bbi °180Á-ig terjed). 

Sz®less®gn®l N (£szak), S (D®l), hossz¼s§gn§l E (Kelet), W (Nyugat). Pl. 5156.9051,N 

azt jelenti, hogy ®szaki sz®less®g 51Á56.9051'. 

Ez m§r egy bonyolultabb szerkezetŤ f§jl, nem tudjuk sima load paranccsal beolvasni. 

A beolvas§s ebben az esetben hasonl· az elŖbbi f§jlba ²r§shoz, elŖszºr meg kell nyitni 

a f§jlt (fopen), ut§na jºhetnek a beolvas§si mŤveletek ®s ut§na le kell z§rni a f§jlt 

(fclose). A beolvas§shoz ebben az eset®ben hasznos lehet ismerni a soronk®nti 

f§jlbeolvas§s parancsait: fgetl, fgets. Az fgetl beolvas egy sort ®s lev§gja belŖle a 

sorv®ge karaktert, m²g az fgets megtartja. A beolvas§s eredm®nye egy string 

v§ltoz·ba ker¿l. Az eg®sz f§jl tartalom beolvas§s§hoz egy felt®teles ciklusra lesz 

sz¿ks®g (while ), hogy addig olvasson, am²g el nem ®r¿nk a f§jl v®ge jelhez (feof  - 

end-of-file). 

ElŖszºr csak olvassunk be egy sort ®s pr·b§ljuk meg kinyerni belŖle a minket ®rdeklŖ 

adatokat, hogy §br§zolni tudjuk. Megj.: A f§jl megnyit§sa ut§n egy f§jl pointer figyeli, 

hogy ®pp h§nyadik b§jtig olvastuk be a f§jlt, amit ak§r le is k®rdezhet¿nk az ftell(fid) 

paranccsal. 

> fid=fopen( 'hb_nmea.txt' );  
> line=fgetl(fid) % egy sor beolvas§sa 
> % $GPGLL,5156.9051,N,00117.1178,E*69  

Az eredm®ny egy szºveges v§ltoz· lesz, ami az elsŖ sort tartalmazza. SzŤrj¿k ki belŖle 

a minket ®rdeklŖ inform§ci·kat, a fºldrajzi sz®less®g (fi) ®s hossz¼s§g adatokat 

(lambda)! Ehhez tudni kell, hogy a 8-9. karakter a fi fok ®rt®ke, a 10-16. karakter a 

perc®, 20-22. a lambda fok, 23-29 lambda perc ®rt®ke. Adott karakterek egy szºvegbŖl 

ugyan¼gy v§logathat·ak le, mint a vektorok elemei, ugyanis ezek is karakter vektorok 

a Matlabban! 

> fi_fok = line(8:9);   fi_perc = line(10:16);  
> lambda_fok = line(20:22);  lambda_perc = line(23:29);  

Sz§moljuk §t az ®rt®keket tizedfokba! Ehhez elŖszºr szºvegbŖl sz§mm§ kell 

alak²tanunk fi-t, lambd§t a str2num paranccsal. 

> fi =  str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60  % 51.9484  
> lambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60  % 1.2853  

Olvassuk be, hogy melyik f®ltek®n van a koordin§ta: £-i vagy D-i sz®less®g (18. 

karakter), K-i vagy Ny-i hossz¼s§g (31. karakter). A D-i sz®less®g vagy Ny-i hossz¼s§g 
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®rt®keket negat²v koordin§t§kkal adhatjuk meg. Egy if felt®teles mŤvelettel 

v§ltoztassuk meg az elŖjelet, ha sz¿ks®ges!  

> NS = line(18);   if  NS=='S' ; fi=fi* - 1; end ;  
> EW = line(31);   if  EW=='W' ; lambda=lambda* - 1; end ;  

ĉgy lehet p®ld§ul egy sorb·l kinyerni egy bonyolultabb szerkezet eset®n a minket 

®rdeklŖ inform§ci·t. Persze rengeteg egy®b ki²r·, beolvas· mŤvelet l®tezik m®g 

matlabban (input/output functions), ezeket r®szletesebben megn®zhetj¿k a help iofun 

parancs kiad§s§val. 

Most olvassuk be az eg®sz f§jlt egyben. Ehhez felt®tellel vez®relt ciklusra lesz sz¿ks®g 

(while ciklus). Jelen esetben a felt®tel az lesz, hogy el®rt¿k-e m§r a f§jl v®g®t? Vagyis 

feof(fid)==0-e (feof = end of file). Sz¿ks®g lesz m®g k®t vektor v§ltoz·ra (lat, long), 

amikbe a beolvasott koordin§t§kat tessz¿k. Ezeket az elej®n inicializ§lni kell, vagyis 

¿res vektorokk®nt megadni, ®s a ciklusban egyszerŤ vektor mŤvelettel mindig 

hozz§fŤzz¿k az ¼jabb ®rt®keket. A sorok v®g®re tegy¿nk pontosvesszŖket, hogy ne 

²rja ki mindig az ºsszes r®szeredm®nyt! Az eg®sz egyben a kºvetkezŖk®ppen n®z ki: 

> lat = []; long = [];  
> fid=fopen( 'hb_nmea.txt' );  
> while  feof(fid)==0  
>   line=fgetl(fid); % egy sor beolvas§sa 
>   % fi, lambda kiszơr®se 
>   fi_fok = line(8:9);   fi_perc = line(10:16);  
>   lambda_fok = line(20:22);  lambda_perc = line(23:29);  
>   % Ćtsz§m²t§s tizedfokba 
>   fi = str2num(fi_fok)+str2num(fi_perc)/60;  
>   lambda = str2num(lambda_fok)+str2num(lambda_perc)/60;  
>   % elƇjelek 
>   NS = line(18);   if  NS=='S' ; fi=fi* - 1; end ;  
>   EW = line(31);   if  EW=='W' ; lambda=lambda* - 1; end ;  
>   % eredm®nyek ºsszefơz®se 
>   lat = [lat; fi]; long = [long; lambda];  
> end  
> fclose(fid);  

Ćbr§zoljuk az ¼tvonalat egy ¼j §br§n vastag piros vonallal!  

> figure(2)  
> plot(long, lat, 'r' , 'LineWidth' ,3)  

Az §bra alapj§n m®g neh®z lenne eldºnteni, hogy merre 

is ment a j§rmŤ, a kºnnyebbs®g kedv®®rt §br§zoljuk a 

partvonalakat is k®kkel. Ehhez tºlts¿k be a partvonal.txt 

§llom§nyt!  

> part = load( 'partvonal.txt' );  
> hold on; plot(part(:,1),part(:,2), 'b' )  

Milyen j§rmŤrŖl lehetett sz·? 
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A FEJEZETBEN H!3:.<,4 ª* &­''6O.9%K 

disp - Szºveg, v§ltoz·k tartalm§nak ki²r§sa a Command Window-ba 

if, elseif, else, end - K®tir§ny¼ felt®teles el§gaz§s 

switch, case - Tºbbir§ny¼ el§gaz§s 

for - Sz§ml§l§ssal vez®relt ciklus 

while - Felt®tellel vez®relt ciklus 

size - M§trix sorainak, oszlopainak sz§ma 

length - Vektor elemeinek sz§ma, vagy m§trix nagyobbik m®rete 

numel - M§trix/vektor ºsszes elemsz§ma 

randi - V®letlen eg®sz sz§mok gener§l§sa 

fprintf - F§jlba ®s k®pernyŖre is ²rhatunk form§zott szºvegeket 

sprintf - 
String t²pus¼ (szºveges) v§ltoz·ba/k®pernyŖre ²rhatunk 
form§zott szºvegeket 

\r\n - Sorv®ge jel a form§zott szºvegekn®l 

fix - Kerek²t®s mindig a 0 fel® 

round - Kerek²t®s matematikai ®rtelemben 

floor - Kerek²t®s lefel® 

ceil - Kerek²t®s felfel® 

load - 
Adatok betºlt®se (Matlab adat§llom§nyb·l (*.mat), egyszerŤ 
szºveges f§jlb·l) 

save - 
Adatok elment®se (Matlab adat§llom§nyba (*.mat), egyszerŤ 
szºveges f§jlba) 

print - Ćbra elment®se f§jlba 

interp1 - Egyv§ltoz·s interpol§ci· 

fopen - F§jl megnyit§sa 

fclose - F§jl bez§r§sa 

type - Szºveges f§jl tartalm§nak kilist§z§sa a Command window-ba 

fgetl - Beolvas egy sort ®s lev§gja belŖle a sorv®ge karaktert. 

fgets - Beolvas egy sort, megtartja a sorv®ge karaktert is. 

feof - F§jl v®ge jel (end-of-file) 

ftell - Pointer, hogy hol tart a f§jl beolvas§sa 

str2num - SzºvegbŖl sz§mm§ alak²t 
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Bizonyos feladatokat, probl®m§kat a hagyom§nyos analitikus matematikai 

m·dszerekkel nem, vagy csak nagyon nehezen lehet megoldani. Ezekben az 

esetekben haszn§lhat·ak a numerikus m·dszerek. Az analitikus megold§sok egzakt 

megold§sok, ahol a feladatban szereplŖ v§ltoz·k z§rt k®pletekkel kifejezhetŖek. Ilyen 

p®ld§ul egy m§sodfok¼ egyenlet megold· k®plete. A numerikus megold§s csak egy 

megkºzel²tŖ numerikus ®rt®ke a t®nyleges megold§snak. B§r a numerikus megold§s 

csak egy kºzel²t®s, az ®rt®ke nagyon pontos is lehet. A legtºbb numerikus m·dszer 

iterat²v elj§r§s, ahol fokozatosan kºzel²tj¿k a megold§st, am²g a k²v§nt pontoss§got el 

nem ®rj¿k. N®zz¿nk egy ®p²tŖm®rnºki p®ld§t, olyan esetre, ami analitikusan nem 

megoldhat·! 

Hidraulik§ban gyakori feladat a csatorna m®retez®s. A ny²lt felsz²nŤ csatorna alakja, 

anyaga, es®se, sz®less®ge ®s a v²zmagass§g f¿ggv®ny®ben levezethetŖ az elsz§ll²tott 

v²zhozam nagys§ga. N®zz¿k p®ld§ul egy szabadfelsz²nŤ, t®glalap keresztmetszetŤ 

csatorna v²zhozam§nak a k®plet®t! 

ὗ
ЍὛ

ὲ
Ͻ
ὦϽὬ

ὦ ςϽὬ
 

ahol Q - v²zhozam, n - Manning-f®le 

®rdess®gi egy¿tthat·, S - es®s, b - 

csatorna sz®less®ge, h - 

v²zmagass§g. 

Ez egy egzakt k®plet Q-ra, ha azonban arra vagyunk k²v§ncsiak, hogy a m®rt®kad· 

v²zhozam mekkora v²zm®lys®ggel k®pes lefolyni, akkor azt m§r nem tudjuk explicit 

m·don kifejezni. Kor§bban erre a feladatra k¿lºnbºzŖ grafikus vagy t§bl§zatos form§j¼ 

m®retez®si seg®dleteket haszn§ltak. Ugyan analitikus m·don most sem tudjuk 

elŖ§ll²tani a megold§st, viszont a sz§m²t·g®pek megjelen®se ·ta, numerikus 

m·dszereket haszn§lva elŖre megadott pontoss§g¼ kºzel²tŖ ®rt®ket tudunk adni a 

megold§sra. Ez azt jelenti, hogy ha visszahelyettes²tj¿k a megold§st h-ra, akkor nem 

kapjuk ugyan vissza pontosan a v²zhozam (Q) ®rt®k®t, de nagyon kºzel lesz¿nk hozz§.  

£vsz§zadok ·ta vannak kidolgozott numerikus technik§k az ilyen feladatok 

megold§s§ra, de ezeknek az alkalmaz§sa a mai sz§m²t·g®pek megjelen®se elŖtt 

nagyon bonyolult volt. A k®zzel, vagy mechanikus sz§mol·g®ppel v®gzett sz§m²t§sok 

nagyon idŖig®nyesek ®s kºnnyen elsz§molhat·ak voltak. Ezek a technik§k csak a 

sz§m²t§stechnika megjelen®s®vel terjedhettek el, mivel ezekkel m§r nem okoz 

probl®m§t a sok ism®tlŖdŖ, bonyolult sz§m²t§s elv®gz®se rºvid idŖ alatt. 

Egy m®rnºki probl®ma megold§sa sor§n elŖszºr defini§lni kell a feladatot, v§ltoz·kat, 

felt®teleket (hat§r®rt®kek, kezdŖ®rt®kek). Ut§na fel kell ²rni a fizikai modellt a 

probl®m§hoz, lehet ez a v²zhozam k®plete, tºmegvonz§s, Newton tºrv®nyei stb. El kell 

dºnteni, hogy megoldhat·-e a feladat analitikusan vagy csak numerikusan. Lehet-e 

esetleg elfogadhat· egyszerŤs²t®seket (pl. lineariz§l§s) tenni az analitikus 
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megold§shoz. IdŖnk®nt numerikus sz§m²t§sok eset®ben is egyszerŤs²t®sekkel kell 

®lni, ha t¼l bonyolult a modell, hogy bel§that· idŖn bel¿l megoldhat· legyen a feladat 

(l§sd p®ld§ul idŖj§r§s elŖrejelz®sek).  

Numerikus sz§m²t§sok alkalmaz§sa eset®n is ki kell v§lasztani, hogy melyik m·dszert 

alkalmazzuk. Minden feladat t²pushoz sokf®le kidolgozott m·dszer kºz¿l 

v§laszthatunk. A m·dszerek k¿lºnbºzhetnek pontoss§gban, sz§m²t§sig®nyben ®s a 

programoz§s bonyolults§g§ban is. A kiv§lasztott algoritmust az §ltalunk haszn§lt 

programoz§si nyelven implement§lni is kell. Matlab/Octave alkalmaz§sa eset®n a 

legtºbb esetben nem nek¿nk kell leprogramozni az algoritmusokat, mivel nagyon sok 

be®p²tett numerikus m·dszer tal§lhat· meg benn¿k, azonban ezeknek a h§tter®vel is 

c®lszerŤ megismerkedni, hogy helyesen tudjuk alkalmazni Ŗket.  

A feladat megold§sa ut§n le is kell valamilyen m·don ellenŖrizn¿nk a megold§st. Egy 

nemline§ris egyenlet eset®ben ez tºrt®nhet p®ld§ul visszahelyettes²t®ssel. 

Bonyolultabb esetekben, p®ld§ul differenci§legyenletek megold§sakor, a numerikus 

megold§st ºsszehasonl²thatjuk egy hasonl· probl®ma ismert megold§s§val, vagy 

megoldhatjuk k¿lºnbºzŖ m·dszerekkel ®s vizsg§lhatjuk ezek elt®r®seit.4 

+%2%+^4O3) ()"!ȟ ,%"%'y0/.4/3 3:<-<"2<:/,<3 

Mivel a feladatokat sz§m²t·g®p seg²ts®g®vel fogjuk megoldani, ismern¿nk kell a 

sz§m²t·g®pek korl§tait is, tudnunk kell, hogy hogyan t§rolj§k a sz§m²t·g®pek a 

sz§mokat, milyen hib§k fakadhatnak a t§rol§si m·db·l, vagy az algoritmusok 

megv§laszt§s§b·l. N®zz¿k meg a kºvetkezŖ egyszerŤ p®ld§kat! 

Pr·b§ljuk ki Matlab-ban a kºvetkezŖt: 

> x1 = 0.3, x2 = 0.1+0.1+0.1  

EgyenlŖ egym§ssal ez a k®t sz§m? L§tszatra igen. 

> x1==x2  

Ez ut·bbi mŤvelet (==) egy logikai mŤvelet, eredm®nye igaz(1) vagy hamis(0). (A 

logikai nem egyenlŖ kifejez®se Matlab-ban: ~=). A kerek²t®si hiba miatt most hamis(0) 

®rt®ket fogunk kapni. Ezek szerint 2x2 n®ha 5? N®zz¿k meg mekkora a ὸὫ  ®rt®ke? 

A tangens f¿ggv®ny ˊ/2-n®l nincs ®rtelmezve, a v®gtelenhez tart. Mi tºrt®nik, ha 

Matlabban szeretn®nk ezt kisz§molni? Hiba¿zenetet lapunk? 

> tan(pi/2)  

Nincs hiba¿zenet, Matlab-ban ¼gy tŤnik, m®giscsak ®rtelmezve van a f¿ggv®ny ˊ/2-

n®l, hiszen kapunk r§ v§laszt: 1.6331e+16. Mi®rt lehet ez? Ehhez n®zz¿k meg, hogyan 

t§rolja a sz§m²t·g®p a sz§mokat! Erre tºbb lehetŖs®g is van, az egyik m·dszer a 

Matlab §ltal is haszn§lt dupla pontoss§g¼ lebegŖpontos sz§m§br§zol§s (double). Ez a 

64 bites sz§m§br§zol§s a kettes sz§mrendszeren alapszik: 

ρ ϽάϽς , 

                                            

4 L§sd: Amos Gilat, Vish Subramaniam (2011): Numerical Methods, An Introduction with Applications 
Using MATLAB (SI Version), John Wiley & Sons (Asia) 
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ahol s az elŖjel bit (1 bit), m a mantissza (az ®rt®kes jegyek 52 biten) ®s e az 

exponenci§lis kitevŖ (11 biten) (s+m+e=>1+11+52 = 64 bit).  

A  v®gtelen sok val·s sz§mb·l nem lehet mindent pontosan reprezent§lni, l§sd pl. 0.1 

a kettes sz§mrendszerben v®gtelen szakaszos tizedes (vagyis jelen esetben 

'kettedes') tºrt lesz, amibŖl mi csak az elsŖ 52 bitet haszn§ljuk, a tºbbit eldobjuk. Ez a 

kerek²t®si hiba. 

ρ

ρπ

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς

ρ

ς
Ễ 

Kettes sz§mrendszerben az egy tized egyenlŖ: 0.000110011001100110011... 

Ez®rt van, hogy amikor ºsszeadjuk a 0.1-et h§romszor, az nem egyenlŖ a 0.3-mal, ®s 

a tangens f¿ggv®ny is ®rtelmezve van Matlab-ban ˊ/2-n®l, mivel a ˊ/2-t sem tudjuk 

pontosan megadni. Ezt a hib§t nevezz¿k a v®ges sz§m§br§zol§sb·l eredŖ kerek²t®si 

hib§nak. A kerek²t®si hiba (d) nagys§grendj®t a g®pi pontoss§ggal (Ům - machine 

precision) lehet megadni. A numerikus sz§m²t§sokban  ρ ‏ ρ, ha d< Ům. Matlab-

ban a g®pi epszilon ®rt®ke:  

> eps  

£rt®ke: 2.2204e-16. Ez a lebegŖpontos sz§m§br§zol§sban k®t egym§st kºvetŖen 

§br§zolhat· sz§m elt®r®se. Adjunk hozz§ k®t sz§mhoz 10-14 ®rt®ket, ami m§r a g®pi 

epszilonn§l nagyobb, az elsŖ sz§m 1 legyen, a m§sodik 12345. 

> a = 1; b = 12345; c = 1e - 14;  
> a+c==a % a+c egyenlƇ- e a - val? -  0 (hamis)  
> b+c== b % b+c egyenlƇ- e b - val? -  1 (igaz)  

Mi®rt lehet az, hogy az egyik esetben siker¿lt hozz§adni ugyanazt a g®pi epszilonn§l 

nagyobb ®rt®ket a sz§mhoz, a m§sik esetben pedig nem?   

A v§lasz erre az, hogy a g®pi pontoss§g alap®rt®ke az 1-tŖl val· t§vols§g, de ®rt®ke a 

sz§m nagys§grendj®vel v§ltozik. N®zz¿k meg! 

> eps(a) % 2.2204e - 16 
> eps(b) % 1.8190e - 12 
> eps(1e20)  % 16384  

Ezt azt jelenti, hogy 1020 ut§n t§rolhat· legkisebb sz§m 16384-gyel nagyobb. Ha 

16384/2-t vagy ann§l kisebb sz§mot adunk hozz§ 1020-hoz, akkor a sz§m ®rt®ke nem 

fog v§ltozni, ha enn®l nagyobbat, akkor m§r igen (a kerek²t®s miatt, ha 16384/2+1-et 

adunk hozz§, akkor m§r felfel® fog kerek²teni). 

> 1e20 == 1e20+16384/2 % a v§lasz igaz 

N®zz¿nk egy m§sik tipikus hib§t, a kiolt· hib§t, amikor kºzel azonos nagys§g¼ 

sz§mokat vonunk ki egym§sb·l. N®zz¿k meg Matlab-ban a kºvetkezŖ p®ld§t: 

> x1 = 10.000000000000004  % 14 db 0 a tizedespont ut§n a 4- es elƇtt 
> y1 = 10.00000000000004  % 13 db 0 a tizedespont ut§n a 4- es elƇtt 
> (y1 - 10)/(x1 - 10)  

A v§rt eredm®ny: 0.000000000000004 / 0.00000000000004 = 10, a kapott eredm®ny 

azonban: 11.5! 

Mi®rt fontos nek¿nk a numerikus hib§k ismerete? £rdemes n®h§ny tanuls§gos esetet 

megn®zni a numerikus hib§k okozta katasztr·f§k kºzºtt! Az ¥bºlh§bor¼ idej®ben 
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1991-ben egy Patriot l®gv®delmi rak®ta nem tal§lta el az iraki Scud rak®t§t, ami miatt 

28-an meghaltak. Az oka numerikus hiba volt. A tizedm§sodpercben m®rt idŖket a 

rendszer megszorozta 1/10-del, hogy m§sodpercet kapjon, mivel ezt nem lehetett 

pontosan reprezent§lni bin§risan, fell®pett egy kis kerek²t®si hiba, sokszor egym§s 

ut§n elv®gezve a mŤveletet a hiba halmoz·dott. 100 ·r§s ¿zem eset®n az elt®r®s: 0.34 

m§sodperc volt, ami alatt egy Scud rak®ta tºbb, mint f®l kilom®tert tesz meg (1.676 

m/s sebess®ggel). 

Ugyancsak numerikus hiba okozta 1996-ban az ESA Ariane 5 rak®t§j§nak 40 

m§sodperccel a kilºv®se ut§n tºrt®nŖ felrobban§s§t! (ĂSome disasters caused by 

numerical errorsò - http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html). £rdekes 

lehet m®g a kºvetkezŖ oldal is: https://www5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html, 

ahol egy nagyobb gyŤjtem®ny tal§lhat· szoftverhib§k okozta probl®m§kr·l (sok kºzt¿k 

a numerikus sz§m²t§si probl®ma). 

!"3:/,ª4 O3 2%,!4^6 HIBA 

A hib§kat tºbbf®lek®ppen csoportos²thatjuk, a pontos ®rt®ktŖl val· t®nyleges elt®r®st 

abszol¼t hib§nak nevezz¿k, azonban a val·s§gban sokszor nem ezzel lehet a 

legjobban reprezent§lni a hiba nagys§g§t, c®lszerŤ bevezetni a relat²v hiba fogalm§t 

is. Legyen egy x val·s sz§m kºzel²t®se ὼ. 

Abszol¼t hib§nak nevezz¿k a t®nyleges elt®r®st: Ў ȿὼ ὼȿ 

A relat²v hiba az abszol¼t hiba osztva x ®rt®k®vel: 
‐
ȿὼ ὼȿ

ȿὼȿ
 

Amikor x egy kºr¿li ®rt®k, akkor nincs l®nyeges elt®r®s a kettŖ kºzºtt, azonban amikor 

x>>1, a relat²v hiba jobban t¿krºzi a hiba jelentŖs®g®t. N®zz¿nk erre egy p®ld§t! 

Legyen k®t t§vols§g (ὸȟὸ), amit becsl¿nk (ὸ, ὸ). 

ὸ ρπππ άȠ     ὸ ωππ άȠ 

Ў ρππ άȠ    ‐ ρπ ϷȠ 

ὸ ςππ άȠ     ὸ ρππ άȠ 

Ў ρππ άȠ    ‐ υπ ϷȠ 

Az abszol¼t hiba mindk®t esetben 100 m, de az elsŖ becsl®s m®gis sokkal pontosabb, 

mint a m§sodik ®s ez a relat²v hib§k nagys§g§ban is t¿krºzŖdik (10% ill. 50%). 

34!"),)4<3ȟ +/.$^#)s3:<- 

Miut§n l§ttuk, hogy a numerikus hib§kkal egy¿tt kell ®ln¿nk a sz§m²t§sok sor§n, a 

kºvetkezŖ fontos k®rd®s, hogyan kezelj¿k Ŗket? Megb²zhatunk-e a kapott 

eredm®nyben? Ehhez m®g k®t fogalmat kell megismern¿nk, az adott probl®ma 

®rz®kenys®g®t/kond²cion§lts§g§t ®s az algoritmus stabilit§s§t. 

¶ Egy matematikai probl®ma j·l kondicion§lt ha a bemeneti param®terek kis 

v§ltoz§s§ra az eredm®ny is kis m®rt®kben v§ltozik. 

¶ Egy algoritmus numerikusan stabil ha bemeneti param®terek kis v§ltoz§s§ra az 

eredm®ny is kis m®rt®kben v§ltozik. 

http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html
https://www5.in.tum.de/persons/huckle/bugse.html
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A pontoss§g f¿gg a probl®ma kondicion§lts§g§t·l ®s az algoritmus stabilit§s§t·l. 

Pontatlans§got okozhat, ha stabil algoritmust alkalmazunk rosszul kondicion§lt 

probl®m§ra, vagy instabil algoritmust alkalmazunk j·l kondicion§lt probl®m§ra. 

34!"),)4<3 

N®zz¿k meg a kºvetkezŖ m§sodfok¼ egyenlet megold§s§t! 

ὼ ρππȢπππρ ὼ πȢπρ π 

Ennek az egzakt megold§sa a kºvetkezŖ: ὼ ρππȠὼ πȢπππρȠ Megold§s fel²rhat· a 
m§sodfok¼ megold·k®plettel: 

ὼ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ƞ       ὼ

ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ƞ 

Oldjuk meg Matlab-ban, az eredm®nyek megjelen²t®s®t §ll²tsuk §t tºbb tizedes jegyre! 

> format long ;  
> a = 1; b = - 100.0001; c = 0.01;  
> D = sqrt(b^2 -  4*a*c) % 99.999899999999997  
> xl = ( - b + D)/(2*a) % 100  
> x2 = ( - b -  D)/(2*a) % 1.000000000033197e - 04 

ὼ-re nem kaptunk pontos eredm®nyt a kerek²t®si hiba miatt. Miut§n b negat²v, ²gy 

ebben az esetben a sz§ml§l·ban k®t egym§shoz nagyon kºzeli ®rt®ket kell kivonni 

egym§sb·l, itt is fell®p a kiolt· hiba. 

Sok esetben, amikor a matematikai kifejez®s k®t egym§ssal kºzel megegyezŖ 

kifejez®s k¿lºnbs®g®t tartalmazza, a feladat §talak²that· olyan form§ba is, ami 

kev®sb® ®rz®keny a kerek²t®si hib§kra. ὼ  eset®ben ezt megtehetj¿k, ha 

megszorozzuk a formul§t ὦ Ѝὦ τὥὧȾ ὦ Ѝὦ τὥὧ-vel: 

ὼ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὥ
Ͻ
ὦ Ѝὦ τὥὧ

ὦ Ѝὦ τὥὧ

ςὧ

ὦ Ѝὦ τὥὧ
 Ƞ 

Haszn§ljuk most ez ut·bbi kifejez®st a megold§shoz: 

> x2m = (2*c)/( - b+D) % 1.000000000000000e - 04 

Most a v§rt eredm®nyt kaptuk. N®zz¿nk egy m§sik p®ld§t az algoritmus 

megv§laszt§s§nak fontoss§g§ra! K®tf®le m·don is kºzel²thetj¿k az Ὡ  ®rt®k®t: 

Ὡ ρ ὼ
ὼ

ςȦ

ὼ

σȦ
Ễ 

Ὡ
ρ

Ὡ

ρ

ρ ὼ
ὼ
ςȦ

ὼ
σȦ Ễ

 

Sz§moljuk ki a f¿ggv®ny ®rt®k®t x = 8.3 helyen a fent megadott k®t m·dszerrel! Tºlts¿k 

be az emx.m f¿ggv®nyt, ami k®t kimenettel megadja a k®tf®le kºzel²t®st n tag 

eset®ben, x helyen! 

> function  [f g] = emx(x,n)  
>     f = 1; % elsƇ kºzel²t®s 1 -  x + x^2/2 -  x^3/6 + ...  
>     p = 1; % elsƇ kºzel²t®s a nevezƇre (1 + x + x^2/2 + x^3/6 + ...) 
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>     for  i=1:n  
>         s = x^i/factorial(i);  
>         f = f +( - 1)^i*s;  
>         p = p + s;  
>         g = 1 / p;  
>     end  
> end  

A megold§s pontos ®rt®ke: exp(-8.3) = 2.4852e-04 

Pr·b§ljuk ki az elŖbbi f¿ggv®nyt n = 10, 20, 30 esetben! Ćlljunk vissza a kevesebb 

sz§mjegy kijelz®s®re, most el®g lesz ez is. 

> format short  
> megoldas = exp( - 8.3) % 2.4852e - 04 
> [f  g] = emx(8.3,10) % f=188.0344,   g=3.1657e - 04 
> [f g] = emx(8.3,20) % f=0.2833,     g=2.4856e - 04 
> [f g] = emx(8.3,30) % f=2.5151e - 04, g=2.4852e - 04 

Az eredm®nyek:  

n= 10 20 30 

f 188.0344 0.2833 2.5151e-04 

g 3.1657e-04 2.4856e-04 2.4852e-04 

L§tjuk, hogy a k®t algoritmus kºz¿l a m§sodik sokkal hamarabb kºzel²ti meg a pontos 

®rt®ket, nem mindegy milyen m·dszerrel oldjuk meg a feladatot! 

+/.$^#)s3:<- 

Oldjuk meg a kºvetkezŖ line§ris egyenletrendszert! 

φὼ ςὼ ρπ 

ρρȢυὼ σȢψυὼ ρχ 

Az egyenletrendszer m§trixos alakban (ὃϽὼ ὦ): 

ὃ
φ ς
ρρȢυ σȢψυ

Ƞ      ὦ
ρπ
ρχ

 

Oldjuk meg ezt a feladatot Matlab-ban. A megold§s matematikailag: ὼ ὃ Ͻὦ. 

Matlab-ban az inv parancs sz§m²tja egy m§trix inverz®t. Oldjuk meg a feladatot! 

> A = [6, - 2; 11.5, - 3.85]; b = [10; 17];  
> x = inv(A)*b % 45.0000; 130.0000  

Megold§s a 45 ®s a 130 lett. M·dos²tsuk egy kicsit a m§sodik egyenletben az ὼ 

egy¿tthat·j§t -3.85-rŖl -3.84-re, ®s oldjuk meg ¼jra a feladatot! 

> A = [6, - 2; 11.5, - 3.84]  
> x = inv(A)*b % 110.0000; 325.0000  

Most a megold§s 110 ®s 325 lett. Csak egy kicsit v§ltoztattunk az egyenletrendszeren, 

m®gis ·ri§si lett a v§ltoz§s a v®geredm®nyben! Azt v§rtuk volna, hogy mivel a k®t 
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bemenet nagyon kºzel van egym§shoz a megold§sok is hasonl·ak lesznek. Nem ²gy 

tºrt®nt. Mi okozhatja ezt? 

Vannak olyan m§trixok, amelyek nagyon 

®rz®kenyek a bemenet kis megv§ltoz§s§ra. 

Ezt az ®rz®kenys®get lehet m®rni a m§trix 

kond²ci·sz§m§val. A kond²ci·sz§m (ə) 

teremt kapcsolatot a kimenet relat²v hib§ja ®s 

a bemenet relat²v hib§ja kºzºtt. Min®l 

nagyobb ez a sz§m, a bemenet kis 

megv§ltoz§sa ann§l nagyobb v§ltoz§st fog 

okozni a kimenetet illetŖen.  

‖

Ὢὼ Ὢὼ
Ὢὼ
ὼ ὼ
ὼ

ὼ

Ὢὼ
Ͻ
Ὢὼ Ὢὼ

ὼ ὼ

ὼϽὪᴂὼ

Ὢὼ
 

N®zz¿k meg ennek a m§trixnak a kond²ci· sz§m§t! 

> cond(A) % 4.6749e+03  

Eredm®nye: 4674.9 lett. Min®l nagyobb ez a sz§m, ann§l bizonytalanabb a megold§s, 

ugyanis a bemenet kis hib§ja ugyanennyi szeres®re nagy²t·dik fºl a kimenetn®l! Erre 

nagyon oda kell figyelni a m®rnºki munk§k sor§n, ahol a bemeneti m®r®sek, §lland·k 

tºbbnyire csak kºzel²tŖ ®rt®kek, hib§kkal terheltek. 

#3/.+^4<3) ()"! 

A v®ges sz§m§br§zol§sb·l ad·d· kerek²t®si hiba hat§s§t m§r l§ttuk, ®s azt is, hogy 

mennyire fontos ennek kºvetkezt®ben az algoritmus helyes megv§laszt§sa, p®ld§ul 

ker¿lni kell a kºzel azonos nagys§g¼ sz§mok kivon§s§t, ha van r§ m·d.  

Egy m§sik fontos hiba akkor l®p fel, amikor az egzakt matematikai kifejez®s helyett 

annak kºzel²t®s®t alkalmazzuk a numerikus sz§m²t§sok sor§n, p®ld§ul: Taylor-soros 

kºzel²t®s, numerikus deriv§l§s, integr§l§s. Ćltal§ban akkor l®p fel a probl®ma, amikor 

egy bonyolult, szimbolikusan nem megoldhat· probl®m§t, egyszerŤbb, sz§m²t·g®ppel 

kºnnyebben kezelhetŖ probl®m§val helyettes²tj¿k. 

A Taylor-soros kºzel²t®sre m§r l§ttunk p®ld§t az elŖzŖekben is, min®l tºbb tagot 

vett¿nk figyelembe, ®rtelemszerŤen ann§l kisebb volt a csonk²t§si hiba ®s megfelelŖen 

v§lasztott algoritmus eset®n viszonylag gyorsan siker¿lt j· kºzel²t®st el®rni. Most 

n®zz¿k meg az ex kºzel²t®s®t Taylor-sorral 4 taggal: Ὡ ρ ὼ
Ȧ Ȧ

 

> x=1  
> f = exp(x) % 2.7183 ð t®nyleges ®rt®k 
> g = 1 + x + x^2 /2 + x^3/6 % 2.6667 ð csonk²t§si hib§val terhelt ®rt®k 

Nem csak a Taylor soros kºzel²t®s tartalmaz csonk²t§si hib§t, hanem a numerikus 

integr§l§s is, vagy a deriv§lt differenciah§nyadossal val· kºzel²t®se is. N®zz¿nk ez 

ut·bbira egy p®ld§t: 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ
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A csonk²t§si hiba felsŖ korl§tja becs¿lhetŖ.  

Hat§rozzuk meg a csonk²t§si hiba felsŖ 

korl§tj§t az al§bbi f¿ggv®ny deriv§ltj§nak a 

differenciah§nyadossal tºrt®nŖ kºzel²t®se 

eset®n, x=2 helyen5! 

ώ ὼ 

Kºzel²ts¿k numerikusan a deriv§ltat a 

differenciah§nyadossal! 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ

ς Ὤ ς

Ὤ
 

A csonk²t§si hib§t a Taylor-soros kºzel²t®s alapj§n becs¿lhetj¿k: 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ ὪᴂὼϽὬ
Ὢ ‚

ς
 ϽὬ 

, ahol ὼ ‚ ὼ Ὤ. Ez®rt §trendezve igaz a kºvetkezŖ: 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ

Ὤ
Ὢᴂὼ

Ὢ ‚

ς
 ϽὬ 

A fenti egyenlet bal oldal§n a csonk²t§si hib§t tal§ljuk (a kºzel²t®s ®s a t®nyleges ®rt®k 

elt®r®se), a jobb oldalon pedig ehhez egy felsŖ korl§tot, amin®l biztosan kisebb lesz a 

hiba. Jelºlj¿k Ὄ-val ezt a hib§t, a felsŖ korl§tot pedig ‐-nal. Eset¿nkben pontosan 

ismerj¿k az elsŖ (ώ σ ὼ ρς) ®s a m§sodik deriv§ltat is (ώ φὼ), ²gy a csonk²t§si 
hib§ra igaz a kºvetkezŖ: 

ὌὬ
ς Ὤ ς

Ὤ
ρς

Ὢ ‚

ς
 ϽὬ

φ ‚ Ὤ 

ς
σ ‚ Ὤ  

A csonk²t§si hiba becs¿lt felsŖ korl§tja h f¿ggv®ny®ben maxim§lis ‚ eset®n (‚ ὼ
Ὤ), ὼ ς helyen: 

‐Ὤ σ ς Ὤ Ὤ  

A fenti k®pletbŖl l§that·, amint az v§rhat· is volt, hogy min®l kisebb Ὤ intervallumokra 

osztjuk fel a f¿ggv®nyt a differenciah§nyadosok sz§m²t§s§hoz, ann§l kisebb lesz a 

csonk²t§si hiba.  

TELJES HIBA 

Ćbr§zoljuk az elŖzŖ deriv§lt kºzel²t®s®nek becs¿lt felsŖ korl§tj§t ®s sz§m²tsuk ki a 

t®nyleges hib§t is a l®p®skºz v§ltoz§s§nak f¿ggv®ny®ben! Vegy¿k fel a kºvetkezŖ 

l®p®skºzºket: 

Ὤ ρȟρπȟρπȟỄȟρπ  

> format long  
> n = 0: - 1: - 15, h = 10.^n  

                                            

5 Pal§ncz B®la numerikus m·dszerek p®ldat§ra alapj§n 
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Adjuk meg egysoros f¿ggv®nyk®nt a becs¿lt felsŖ korl§tot ®s a t®nyleges hib§t is! 

(Figyelj¿nk a . haszn§lat§ra, mivel most vektorok elemenk®nti mŤvelet®rŖl van sz·) 

> e = @(h) 3*(2 + h).*h; % becs¿lt felsƇ korl§t 
> H = @(h) abs(((2 + h).^3 -  8)./h -  12) % t®nyleges hiba 

Sz§moljuk ki a k®t f¿ggv®ny ®rt®k®t a k¿lºnbºzŖ l®p®skºzºkhºz ®s §br§zoljuk az 

eredm®nyeket log-log koordin§ta rendszerben (ezt a loglog paranccsal tehetj¿k meg)! 

> figure(1)  
> loglog(h,e(h)); hold on 
> loglog(h,H(h))  
> legend( 'Becs¿lt felsƇ hibakorl§t', õT®nyleges hiba')  

 

Mit l§tunk a fenti §br§n? Ahogy csºkken a l®p®skºz, ¼gy csºkken a csonk²t§si hiba 

becs¿lt felsŖ korl§tja is ®s egy darabig a t®nyleges hiba is ennek megfelelŖen, azonban 

egy pont ut§n (valahol 10-8 kºrny®k®n) hirtelen elkezd nŖni ¼jra a t®nyleges hiba. MI 

lehet ennek az oka? Ez abb·l ad·dik, hogy a teljes hiba a csonk²t§si ®s a kerek²t®si 

hiba ºsszegek®nt §ll elŖ. Nagyj§b·l 10-8 ®rt®kig a csonk²t§si hiba domin§l, ut§na 

viszont erŖteljesen elkezd nŖni a kerek²t®si hiba. Ennek a jelens®gnek igen fontos 

szerepe van p®ld§ul a differenci§legyenletek numerikus megold§s§n§l! 

Term®szetesen hasonl·an a kor§bban l§tottakn§l itt is lehet olyan algoritmust 

v§lasztani, ami kev®sb® ®rz®keny a kerek²t®si hib§ra, hiszen a fŖ hiba itt is a kiolt· 

hiba, mivel a differenciah§nyados sz§ml§l·j§ban k®t kºzel azonos sz§mot vonunk ki 

egym§sb·l, min®l kisebb h, ann§l kisebb a k®t sz§m kºzºtti elt®r®s. Most a 

differenciah§nyadost kºnnyen egyszerŤs²thetj¿k: 

ς Ὤ ς

Ὤ
ρς φ Ὤ Ὤ 

EbbŖl a csonk²t§si hiba:  

ὌὬ ȿρςφ Ὤ Ὤ ρςȿ ȿφ Ὤ Ὤȿ 

> H2 = @(h) abs(6*h + h.^2)  
> abr1=loglog(h,H2(h), 'g' , 'LineWidth' ,2)  
> legend(a br1, 'Teljes hiba -  jav²tott algoritmus')  
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A differenciah§nyadost itt mi egyszerŤs²tett¿k manu§lisan, term®szetesen lehetŖs®g 

van ilyen egyszerŤs²t®sekre Matlab-ban is, ezek azonban m§r a szimbolikus 

sz§m²t§sok t®makºr®be tartoznak, ami a Symbolic Math Toolbox r®sze (Octave-ban 

ehhez telep²teni kell a symbolic package-t, l§sd az 1. gyakorlat Kieg®sz²t®s Octave-

hoz fejezet®t). 

Szimbolikus sz§m²t§sok sor§n nem konkr®t sz§mokkal sz§molunk, hanem 

v§ltoz·kkal. Ehhez elŖszºr meg kell adni a Matlab sz§m§ra  syms paranccsal, hogy 

melyek lesznek a szimbolikus v§ltoz·ink, ezekkel a szimbolikus v§ltoz·kkal meg kell 

h²vjuk a f¿ggv®nyt, ekkor egyszerŤs²thetj¿k a kifejez®st a simplify paranccsal. A 

simplify parancs eredm®nye egy szimbolikus v§ltoz· lesz, amibe nem lehet konkr®t 

sz§mokat behelyettes²teni, csak, ha visszaalak²tjuk hagyom§nyos f¿ggv®nny® a 

kifejez®st a matlabFunction paranccsal. 

> syms h  
> Hsym = simplify(H(h)) % Hsym = abs(h*(h + 6))  
> H2 = matlabFunction(Hsym) % H2 = @(h)abs(h.*(h+6.0))  

A Workspace-ben is l§thatjuk, hogy Hsym ®rt®ke szimbolikus. N®zz¿k meg mi tºrt®nik, 

ha megpr·b§lunk egy konkr®t ®rt®ket behelyettes²teni! 

> H2(1e - 1) % 0.610000000000000  
> Hsym(1e - 1)  

Subscript indices must either be real positive integers or logicals.  
 
Error in sym/subsref (line 841)  
            R_tilde = builtin('subsref',L_tilde,Idx);  
 
Error in gyak3 (line 78)  
Hsym(1e - 1)  

A m§sodik esetben hiba¿zenetet kapunk, mivel szimbolikus kifejez®sbe nem lehet 

behelyettes²teni egy ®rt®ket. 
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! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

== - Logikai egyenlŖs®g 

~= - Logikai ônem egyenlŖô 

eps - G®pi epszilon/g®pi pontoss§g nagys§ga,  

factorial - Faktori§lis, n! 

inv - M§trix inverze 

cond - Kond²ci· sz§m 

loglog - Ćbr§zol§s logaritmikus sk§l§n (mindk®t tengelyen) 

syms - Szimbolikus v§ltoz·k, kifejez®sek defini§l§sa 

simplify - Szimbolikus kifejez®sek egyszerŤs²t®se 

matlabFunction - Szimbolikus kifejez®sek f¿ggv®nny® alak²t§sa 
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τȢ .%-,).%<2)3 %'9%.,%4%+ '9v+%) 

Az Ὢὼ π  egyenlet numerikus megold§sa, z®rushelyeinek/gyºkeinek a 

megtal§l§sa, sok esetben mer¿l fel megoldand· feladatk®nt. Ahhoz, hogy megoldjunk 

egy nemline§ris  feladatot §ltal§nosan, az egyenletet elŖszºr (ha nem ilyen form§ban 

volt megadva) §t kell alak²tanunk  

Ὢὼ π 

alakba. Ennek az egyenletnek a megold§s§t az egyenlet gyºk®nek, vagy 

z®rushely®nek is nevezik. Az x megold§s visszahelyettes²tve kiel®g²ti az egyenletet, 

vagyis az egyenlet ®rt®ke nulla vagy kºzel²tŖleg (adott hibahat§ron bel¿l) nulla lesz. 

Grafikusan a megold§s az a pont, ahol a f¿ggv®ny metszi az x tengelyt. 

Az Ὢὼ π egyenlet megold§sa 

sok esetben csak numerikusan, 

iter§ci·kkal lehets®ges, azaz akkor 

fogadjuk el a megold§st, ha egy 

megadott ȹ hibakorl§t alatt van, 

Ὢὼ Ў. A megold§si m·dszerek 

tºbbs®ge ¼n. lok§lis m·dszer, azaz 

az iter§ci·hoz sz¿ks®g van egy vagy 

tºbb indul· ®rt®kre. A megold§sra 

sokf®le algoritmust dolgoztak ki. Az 

algoritmusok jellemzŖje, hogy 

egyszerre csak egy gyºk 

meghat§roz§s§t teszik lehetŖv®, 

tºbb z®rushely eset®n, tºbb kezdeti 

®rt®kkel kell lefuttatni Ŗket. 

#3!4/2.! -O2%4%:O3) 0O,$! 

N®zz¿nk meg egy csatorna m®retez®si feladatot a hidraulika t®makºr®bŖl! 

A ny²lt felsz²nŤ csatorna alakja, anyaga, es®se, sz®less®ge ®s a v²zmagass§g 

f¿ggv®ny®ben levezethetŖ az elsz§ll²tott v²zhozam nagys§ga. N®zz¿k p®ld§ul egy 

szabadfelsz²nŤ, t®glalap keresztmetszetŤ csatorna v²zhozam§nak a k®plet®t! 

ὗ
ЍὛ

ὲ
Ͻ
ὦϽὬ

ὦ ςϽὬ
 

ahol Q - v²zhozam, n - Manning-f®le ®rdess®gi 

egy¿tthat·, S - es®s, b - csatorna sz®less®ge, h 

- v²zm®lys®g. Mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 

m®teres v²zm®lys®ghez? Hat§rozzuk meg a csatorn§ban a v²zszint magass§g§t, h-t, 

3 m3/s m®rt®kad· v²zhozam eset®n, 0.8 ezrel®k es®s eset®n, 0.02 Manning-f®le 
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®rdess®gi egy¿tthat· ®s 2 m csatorna sz®less®g mellett! Vagyis: Ὓ πȢπππψȠὲ

πȢπςȠὗ σ ά ίȠὦ ς ά6 

A feladat elsŖ fel®re, hogy mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 m®teres v²zm®lys®ghez, 

kºnnyŤ v§laszolni, ez csak egyszerŤ behelyettes²t®st jelent.  ElŖszºr adjuk meg a 

v§ltoz·k ®rt®keit ®s defini§ljuk a v²zhozamot (Q) a v²zm®lys®g (h) f¿ggv®ny®ben! 

> clear all ; clc;close all ;  
> % V§ltoz·k ®rt®kad§sa 
> S = 0.0008; n = 0.02; Q = 3; b = 2;  
> % V²zhozam egysoros f¿ggv®nyk®nt: h f¿ggetlen v§ltoz· 
> Q=@(h) sqrt(S)/n*(b*h).^(5/3)./(b+2*h).^(2/3);  

Mekkora v²zhozam tartozik 1 ®s 2 m-es v²zm®lys®ghez? 

> % Mekkora v²zm®lys®g tartozik 1 ®s 2 m- es v²zm®lys®ghez? 
> Q(1), Q(2) %  1.7818 illetve 4.3170  m^3/s  

A m§sodik k®rd®s az volt, hogy mekkora lesz a Q=3 m3/s v²zhozamhoz tartoz· 

v²zm®lys®g. Mivel nem tudjuk kifejezni az egyenletbŖl h-t Q f¿ggv®ny®ben, ez®rt itt 

most csak kºzel²tŖ, numerikus megold§s jºhet sz·ba. A k®t behelyettes²tett ®rt®k 

alapj§n az 1 m-hez 1.78 m3/s, a 2 m-hez pedig 4.31 m3/s v²zhozam tartozik, teh§t 

valahol 1 ®s 2 m®ter kºzºtt lesz a keresett v²zm®lys®g a m®rt®kad· 3 m3/s 

v²zhozamhoz. Ćbr§zoljuk a f¿ggv®nyt a 0-2 m tartom§nyon ®s rajzoljuk be a k²v§nt 

Q=3 m3/s ®rt®ket is! F¿ggv®nyeket az fplot paranccsal tudunk megjelen²teni, 

ºsszetartoz· pontp§rokat pedig a plot paranccsal. Az fplot paranccsal megjelen²tett 

gºrb®k tulajdons§gait a set paranccsal §ll²thatjuk be (pl. 'Color',ôLineWidthô opci·), ha 

elŖtte valamilyen v§ltoz·hoz hozz§rendelj¿k az §br§t.  

> % A f¿ggv®ny §br§zol§sa a [0;2] intervallumon 
> figure(1); hold on;  
> h1 = fplot(Q, [0 2]);  
> set(h1, 'Color','k','LineWidth' ,2)  
> % y=3 vonal berajzol§sa a [0 2] intervallumon k®t pontot megadva 
> plot([0,2],[3,3], 'r' )  
> % Ćbra feliratoz§s 
> title( 'Csatorna m®retez®s');  
> xlabel( 'V²zm®lys®g [m]');  
> ylabel( 'V²zhozam [m^3/s]');  

 

Az §br§b·l l§tszik, hogy a megold§s valahol 1.4 ®s 1.6 kºzºtt lesz. A megold§s 

megtal§l§s§hoz haszn§lhat· algoritmusok viszont mindig a z®rushelyet/gyºkhelyet 

                                            

6 A p®lda Pal§ncz B®la (2012): Numerikus m·dszerek p®ldat§r§b·l val·, kis §talak²t§ssal. 
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keresik, vagyis hol metszi a f¿ggv®ny az x tengelyt. Ezt az alakot kell nek¿nk is 

defini§lni egy §trendez®s ut§n, vagyis §t kell alak²tanunk a Q(h)=3 egyenletet, f(h)=0 

alakba: 

> f = @(h) Q(h) - 3 
> figure(2); h2 = fplot(f, [0 2]);  
> set(h2, 'LineWidth' ,2)  
> % y=0 vonal berajzol§sa a [0 2] intervallumon k®t pontot megadva 
> hold on; plot([0,2],[0,0], 'm' )  

 

A megold§s, a gyºkhely vagy z®rushely meghat§roz§sa tºbbf®le m·dszerrel tºrt®nhet, 

a k®t fŖ t²pusa ezeknek a z§rt ®s a ny²lt intervallum m·dszerek.  

:<24 ).4%26!,,5- -s$SZEREK 

Z§rt intervallum m·dszerek eset®n egy [a,b] intervallumot adunk meg, amiben benne 

van a megold§s. Ebben az esetben az intervallum k®t v®gpontj§ban ellent®tes elŖjel¿k 

lesz a f¿ggv®ny®rt®keknek, azaz ὪὥϽὪὦ π.  hiszen a kettŖ kºzºtt v§lt elŖjelet a 
f¿ggv®ny, §thalad a null§n. Ebben az esetben az intervallumon bel¿l biztosan tal§lhat· 

z®rushely (c), amennyiben f(x) folytonos. Ilyenkor fokozatosan szŤk²tj¿k az intervallum 

nagys§g§t, vizsg§lva a v®gpontok f¿ggv®ny ®rt®keit, addig, am²g m§r vagy nagyon 

kºzel lesz a f¿ggv®ny ®rt®ke 0-hoz (megadott pontoss§gon bel¿l), vagy maga az 

intervallum lesz nagyon kicsi. Tºbbf®le z§rt intervallum m·dszer l®tezik, k¿lºnbs®g 

abban van kºzºtt¿k, hogy milyen m·dszerrel szŤk²tik az intervallum nagys§g§t. A z§rt 

intervallum m·dszerek mindig eredm®nyre vezetnek, csak az egyik m·dszer 

lassabban, a m§sik gyorsabban. 

).4%26!,,5- &%,%:O3 -s$3:%2% ɉ")3%#4)/. METHOD) 

A kezdeti intervallumot megfelezve 

megvizsg§ljuk a v®gpontokban a 

f¿ggv®ny®rt®keket, ahol elt®rŖ elŖjelŤ, az 

lesz az ¼j intervallum, ezt ism®telj¿k a 

k²v§nt ȹ pontoss§gig. 

1. ὧ ὥ ὦȾς  

2. ha ȿὪὧȿ Ў O v®ge 

3. ha ὪὥϽὪὧ π, akkor ὦ ὧ, 

k¿lºnben ὥ ὧ 
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(ª2-s$3:%2 ɉ2%'5,! &ALSI METHOD) 

Az intervallumfelez®s m·dszer®n®l hat®konyabb megold§s a h¼rm·dszer (§ltal§ban 

gyorsabban konverg§l). Itt az intervallum v®gein kisz§molt f(a) ®s f(b) pontokat 

ºsszekºtŖ h¼rnak az x tengellyel val· metsz®spontj§t hat§rozzuk meg mint ¼j kºzel²tŖ 

®rt®ket. Az egyenes x tengellyel val· metsz®spontja (y=0), hasonl· h§romszºgekbŖl 

kisz§m²that·: 

ὦ ὥ

Ὢὦ Ὢὥ
 
ὧ ὥ

π Ὢὥ
 

1. Megold§sa x=c: 

ὧ
ὥϽὪὦ ὦϽὪὥ

Ὢὦ Ὢὥ
 

2. ha ȿὪὧȿ Ў O v®ge 

3. ha ὪὥϽὪὧ π, akkor ὦ ὧ, 
k¿lºnben ὥ ὧ 

).4%26!,,5- &%,%:O3 O3 (ª2-s$3:%2 -!4,!"-BAN 

N®zz¿k meg, hogyan tudunk saj§t Matlab/Octave f¿ggv®nyt ²rni az intervallum felez®s 

m·dszer®re! Adjunk meg egy ȹ hibakorl§tot ®s egy maxim§lis iter§ci· sz§mot (N)! 

Ehhez felt®tel vez®relt ciklusra lesz sz¿ks®g¿nk (while ciklus). A le§ll§si felt®telek, ha 

el®rj¿k a kºzel²t®s hibak¿szºb®t, vagy a maxim§lis iter§ci· sz§mot! Itt sz¿ks®ges lesz 

egy logikai £S haszn§lat§ra a k®t felt®tel egy¿ttes vizsg§lat§ra, ezt tºbbf®lek®ppen is 

megadhatjuk Matlab-ban: feltetel1 && feltetel2 vagy and(feltetel1, feltetel2).  

> function  [c, i] = intfelezes(f, a, b, delta, N)  
>     c = (a+b)/2;    % Intervallumfelez®s (1. iter§ci·) 
>     i = 1;          % Iter§ci·k sz§ma 
>     % Le§ll§si felt®tel:  
>     % el®rj¿k a kºzel²t®s k¿szºb®rt®k®t vagy a maxim§lis iter§ci· 
sz§mot 

>     while  abs (f(c)) > delta && i <= N  
>         if  f(c)*f(a) < 0  
>             b = c;  
>         else  
>             a = c;  
>         end ;  
>         i = i + 1;  
>         c = (a +b)/2;  
>     end ;  
> end  

A h¼r m·dszer implement§l§sa ugyan²gy tºrt®nhet, csup§n a c kisz§m²t§s§ban van 

k¿lºnbs®g az elsŖ ®s a tov§bbi iter§ci·kban, c=(a+b)/2  helyett: 

> c = (a*f(b) -  b*f(a))/(f(b) -  f(a));  

#3!4/2.! -O2%4%:O3 :<24 ).4%26!,,5- -s$3ZEREKKEL 

Haszn§ljuk az §ltalunk meg²rt f¿ggv®nyeket (intfelezes.m illetve hur.m) a 

megold§shoz. N®zz¿k meg a kapott f¿ggv®ny ®rt®keket ®s rajzoljuk be az §br§ba a 
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megold§st. Ahhoz, hogy a saj§t f¿ggv®nyeinket (intfelezes.m, hur.m) haszn§lni tudjuk, 

ugyanabban a kºnyvt§rban kell legyenek, mint, ahov§ dolgozunk! 

> [xint, iint]= intfelezes(f, 1.4, 1.6, 1e - 9, 100) % interv. felez®s 
> % xint = 1.4929, iint = 28  
> [xhur, ihur]= hur(f, 1.4, 1.6, 1e - 9, 100) % h¼r m·dszer 
> % xhur = 1.4929, ihur = 4  
> % EllenƇrz®s  
> f(xint), f(xhur) %   - 4.56 29e - 10,  - 1.3299e - 10 
> % Ćbr§zol§s az eredeti f¿ggv®nybe visszahelyettes²tve 
> plot(xhur, f(xhur), 'rd' , 'MarkerFaceColor' , 'r' );  

 

£rt®kelj¿k az eredm®nyeket! A megold§sok ugyanazok? Melyik volt a gyorsabb 

algoritmus? Melyik adta a pontosabb eredm®nyt?  

.9^,4 ).4%26!,,5- -s$3:%2%K 

A ny²lt intervallum m·dszerekn®l csak a z®rushely egy kºzel²tŖ x0 ®rt®k®t ismerj¿k. A 

m·dszereknek a konvergenci§ja §ltal§ban sokkal gyorsabb, mint a z§rt intervallum 

m·dszerek®, amennyiben konverg§lnak! Szigor¼bb konvergencia felt®teleket 

ig®nyelnek, ®s nem mindig adnak eredm®nyt. Tºbbf®le m·dszer van ezekbŖl is p®ld§ul 

a gradiens t²pus¼ Newton ®s szelŖ m·dszer ®s a gradiens n®lk¿li fixpont, ®s ennek 

tov§bb fejleszt®se a Wegstein m·dszer (f(x)=0 egyenletet g(x)=x alakra hozva).  

NEWTO. -s$3:%2 ɉ.%74/.ͻ3 METHOD) 

A Newton m·dszer (vagy Newton-Raphson m·dszer) abban az esetben haszn§lhat·, 

ha a f¿ggv®ny folytonos ®s differenci§lhat· ®s tudjuk, hogy egy adott kezdŖ®rt®k 

kºzel®ben van megold§sa a feladatnak. A m·dszer elej®n az x0 kezdŖpontban 

kisz§moljuk a f¿ggv®ny ®rt®k®t (f(x0)) ®s az (x0,f(x0)) ponthoz h¼zott ®rintŖnek 

megkeress¿k az x tengellyel val· metsz®spontj§t. Ez adja a kºvetkezŖ x1 kºzel²tŖ 

®rt®ket. Addig folytatjuk, am²g f(x) ®rt®ke 

kisebb nem lesz egy megadott ȹ ®rt®kn®l 

vagy el nem ®rj¿k a megadott maxim§lis 

iter§ci· sz§mot. 

f'(x) az ®rintŖ meredeks®ge az §bra alapj§n: 

Ὢ ὼ
Ὢὼ π

ὼ ὼ
  

EbbŖl levezethetŖ az al§bbi iter§ci·s k®plet, 

a Newton-m·dszer §ltal§nos alakja:  
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ὼ ὼ
Ὢὼ

Ὢᴂὼ
 

 

A Newton-m·dszer levezethetŖ a f¿ggv®ny Taylor-soros kºzel²t®s®bŖl is, az elsŖ k®t 

tagot figyelembe v®ve (a f¿ggv®ny lineariz§l§s§b·l): 

 Ὢὼ Ὢὼ Ὢ ὼ Ͻὼ ὼ π, ahol Ὢὼ π. 

A Newton-m·dszer, ha mŤkºdik, akkor §ltal§ban gyorsan konverg§l. Azonban l§tjuk, 

hogy a m·dszer alkalmaz§s§hoz ismerni kell a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is. Ez bizonyos 

esetekben neh®zs®gekbe ¿tkºzik, nem ismerj¿k, vagy t¼l bonyolult lenne kisz§molni, 

ekkor alkalmazhatjuk a szelŖ-m·dszert, ami a Newton-m·dszer kºzel²t®se. 

3:%,y -s$3:%2 ɉ3%#!.T METHOD)7 

A szelŖ m·dszer a Newton m·dszer v®ges differencia kºzel²t®se. Akkor alkalmazhat·, 

ha nem ismerj¿k a f¿ggv®ny deriv§ltj§t (vagy neh®z lenne elŖ§ll²tani). Ćltal§ban 

lassabban konverg§l (l§sd a k®t §br§n ugyanazt a p®ld§t), ®s az elej®n k®t pont 

felv®tele sz¿ks®ges, x0 ®s x1 az §br§n (de ellent®tben a h¼r m·dszerrel, ezeknek nem 

kell felt®tlen¿l kºzrefogniuk a megold§st). Helyettes²ts¿k be a Newton m·dszer 

k®plet®be a deriv§lt v®ges differencia kºzel²t®s®t, az elsŖ iter§ci·ban a k®t felvett pont 

adatait haszn§lva! 

 

Ὢ ὼ
Ὢὼ Ὢὼ

ὼ ὼ
 

ebbŖl levezethetŖ a szelŖ m·dszer 

§ltal§nos k®plete: 

ὼ ὼ Ὢὼ Ͻ
ὼ ὼ

Ὢὼ Ὢὼ
 

 

.%74/. -s$3:%2 -!4,!B-BAN 

A Newton m·dszerhez a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is sz¿ks®ges ismerni (df), ha ez megvan, 

akkor a kºvetkezŖ f¿ggv®nnyel oldhatjuk meg a feladatot (newton.m): 

> function  [x2, i] = newton(f, df, x0, delta, N)  
>     x1 = x0;  
>     x2 = x1 -  f(x1)/df(x1); % elsƇ kºzel²t®s 
>     i = 1; % iter§ci·k sz§ma 
>     while  abs(f(x2))>delta && i<=N  
>         x1 = x2;  
>         x2 = x1 -  f(x1)/df(x1);  
>         i = i + 1;  
>     end  
> end  

                                            

7 Otthoni §tn®z®sre 
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#3!4/2.! -O2%4%:O3 .%74/. -s$3:%22%, 

Hat§rozzuk meg az f f¿ggv®ny Ὤ szerinti deriv§ltj§t szimbolikusan! Ehhez a diff 

parancsot haszn§lhatjuk, miut§n szimbolikuss§ alak²tottuk az f f¿ggv®nyt a sym 

paranccsal. (Octave eset®ben be kell tºlteni a symbolic csomagot, ha m§r kor§bban 

feltelep²tett¿k: pkg load symbolic , l§sd elsŖ gyakorlat kieg®sz²t®se). 

> % Szimbolikus deriv§l§s 
> s=diff(sym(f), 'h' )  
> % s = (10*2^(1/2)*(2*h)^(2/3))/(3*(2*h + 2)^(2/3)) -  

(4* 2^(1/2)*(2*h)^(5/3))/(3*(2*h + 2)^(5/3))  

Az eredm®ny azonban nem egy f¿ggv®ny hanem egy szimbolikus v§ltoz·, ebbe nem 

lehet konkr®t ®rt®keket behelyettes²teni. Defini§ljuk f¿ggv®nyk®nt, hogy k®sŖbb 

dolgozni tudjunk vele! Ehhez az egyik megold§s, hogy az eredm®nyt egyszerŤen 

m§soljuk be a f¿ggv®ny defin²ci· ut§n, vagy haszn§lhatjuk a matlabFunction 

parancsot is, ami szimbolikus kifejez®sbŖl f¿ggv®nyt §ll²t elŖ. 

> % szimbolikus kifejez®sbƇl f¿ggv®ny: defin²ci· majd CTRL+C,CTRL+V  
> df = @(h) (10*2^(1/2)*(2*h)^(2/ 3))/(3*(2*h + 2)^(2/3)) -  

(4*2^(1/2)*(2*h)^(5/3))/(3*(2*h + 2)^(5/3))  
> % m§s megold§s: matlabFunction haszn§lata 
> df = matlabFunction(s)  

Oldjuk meg Newton m·dszerrel is! 

> % megold§s Newton m·dszerrel 
> [xnew, inew]= newton(f, df, 1.6, 1e - 9, 100)  
> % xnew = 1.4929 , inew = 3  

A z®rushely term®szetesen ugyanaz, mint kor§bban. L§tjuk, hogy m®g a  megold§st·l 

t§volabbi 1.6 m®teres kezdŖ®rt®ket v§lasztva is gyorsabban konverg§lt az elj§r§s, mint 

b§rmelyik z§rt intervallum m·dszer, mindºssze 3 iter§ci· elegendŖ volt. H§tr§nya a 

m·dszernek, hogy meg kellett hat§rozni a f¿ggv®ny deriv§ltj§t is. 

"%O0^4%44 -!4,!" &­''6O.9 - FZERO 

Az elŖzŖ algoritmusok nagyon j·l bemutatt§k a numerikus sz§m²t§sok alapjait. Nem 

mindegy milyen algoritmust adunk meg, milyen kezdŖ®rt®ket, gyorsabban vagy 

lassabban kapunk eredm®nyt egy iter§ci·s elj§r§s v®g®n (ha egy§ltal§n kapunk ®s 

konverg§l a m·dszer). A nemline§ris egyenlet gyºkeinek megkeres®se egy 

alapfeladat, ami nagyon sokszor elŖjºn a sz§m²t§saink sor§n, term®szetesen a 

Matlabnak is van saj§t be®p²tett f¿ggv®nye (fzero), ami tºbb m·dszer kombin§l§sb·l 

ad·dik ºssze, ®s Brent-Dekker algoritmunak h²vj§k.  

"2%.4 -s$3:%2 ɉ).6%2SE QUADRATIC INTERPOLATION) 

Brent-Dekker m·dszernek is nevezik, mivel Dekker kor§bbi m·dszer®t fejlesztette 

tov§bb Brent. Hat®kony ®s robosztus m·dszer, amely kombin§lja az intervallum 

felez®st, a h¼r m·dszert ®s az inverz kvadratikus interpol§ci·t. Ezt haszn§lja a 

be®p²tett fzero f¿ggv®ny is. 
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Az inverz kvadratikus interpol§ci·hoz 3 pontot kell megadnunk az [a, b] intervallumban. 

A pontok koordin§t§it felcser®lt (Ὢὼȟὼ) sorrendben adjuk meg, teh§t most a 
f¿ggetlen v§ltoz· lesz a f¿ggv®ny®rt®k. Erre a 3 pontra illeszt¿nk egy m§sodfok¼ 

polinomot. 

ὼὪ  ‌ϽὪ ‌ϽὪ ‌ 

A polinom illeszt®sekor meghat§rozzuk 

‌ȟ‌ȟ‌  ®rt®k®t, majd, ha 

behelyettes²tj¿k az f=0 ®rt®ket, rºgtºn 

megkapjuk az x=c helyet, ahol a 

f¿ggv®ny metszi a tengelyt. f=0 eset®n: 

ὧ ὼπ ‌ 

#3!4/.! -O2%4%:O3 &:%2/ !,+!,-!:<3<6!, 

Oldjuk meg a csatorna m®retez®si feladatot az fzero parancsot haszn§lva! Az fzero-t 

meg lehet h²vni egy illetve k®t kezdŖ®rt®k megad§s§val is. K®t kezdŖ®rt®k eset®n 

olyan intervallumot kell megadni, ahol van megold§s, teh§t a f¿ggv®ny elŖjelet v§lt 

(z§rt intervallum m·dszer).  

> % megh²v§s k®t kezdƇ®rt®kkel 
> x = fzero(f,[1.4, 1.6]) % x = 1.4929  
> % megh²v§s egy kezdƇ®rt®kkel 
> x = fzero(f,1.6) % x = 1.4929  

Amennyiben egy kezdŖ®rt®kkel h²vjuk meg, a f¿ggv®ny azzal kezdi, hogy az egy 

kezdŖ®rt®k kºr¿l keres egy olyan intervallumot, ahol a v®geken elt®rŖek az elŖjelek ®s 

ut§na oldja meg a feladatot z§rt intervallum m·dszerrel a Brent-Dekker algoritmust 

haszn§lva. Az egyes iter§ci·s l®p®seket ki is ²rathatjuk az optimset v§ltoz· 

haszn§lat§val. Megadhatjuk, hogy kijelezze-e az iter§ci·kat ('Display',ôiterô), illetve mi 

legyen a sz§m²t§s pontoss§ga ('TolFun', vagy 'TolX' haszn§lat§val a f¿ggv®ny®rt®k 

vagy a f¿ggetlen v§ltoz· toleranci§ja).  

> % megh²v§s egy kezdƇ®rt®kkel, kieg®sz²tƇ opci·kkal 
> x = fzero(f,1.6, optimset( 'Display' , 'iter' , 'TolFun' ,1e - 9))  
> % Search for an interval around 1.6 containing a sign change:  
> %  Func - count    a          f(a)             b          f(b)        

Procedure  
> %     1             1.6      0.274131           1.6      0.27 4131   

initial interval  
> %     3         1.55475      0.157999       1.64525      0.390694   

search  
> %     5           1.536      0.110027         1.664      0.439097   

search  
> %     7         1.50949     0.0423222       1.69051      0.507665   

search  
> %     8            1.472    - 0.0531432       1.69051      0.507665   

search  
> %   
> % Search for a zero in the interval [1.472, 1.69051]:  
> %  Func - count    x          f(x)             Procedure  
> %     8           1.472    - 0.0531432        initial  
> %     9         1.4927 1  - 0.000458365        interpolation  
> %    10         1.49289   4.30326e - 08        interpolation  
> %    11         1.49289   - 3.6593e - 13        interpolation  
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> %    12         1.49289   4.44089e - 16        interpolation  
> %    13         1.49289   4.44089e - 16        interpolation  
> %   
> % Zero found in the interval [1.472, 1.69051]  
> % x = 1.4929  

%'96<,4/:s3 !,'%"2!) 0/,)./- '9v+%) 

Gyakran elŖfordul· feladat, hogy a nemline§ris egyenlet, aminek a gyºkeit keress¿k 

algebrai polinom, azaz x-nek csak eg®sz kitevŖjŤ hatv§nyai szerepelnek benne.  

Egy polinom §ltal§nos alakja: 

Ὢὼ ὥὼ ὥ ὼ Ễ ὥὼ ὥ 

Az ὥȟὥ ȟỄȟὥȟὥ egy¿tthat·k val·s sz§mok, ὲ pedig egy nem negat²v eg®sz sz§m, 
a polinom foksz§ma.  

Ezeknek a gyºkeire tºbb parancs is van a Matlab-ban, amivel kezdŖ®rt®k megad§sa 

n®lk¿l is meghat§rozhatjuk az ºsszes gyºkºt egyszerre. Az egyik a roots parancs 

numerikusan hat§rozza meg egy egyv§ltoz·s polinom gyºkeit, csak a polinom 

egy¿tthat·it kell neki megadni egy vektorban, a legmagasabb fok¼ tagt·l visszafel®. 

Pl. σὼ τὼ ςσ π polinom egy¿tthat·i: [3, -4, 0, -23].  Egy m§sik parancs a solve 

szimbolikusan oldja meg a feladatot ®s szolg§ltat egzakt ®rt®keket a feladatra.  

N®zz¿nk meg egy olyan p®ld§t szil§rds§gtanb·l, ami algebrai polinom gyºkeinek 

megkeres®s®re vezethetŖ vissza! Ilyen p®lda p®ld§ul a saj§t®rt®k feladatokn§l a 

karakterisztikus polinom gyºkeinek meghat§roz§sa. 

&y&%3:­,43O'%+ -%'(!4<2/:<3!ȟ  
3!*<4O24O+ &%,!$!4 -%'/,$<3! 

Gyakori feladat a mechanik§ban a 

fesz¿lts®gtenzorb·l a fŖfesz¿lts®gek, fesz¿lts®gi 

fŖtengelyek meghat§roz§sa! Egy P pont fesz¿lts®g 

§llapot§t szeml®ltethetj¿k az al§bbi §br§val8 . A 

fesz¿lts®gtenzor: F. A fŖtengelyek azok a 

tengelyek, ahol csak norm§lfesz¿lts®g ®bred, 

ny²r·fesz¿lts®gek nem. 

 Ὂȟȟ  
„ π π
π „ π
π π „

, ahol ů1 Ó ů2 Ó ů3.  

A fŖtengely probl®ma matematikai szempontb·l saj§t®rt®k feladatnak tekinthetŖ. Az e 

fŖir§nyban l®vŖ ”  fesz¿lts®gvektor fel²rhat· a „  fŖfesz¿lts®g ®s az e fŖir§ny 

egys®gvektor szorzat§val: ”  „ϽὩ, illetve az F fesz¿lts®gtenzor e ir§ny¼ 

vet¿let®vel: ” ὊϽὩ. A kettŖt egyenlŖv® t®ve (az elsŖt egys®gm§trixszal szorozva): 
ὊϽὩ  „ϽὍϽὩ, levezethetŖ az al§bbi k®plet: Ὂ „ϽὍϽὩ π 

                                            

8 CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=591829
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ahol Ὅ  az egys®gm§trix. A fenti egyenlet egy homog®n line§ris egyenletrendszer, ahol 
a trivi§list·l (Ὡ π) k¿lºnbºzŖ megold§st keress¿k, vagyis ahol a ὨὩὸὊ „ϽὍ π. 
A meghat§rozott Ὡ vektorok lesznek a saj§tvektorok, a fŖtengelyek, a „ ®rt®kek pedig 

a saj§t®rt®kek, a fŖfesz¿lts®gek. ĉrjuk fel a determin§nst, ennek a kifejt®se lesz a 

karakterisztikus egyenlet. 

ὨὩὸὊ „ϽὍ

„ „ † †

† „ „ †

† † „ „

π 

Legyen most az F fesz¿lts®gtenzor: Ὂ
υπ ςπ τπ
ςπ ψπ σπ
τπ σπ ςπ

 ὓὖὥ 

Keress¿k meg az ehhez tartoz· fŖfesz¿lts®geket, oldjuk meg a  ὨὩὸὊ „ϽὍ π 
egyenletet! A determin§nst (det parancs) kifejtve a karakterisztikus egyenlet a 

kºvetkezŖ lesz (fo-vel jelºlve a fŖfesz¿lts®geket, amik tulajdonk®ppen a saj§t®rt®kek), 

szimbolikus sz§m²t§sok seg²ts®g®vel: 

> F = [50, 20, - 40; 20, 80, - 30; - 40, - 30, - 20];  
> syms fo  
> eq = det(F - eye(3)*fo) % eq = -  fo^3 + 110*fo^2 + 1500*fo -  197000  

Ez egy harmadfok¼ algebrai polinom, aminek a gyºkei adj§k a saj§t®rt®keket:  

Ὡή „ ρρπ „ ρυππ „ ρωχππππ 

Alak²tsuk vissza f¿ggv®nny® a szimbolikus kifejez®st ®s §br§zoljuk a f¿ggv®nyt a  

[-50,150] intervallumon! 

> eq1 = matlabFunction(eq)  
> %  @(fo)fo.*1.5e3+fo.^2.*1.1e2 - fo.^3 - 1.97e5  
> figure(3); fplot(eq1,[ - 50,150])  
> % y=0 vonal berajzol§sa a [50,150] intervallumon 
> hold on; plot([ - 50,150],[0,0])  

Megkereshetj¿k a harmadfok¼ polinom gyºkeit 

pl. az fzero f¿ggv®nnyel. Az §br§n l§tszik, hogy 

most 3 saj§t®rt®k van, teh§t az fzero-t 3 

kezdŖ®rt®kkel kell megh²vjuk, hogy minden 

megold§st megtal§ljunk. KezdŖ®rt®keket az 

§br§b·l vehet¿nk, ahol kºzel²tŖleg metszi az x 

tengelyt a f¿ggv®ny! Legyenek ezek x=120, 50, 

-40! 

> % Megold§s fzero- val  
> fo1 = fzero(eq1,120) % 106.7674  
> fo2 = fzero(eq1,50) %  44.6017  
> fo3 = fzero(eq1, - 40) % - 41.3691  

Az eredm®ny a h§rom saj§t®rt®k, vagyis a h§rom fŖfesz¿lts®g: „ ρπφȢχφχτȟ„
ττȢφπρχȟ„ τρȢσφ. A h§rom gyºk megtal§l§s§hoz 3 f¿ggv®nyh²v§s kellett. 
Polinomokra azonban vannak olyan kidolgozott elj§r§sok, amelyek nem egy l®p®sben 

megadj§k az ºsszes megold§st ®s m®g kezdŖ®rt®ket sem kell megadni hozz§juk. Az 

egyik ilyen a szimbolikus kifejez®sekre mŤkºdŖ solve parancs. Oldjuk meg a solve 

haszn§lat§val az ôeq = - fo^3 + 110*fo^2 + 1500*fo ï 197000ô egyenletet! 
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> sol1 = solve(eq)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 1)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 2)  
> %  root(z^3 -  110*z^2 -  1500*z + 197000, z, 3)  
> sol2 = double(sol1)  
> %     1.0e+02 *  
> %    1.0677 + 0.0000i  
> %   - 0.4137 + 0.0000i  
> %    0.4460 -  0.0000i  
> sol3 = real(double(sol1))  
> %   106.7674  
> %   - 41.3691  
> %    44.6017  

A solve parancs eredm®nyek®nt nem konkr®t sz§mokat kapunk, hanem szimbolikus 

kifejez®seket. Ezeket sz§mm§ kell ut§na alak²tanunk a double paranccsal. Az 

eredm®ny¿l kapott sz§mnak most azonban vannak numerikusan elhanyagolhat· kicsi 

komplex r®szei is, ezeket is elhagyhatjuk, ha csak a val·s r®szt haszn§ljuk a real 

paranccsal. Egy parancsban is megadhatjuk az eg®szet, ®s megkapjuk mindh§rom 

megold§st: 

> sol = real(double(solve(eq)))  

A m§sik algebrai polinomok eset®ben haszn§lhat· parancs a roots, ami numerikusan 

oldja meg az egyenletet. Ez is egy l®p®sben megadja az ºsszes megold§st ®s itt sem 

kell kezdŖ®rt®ket megadni. Itt viszont ki kell gyŤjteni a polinom egy¿tthat·it egy 

vektorba a legmagasabb fok¼ tagt·l kezdve visszafel® a konstans tagig. Az Ὡή
„ ρρπ „ ρυππ „ ρωχπππ egyenletn®l l®trehozhatunk k®zzel is egy vektort, 

ami az egy¿tthat·kat tartalmazza: 

> % Egy¿tthat·k megad§sa vektorba ²r§ssal 
> c = [ - 1, 110, 1500, - 197000]  

Vagy haszn§lhatjuk a sym2poly parancsot is, ami egy szimbolikus polinomb·l kigyŤjti 

az egy¿tthat·kat: 

> % m§s megold§s 
> c = sym2poly(eq)  
> % c = [ - 1  110 1500 - 197000]  

Oldjuk meg roots paranccsal, ®s az 

eredm®nyeket rajzoljuk be az §br§ba! 

> FO = roots(c)  
> %   106.7674  
> %   - 41.3691  
> %    44.6 017  
> plot(FO,eq1(FO), 'r*' )  

Mint l§ttuk itt sem kellett megadni kezdŖ®rt®keket ®s megkaptuk egyszerre az ºsszes 

gyºkºt. A megkapott fŖfesz¿lts®gekhez term®szetesen meg lehetne hat§rozni a 

fŖtengelyek ir§nyait is, ha visszahelyettes²ten®nk a fŖfesz¿lts®geket az eredeti 

egyenletrendszerbe. Ki is haszn§lhatjuk azonban a Matlab rengeteg be®p²tett 

f¿ggv®ny®t, term®szetesen a saj§t®rt®k, saj§tvektor probl®m§ra is van megold§s, 

mivel ez is egy nagyon gyakori feladat, m®ghozz§ az eig parancs. 
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> [V D]=eig(F)  
> % V =  
> %     0.3647    0.7722    0.5203  
> %     0.1664   - 0.6038    0.7795  
> %     0.9162   - 0.1977   - 0.3487  
> %  
> % D =  
> %   - 41.3691         0         0  
> %          0   44.6017         0  
> %          0         0  106.7674  

Itt k®t kimenettel h²vtuk az eig parancsot, ®s egyszerre megkaptuk az ºsszes 

saj§t®rt®ket (D m§trix §tl·j§ban) ®s a hozz§juk tartoz· saj§tvektorokat is (V m§trix 

oszlopai)! 

! &%*%:%4"%. (!3:.<,4 ª* &­''6O.9%+ 

set - Grafikus elem tulajdons§gainak be§ll²t§sa (pl. Color, LineWidth) 

and(felt1, felt2), 
felt1 && felt2,   

- Logikai £S 

diff - Szimbolikus deriv§l§s 

sym - Kifejez®sek, v§ltoz·k szimbolikuss§ alak²t§sa 

fzero - Egyv§ltoz·s egyenlet gyºkeinek megkeres®se numerikusan 

det - M§trix determin§nsa 

solve - Algebrai polinom gyºkei szimbolikusan 

roots - Algebrai polinom gyºkei numerikusan 

double - 
Szimbolikus kifejez®sk®nt megadott sz§m lebegŖpontos 
sz§mm§ alak²t§sa 

real - K®pzetes sz§m val·s r®sze 

sym2poly - 
Szimbolikusan megadott algebrai polinom egy¿tthat·inak 
kigyŤjt®se egy vekorba 

eig - M§trix saj§t®rt®keinek, saj§tvektorainak meghat§roz§sa 
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5. ,).%<2)3 %'9%.,%42%.DSZEREK 1. 

A line§ris egyenletrendszerek kiemelt jelentŖs®ggel b²rnak az alkalmazott matematika 

®s §ltal§ban a numerikus matematika ter¿let®n. Line§ris egyenletrendszer 

megold§s§ra vezet a mŤszaki alkalmaz§sokban az a gyakorlat, hogy a m®rnºk 

tºbbnyire line§ris fizikai modelleket alkalmaz. Nem csup§n az®rt mert tudat§ban van 

annak, hogy a matematikai modellt ²gy kºnnyebb lesz megoldani, hanem az®rt is mert 

sok fizikai jelens®get egy adott §llapot kºrnyezet®ben val·ban line§risnak tekinthet¿nk, 

p®ld§ul a Hook-tºrv®ny. A numerikus matematik§ban, mint majd k®sŖbb l§tni fogjuk, 

nagyon sok numerikus m·dszer alkalmaz§sa visszavezethetŖ line§ris 

egyenletrendszer megold§s§ra, p®ld§ul az interpol§ci· probl®m§ja. A line§ris 

egyenletrendszerek kezel®s®ben alapvetŖ fontoss§g¼ lesz a m§trix algebra 

alkalmaz§sa, amely kimondottan kedvez a numerikus sz§m²t·g®pi megold§sok 

elv®gz®s®nek. 

N®zz¿nk most egy p®ld§t statika 

t®makºr®bŖl. Vizsg§ljuk meg az §br§n 

l§that· egyenlŖ oldal¼ h§romszºgekbŖl 

§ll· r§csos tart·ra hat· erŖket! A 

csom·ponti m·dszert haszn§lva 

sz§m²tsuk ki a r¼derŖket! Haszn§ljuk a 

ÃÏÓφπЈπȢυ ®rt®ket ®s a ÓÉÎ φπЈ 

helyett a 
Ѝ

πȢψφφπ kºzel²t®st  

(Ὢ ρπππὔ ®s Ὢ υπππὔ).  

Az erŖk vet¿leti ºsszeg®nek ®s tetszŖleges pontra sz§m²tott nyomat®kºsszeg®nek 

z®rust kell eredm®nyezni. Vet¿leti egyens¼lyi egyenletek alapj§n: Ὑ Ὢ π. Az E 

pontra fel²rt nyomat®ki egyens¼lyi egyenlet alapj§n ς Ὑ πȢψφφ Ὢ Ὢ π. E 

kettŖbŖl kifejezhetŖ ὙȟὙ reakci·: Ὑ Ὢȟ  Ὑ πȢτσσ Ὢ πȢυ Ὢ. A csom·pontokra 
hat· erŖket vizsg§lva a kºvetkezŖ line§ris egyenletrendszert ²rhatjuk fel, ahol Ti-vel 

jelºlt¿k a r¼derŖket: 

A jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: πȢυ Ὕ Ὕ Ὑ Ὢ 

A jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ Ὑ πȢτσσ Ὢ πȢυ Ὢ 

B jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ Ὕ Ὢ 

B jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ πȢψφφ Ὕ π 

C jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: Ὕ πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ Ὕ π 

C jelŤ csom·pont, y ir§ny¼ erŖk: πȢψφφ Ὕ πȢψφφ Ὕ Ὢ 

D jelŤ csom·pont, x ir§ny¼ erŖk: Ὕ πȢυ Ὕ πȢυ Ὕ π 

A fenti egyenletrendszer kellŖ idŖvel ®s t¿relemmel megoldhat· sz§m²t·g®p n®lk¿l is, 

sorban elimin§lva az egyes v§ltoz·kat, majd visszahelyettes²tve Ŗket. Nyilv§nval· 

azonban, hogy sz§m²t·g®ppel megoldva l®nyegesen egyszerŤbb a feladat. A most 

kºvetkezŖkben megn®zz¿k, hogy hogyan oldjunk meg sz§m²t·g®ppel line§ris 

egyenletrendszereket. A megold§shoz a legfontosabb, hogy realiz§ljuk, hogy a line§ris 

egyenletek a m§trixokkal egyen®rt®kŤek, amelyek sz§mokat ®s nem v§ltoz·kat 








































































































































































































































































































































